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第 1 章 复 HU 


1.1 复数 代数 


为 了 用 合适 的 方法 研究 复数 系 ， 先 简单 回顾 一 下 运算 中 所 用 到 的 各 种 数 的 构造 . 

我 们 先 从 有 理 数 说 起 有 理 数 是 形 如 m/n(n 关 0) 的 两 个 整数 之 比 ， 并 且 约 定 所 有 形 如 n/n 
的 有 理 数 都 等 于 1( 因 此 可 消去 公 因子 )，、 有 理 数 之 间 的 加 、 减 、 乘 、 除 运算 总 能 在 有 限 步 内 完 
成 ， 其 结果 仍 是 有 理 数 ， 此外， 有 理 数 的 运算 满足 一 些 简单 的 运算 法 则 ， 即 我 们 熟悉 的 交换 
fk, 、 结 合 律 和 分 配 律 ， 设 a， b, c 为 任意 有 理 数 ， 


加 法 交换 律 

a+b=b+a 
乘法 交换 律 

ab = ba 
加 法 结合 律 
a*(b*c) = (a+b)+e 

kei 

a(bc) = (ab)e 
分 配 律 


(a * b)c =ac+bc， 
注意 ， 有 理 数 只 是 我 们 在 求解 形 如 ax € b =0 的 方程 时 可 能 需要 的 数 ， 对 于 非 零 数 a， 该 方 
程 的 解 为 * = -4b/a， 它 是 两 个 有 理 数 之 比 ， 从 而 也 是 有 理 数 . 
但 是 ， 我 们 在 有 理 数 系 中 求解 二 次 方程 时 ， 会 发 现 它 们 中 的 一 些 无 解 ， 例 如 ， 对 于 简单 的 方程 
2 = 2 a) 
来 说 ， 任 意 有 理 数 都 不 是 它 的 解 ( 参 见 本 节 林 习题 29)， 因 此 ， 为 得 到 更 为 满意 的 数 系 ， 在 有 
理 数 中 添加 一 个 新 的 符号 ， 记 之 为 /2， 把 它 定义 为 方程 (1) 的 解 ， 这 样 就 扩大 了 “ 数 "的 概念 . 
修改 数 的 概念 之 后 ， 它 的 标准 表达 式 可 写 为 


a *b42, (2) 
这 里 a, b 为 有 理 数 ， 加 法 和 减法 运算 按 昭 
(a & b42) $ (c dJ2) = (asc) + (b &d) 2 (3) 
进行 ， 由 分 配 律 以 及 记号 V2 的 平方 总 可 由 有 理 数 2 来 代替 ， 对 于 乘法 ， 我 们 有 
(e+bV2)(ec+dv2) = (ac * 2bd) + (bc + ad) 42. (4) 
最 后 ， 利 用 众所周知 的 分 母 有 理化 过 程 ， 可 将 任意 两 个 新 数 的 商 化 为 标准 形式 
atby2 asbj2c-d(2 ac-2bd bc -ad 万 6) 


E * 
c+dyi csd42c-dJ2. c -2d dc -24d 


LJ 
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这 种 带 有 根 式 的 运算 读者 已 经 十 分 熟悉 了 ， 且 容易 看 出 得 到 的 数 系 的 运算 也 满足 交换 律 
结合 律 和 分 配 律 ， 但 是 ， 记 号 V3 并 不 能 轻易 地 被 有 理 数 消 掉 ， 这 一 点 在 标准 形式 (2) 及 运算 法 
则 (3) 、(4) 、(5) 中 可 以 明显 地 看 出 来 ， 事 实 上 ， 当 对 那些 含有 V2 的 项 进行 运算 时 ， 除 去 /7 平 
方 的 情况 外 ， 我 们 只 是 对 这 些 项 中 的 有 理 数 进行 计算 ， 而 V2 仅仅 是 作为 一 个 记号 保留 下 来 ， 因 
此 ， 把 V2 作为 一 个 数 添加 到 有 理 数 系 中 有 点 人 为 化 的 过 程 ， 这 样 做 只 不 过 使 我 们 可 以 构造 一 个 
更 大 的 数 系 ， 使 得 方程 x* =2 有 解 

在 上 述 想法 下 ， 假 设 我 们 已 把 全 体 实数 加 入 到 有 理 数 系 中 它们 中 的 一 些 数 ， 例 如 ， 
V17， 可 作为 更 复杂 的 方程 的 解 出 现 ， 其 他 的 数 ， 例 如 站 和 。， 可 由 极限 得 到 ， 每 一个 无 理 数 
都 以 一 种 人 为 的 方式 引入 ， 而 得 到 的 数 集 与 数学 运算 同样 满足 交换 律 、 结 合 律 和 分 配 律 2. 
即便 如 此 ， 我 们 仍 不 能 求解 方程 

x =-1. (6) 
然而 经 验 表明 ， 我 们 可 以 再 次 通过 添加 方程 (6) 的 解 的 一 个 记号 / -1 来 扩大 数 系 ; 习惯 上 用 记 
号 计 (工程 上 常用 字母 j) 来 代替 ， 下 面 仿 照 (与 /2 有 关 的 ) 表 达 式 (2) ~ (5) 归结 出 如 下 数 的 
概念 2. 
Ner a a moi Mn xvf E E 
bi 


c+di 相 等 ， 即 a+bi=c+di， 当 且 仅 当 a=c, b=d. 
复数 的 加 减法 运算 由 下 面 的 等 式 给 出 : 
(a +bi) & (e + di) := (a +c) + (b $ d)i, 
这 里 符号 : = 表示 “定义 为 ”. 
根据 分 配 律 及 等 式 六 = -1， 两 个 复数 的 乘法 定义 为 
(a+bi)(c+di):= (ac - bd) + (bc + ad)i. 
为 了 计算 两 个 复数 的 商 ， 可 将 “分 母 有 理化 ”， 得 
a*bi a*bic-di _ ac * bd | bc - ad. 


etdi ctdic-di cad "ead" 
由 此 可 定义 复数 的 除法 为 
abi. ac bd , bc - ad; 
crdi dad gud 
以 上 是 复数 系 中 的 一 些 运 算法 则 .一 些 常见 的 代数 性 质 ( 如 交换 律 、 结 合 律 等 ) 比较 容易 
验证 ， 留 作 练习 . 
例 1 计算 


GIE è +d’ #0). 


(6 +2i) - (1 +3i) 
(-1+i)-2 ^ 


O 扩充 一 个 数 域 的 代数 问题 在 本 章 末 参 考 文献 [5] 中 有 讨论 - 
© 高 斯 (Karl Friedrich Causs，1777 一 1855) 是 第 一 位 自如 地 使 用 复数 且 充分 认定 其 在 数学 中 客观 存在 的 数学 家 . 


解 
(6+2D-(I+3D | 5-i | (5-)(-3-i) -15-1-5i+3i En 
(-1*)0-2 -3+i (-3*0)0(-3-i) — 9*1 
8/10. 
Toy L] 


(在 本 书 中 ， 记 号 图 表示 解 题 或 证 明 的 结束 . ) 

在 历史 上 ， 由 于 人 们 所 知道 的 任何 数 都 不 是 方程 (6) 的 解 ， 所 以 把 ;看 作 一 个 “虚构 "的 数 
按照 前 面 的 观点 ， 可 用 记号 来 代替 /3 或 V17， 同 样 ，i 也 仅仅 是 一 个 为 了 得 到 更 大 的 数 系 而 添 
加 的 记号 ， 通 常 有 以 下 定义 5. 

定义 2 “对 于 复数 w+0i，( 实 数 )a 称 为 它 的 实 部 ，( 实数 )5 RATHER. wR a AF 
则 称 这 个 数 为 纯 虚 数 ， 

为 方便 起 见 ， 习 惯 上 用 字母 : 表示 一 个 复数 ， 它 的 实 部 与 虚 部 分 别 记 为 Rez 和 Imz TJ, 
z = Rez + ilmz. 

注意 等 式 =a 成 立 当 且 仅 当 Rez, = Rez, H Imz, = Imz:， 因 此 任意 有 关 复 数 的 等 式 都 可 表 
示 为 一 对 实 等 式 . 

全 体 复数 的 集合 记 为 C， 与 实数 系 不 同 ，C 中 的 元 素 没有 大 小 顺序 ; 例如 ， 比 较 2 + 3i 与 
3 +2i 的 大 小 是 没有 意义 的 (参见 习题 30). 


练习 1.1 


1. 证 明 -i 也 是 方程 (6) 的 一 个 根 . 
2. 证 明 复数 运算 满足 交换 律 、 结 合 律 和 分 配 律 
3. 注意 0 和 1 作为 复数 保持 它们 的 “单元 性 "， 即 当 :为 复数 时 , 0 +z=z,， deron 
(a) 证 明 复数 减法 是 加 法 的 逆 运 算 ( 即 ,=z, -z SANM z +z z). 
《日 证 明 书 中 给 出 的 复数 除法 是 乘法 的 逆 运 算 ( 即 如 果 2.0, HEIL nons HB n2). 
4. 证 明 若 az =0, Wz, =0 或 ,=0. 
在 5 - 13 Mb, Jl o bi MOERS HA C 


so) -3 人 z) (b) (8+i) -(Gei) [x 


6 (a) ( -1 +i)? [od (iC m -4i) 
P 
gi -1+5i 3 i 
T. (a) OT Wty 
s (20 - (1-i) 
ó Q«)' 
243i 8+i 
142i 6-i 
PES E 
né iam] 


Q René Descartes 在 1637 ££ |i T " K FI" JT HRH. W. R. Hamilton 在 1843 年 讲 到 一 个 数 的 “ 虚 部 ”. 


ng GeD 

12.(2+D(-1-D(3-2i 

13.((3-D -3)i 

14. 证 明 Re(iz) = - Imz 对 所 有 复数 = 成立- 
15. 设 上 为 整数 ， 证 明 


16. 利用 15 题 的 结果 计算 
(OF (Uf (or* qns 


17. 利用 15 题 的 结果 计算 SI +6P + - eis 
; 
18. 证 明 复数 : = -1+i 满 足 方程 2242-0. 


19. 把 复方 程 ez =z+3i 写 成 两 个 实 方程 . 
20. 求解 下 列 方程 : 


(a)iz=4-2i 


(c)(2-i)z*8z =0 (d)? +16 =0 
21. 复数 5: ，z 满足 方程 组 
(1 -i)z +33 
is + (1 *2i)2 


aon. 
22. RIE z -16 =0 的 所 有 解 . 
23. 设 : 是 复数 ,满足 Rez >0， 证 明 Re(1/2) >0. 
24. 设 : 是 复数 ,满足 Imz >0， 证 明 Im(1/z) «0. 
25. 设 5 n 是 两 个 复数 且 z +n, nn 都 是 负 实数 ， 证 明 z, ，z, 必 为 实数 . 
26. 证 明 


Re (27 $ Res 


LIP X )- PLA 
Li 3c ( HE) RB A F D CH ) REA RU ] 用 公式 表示 出 相应 的 对 复数 乘法 的 猜测 并 证 明 它 不 成 立 . 
27. 证 明 复 数 的 二 项 式 公式 : 


这 里 n 是 正 整数 ， 二 项 式 系数 为 


(J* scr 
28. FH — CASE CHRDI 2) EE QL- 07. 
29. 证 明 任意 实数 都 不 满足 方程 * =2. [提示 : 假设 p/4 是 它 的 解 ， 这 里 P 和 4 都 是 整数 ， 那 么 2 DEI p 和 
t$] 4， 这 与 分 数 总 可 写 为 两 个 无 公 因子 的 数 之 比 的 事实 相 矛 盾 . } 
30. 实数 系 中 的 大 小 关系 用 符号 ” > "表示 ， 其 定义 的 基础 是 存在 子 集 P( 正 实数 集 ) 具 有 下 列 性 质 : 
(让 对 任意 ax0，a 或 -a( 但 不 同时 ) 属 于 P. 
(i)3ia SBRTP, W a+ RT. 


复 4 5 


(i) f a 与 6 属于 P， 则 og GR TP. 
当 集 合 P 存 在 时 ， 记 a >B HOC a-B 属于 P2， 证 明 复数 系 不 存在 非 空 集 P 满 足 性 质 (i) 、(ii) Ro Ci). 
[提示 ; 论证 i 与 -i 都 不 属于 这 样 的 集合 P. ] 

31. 编 一 个 程序 计算 复数 的 和 、 差 、 积 、 商 ， 和 输入 给 出 参数 要 有 相应 的 实 部 与 虚 部 . 

32. 计算 乘积 (e+ bi) (c+ di) = (ac - bd) +i(be +ad) 时 ,用 直接 的 方法 需要 计算 四 次 (实数 的 ) 乘 法 ( 和 两 次 带 
符号 的 加 法 )， 利 用 计算 机 计算 乘法 所 用 的 时 间 往 往 远 远 多 于 加 法 ， 设 计 一 个 程序 计算 (a + bi) (e+ di), 
使 其 只 需 计算 二 次 乘法 (需要 更 多 次 加 法 计算 )， [提示 : 先 计算 (a +6) (ed). 1 


1.2 复数 的 点 表示 


假定 读者 熟悉 稍 卡 儿 坐 标 系 ( 见 图 1-1) ， 它 建立 了 xy 平面 上 的 点 与 有 序 实数 对 之 间 的 一 一 
对 应 ， 例 如 : 有 序数 对 ( -2，3 ) 对 应 位 于 y 轴 左 方 2 个 单 y 
位 x 轴 上 方 3 个 单位 的 点 已 

稍 卡 儿 坐标 系 提供 了 一 种 将 复数 表示 为 xy 平面 上 的 点 
的 简便 方法 ， 即 对 任意 复数 a + bi， 对 应 xy 平面 上 一 个 坐标 
Ala, 5b) 的 点 ， 因 此 复数 -2+3i 可 由 图 1-1 中 的 点 P 来 表 
LE 图 1- 1 中 其 余 各 点 分 别 表示 复数 0，i, 2 + 2i 和 
-4-3i. 

用 xy 平面 描述 复数 时 ， 称 其 为 复 平面 或 :平面 ，( 有 了 时 图 1-1 WEILER 
称 为 阿 干 特 ( Argand) 图; Caspar Wessel 和 Jean Pierre Argand 
分 别 于 1797 年 和 1806 年 独立 地 提出 了 复数 在 平面 上 的 表示 . ) 因 为 * 轴 上 的 每 一 个 点 表示 一 个 
实数 ， 故 把 x 轴 称 为 实 轴 ， 类 似 地 ，y 轴 上 的 点 表示 纯 虚 数 ， 故 称 其 为 虚 轴 . 

今后 ， 我 们 把 表示 复数 :的 点 简称 为 点 z; 即 点 :=a +bi eO (a, b) 的 点 . 

例 1 假设 质量 分 别 为 m,，m;，…，m, 的 n 个 质点 分 别 位 于 复 平面 上 的 non. ss z 
处 ， 说 明 该 系统 的 质心 是 点 


a Miz + myz +o tm, 
i = — M 
m +m, + +m, 


解 itasatyi, aan +yi, e, =x, +y,i, 令 1 为 总 质量 2 m. 容易 知道 已 给 
系统 的 质心 坐标 为 (过 ，7) ， 其 中 


LAS Enn 


BARE, FAMAE à Y mias) ce toco " 


绝对 值 ， 由 庞 特 里 亚 金 ( Pythagorean ) 定理， 从 点 z=a tbi 到 原点 的 距离 是 /a eb. FIN 
给 这 种 距离 一 个 特殊 的 记号 . 


O 事实 上 ， 这 正 是 计算 机 中 检验 命题 a>B 的 方法 - 
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定义 3 a +AA z= a + bi i I)i (absolute value) 或 模 (modulus)， 用 记号 |z| 
表示 ， LIBERA 
特别 地 ， 


=V9+16 =5. 
因此 复数 的 模 |z| 恒 为 非 负 实数 ， 并 且 0 是 模 为 0 的 唯一 复数 . 


Pasa tbi, za tbi. 那么 
Iz al 2l (a, - aj) + (b, -b)il e (a, - a). + (b, - 5), 
TURA Ra, b), (ar, b) 的 两 点 间 的 距离 (参见 图 1-2). AT, |z -六 | 给 出 了 两 点 zi， 
z, 间 的 距离 ， 它 在 描述 平面 上 的 某 些 曲线 时 是 很 有 用 的 . 
例如 ， 考 虑 满足 方程 
lz-%l=r (1) 

的 所 有 的 点 :的 集合 ， 这 里 am 是 一 个 给 定 的 复数 ，" 是 一 
个 正 实 数 ， 这 个 点 集 由 所 有 那些 与 z 的 距离 为 r 的 点 组 
成 。 因 此 方程 (1) 表 示 一 个 圆周 . 

例 2 描述 满足 下 列 方程 的 点 集 . 图 1-2 WAREN 

(a)1z+21 =1z-11， (b)lz-1l =Rez+1. 


解 (a) 点 :满足 方程 (a) 的 充分 必要 条 件 是 它 到 点 -2 和 点 1 的 距离 相等 。 因 此 方程 (a) 
为 连接 -2 与 ! 的 线段 的 中 垂 线 的 方程 ; 即 满足 方程 (a) 的 点 集 为 直线 x = -+ 


-种 更 常规 的 方法 是 令 z =x +iy， 代 人 方程 进行 计算 : 
1z+21=1z-11， 


101=0, 


lz+iy+2l=lx+iy-1l, 
(x 42) «y! z(x -1! «y, 
4x £4 2 -2x 4l, 
1 


x 2-— 


2 


T 


(b) 方 程 (b) 的 几何 意义 不 很 明显 ， 直 接 计算 ， 得 到 V(z 1) «y =x+1, 或 y=4x, E 


表示 一 条 抛物 线 (参见 图 1-3). " 
AA. Foicasbi ATRAE 22a -bi( 参 见 图 1-4). RTEERUR BI, abi 
与 4- 所 之 间 的 关系 在 复 变 理论 中 起 了 很 重要 的 作用 .下 面 的 定义 给 这 个 概念 一 个 特别 的 


记号 . 


定义 4 abi koi za bi E XE Jolie (complex conjugate) ， 用 记号 3 表示 ， 即 2: =a -bi 
于 是 ， 


ee T-i-2mcsi, 8-8 
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也 有 一 些 书 中 使 用 星 号 ， 即 用 KER HERH. 


e casi 


图 1-3 例 2 的 图 图 1-4 SOS 


由 定义 4 知 ,，z== 当 上 且 仅 当 z 是 一 个 实数 ， 显 然 ， 两 个 复数 的 和 ( 差 ) 的 共 轰 等 于 它们 共 轰 
的 和 ( 差 )， 即 
Pr RL-Gnc-Rh-h 
对 于 复数 乘法 来 说 ， 类 似 的 结论 就 不 那么 直观 . 
例 3 EHANA RERI TE (109 JE (EL 
证 只 需 证 明 


GR) = 


(2) 


ia =a, tbi, z =a, tbi. 那么 
(Ez) =a,a, - b,b, + (a,b, +a,b,)i 


=a,a, - b,b, - (a,b; + a,b, )i. 


TĘ =(a, -b,i)(a, -bi) = aya, - b,b, - a,b,i - a,b,i 
=a,a, - b,b, - (a,b, + a,b, )i. 
因此 (2) 式 成 立 . e 
除 (2) 以 外 ， 还 有 如 下 一 些 性 质 


(&) 到 (2 * 0); 6) 

Rez = E35, (4) 
z-i 

Imz = 525. (5) 


性 质 (4) 表 明 复 数 与 其 苍 的 和 是 实数 ， 而 (5) 式 说 明 它们 的 差 是 ( 纯 ) 虚数 ， 一 个 复数 的 
EDIDI: 
G) =z (6) 
根据 定义 4 显然 有 


1zl =121; 

即 点 z 与 点 ?到 原点 的 距离 相等 。 而且， 由 于 
zz = (a*bi)(a - bi) =a +b, 

我 们 有 

了 11 (7) 
这 是 一 个 有 用 的 事实 : 一 个 复数 的 模 的 平方 等 于 这 个 复数 与 它 的 共 示 的 来 积 . 

EX, 在 1. 1 节 除法 运算 的 分 母 有 理化 过 程 中 已 经 用 到 了 复 共 二 ， 例 如 ， 设 5 ，z, 是 复 

数 ， 然 后 利用 把 z,/z, 写成 分 母 为 实数 的 比 式 : 


ETAETA 


= -一 = 了 (8) 


特别 地 ， 


最 后 值得 一 提 的 是 ， 可 用 一 种 或 许 更 有 启发 性 的 方法 来 理解 (2) 式 ， 注 意 到 我 们 表示 一 
复数 时 需要 两 个 实数 和 记号 i， 例 如 z=a + 三， 对 它 取 花 相当 于 改变 i 项 的 符号 ， 现 在 回忆 一 
下 i 在 计算 中 所 扮演 的 角色 ， 除 了 出 现 它 的 平方 时 用 -1 代替 外 ， 其 余 情 况 下 i 都 不 参与 计算 ， 
仅 是 作为 一 个 记号 保留 了 下 来 ， 因 此 ， 我 们 也 可 以 用 j, A, V 一 1 或 其 他 任何 符号 的 平方 去 代 
赫 -1， 实际 上 ， 由 于 -i 的 平方 也 是 -1， 所 以 用 -i 代替 i 也 不 会 影响 到 计算 的 合理 性 ， 例 
如 ， 在 乘积 (a, + bi) Ca; +b,i) 中 用 -i 代替 i 后 再 做 乘法 ， 其 结果 的 不 同 之 处 仅 是 i 都 换 成 了 
-i Rit TAG, EEA 3 的 结论 2. 


练习 1.2 


1 证 明 : HII gat a 5 s 的 线段 的 中 点 . 

2. 给 定 四 个 质量 分 别 为 2，1，3，5 的 质点 ， 各 自 位 于 复 平面 上 的 点 1+i，-3i，1 -2i，-6 处 ， 求 这 个 系统 
的 质心 ， 

,在 i，2 -i，-3 各 点 中 ， 哪 个 点 距 原点 最 远 ? 

令 z=3 -2i， 在 复 平面 上 夯 出 点 z，-z, 了 ，- 了 和 1/z; 当 z=2+3i，z= -2i 时 ， 同 样 画 出 以 上 5 个 点 . 

，-1/2 +iV3/2，-1/2 -iV3/2 是 一 等 边 三 角形 的 三 个 顶点 . 


证 明 : +i, 6，4+4i 是 一 直角 三 角形 的 三 个 顶点. 
.描述 复 平面 上 满足 下 列 各 式 所 表示 的 点 : 的 集合 . 
(a)lmz= -2 (b)1z-1+il =3 
(e)12z-il =4 (d)lz-Il =1z+ii 
(e) 1z1 =Rez+2 (1z-11 +1z+1l =7 
(g) l zl =31z-11 (h)Rezz4 


人 ”由 于 同样 的 原因 ， 先 用 -2 代 葵 /2 再 做 乘法 (3 «2 /2) (4 -3VI) 与 先 做 乘法 再 普 换 得 到 的 结果 是 一 样 的 ，( 试 一 下 . ) 
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(i)lz-il <2 (G) Izl >6 
8. 分 别 用 解析 法 和 图 形 法 证 明 |z-1|=1 = -11. 
9. 设 "为 非 负 实数 ， 证 明 |r| =r |z] 
10. 证 明 : |Rez|< |z|, |Imz|< |z|. 
11. E: 若 |z| = Rez， 则 = 是 非 负 实数 . 
12. 证 明 性 质 (3) 、(4) 和 (5). 
13. 证 明 : AGV ez. RE * 是 实数 或 纯 虚数 . 
14. 证 明 : lanla |z 【la {提示 利用 方程 (7) 和 (2) 证 明 |zz [nC lal] 
15. 证 明 : 对 任意 整数 ， 有 (了 )*=(z*) 成 立 ( 当 是 负数 时 假定 40). 
16. 证 明 ; 若 iz|=1(z#1), 则 Re[1/(1 22] = 二 


17. ka, a.c. o, 为 实 常数 ， 证 明 : Xn 是 多 项 式 方程 2 + az +aaz e ta, s0 的 一 个 根 ， 那么 
也 是 它 的 一 个 根 

18， 利 用 熟知 的 二 次 多 项 式 的 求 根 公式 、 给 出 17 题 中 n = 2 时 的 另外 一 种 证 明 方法 . 

19. 已 知 点 :关于 实 轴 ( 水 平 线 y=0) 的 对 称 点 是 :的 共 罗 e 复 数 ?， 证 明 : 点 = 关于 直线 ar+ ly =c(a， b,c 是 实 


数 ) 的 对 称 点 是 J+ Oc 
si 


20. (ILE) EB Je m (1 n AMER. 09 B (081 JC ROIGGRER PEHESEIECHT S PUES , (ERI n (7 m FUB 
矩阵 记 为 8'， 即 ， 如 果 旭 =[5,]， 则 B'-[5,]. Pt: 


i sy -i 4+i pei 
less 4l [5 2i IE [ 3 ] zum 
BA = [ov] 是 一 上 阶 复 矩阵 ， 证 明 : 
(a) 如 果 对 任意 4 行 1 列 复 向 量 w 都 有 wu'Au=0， 则 4 EPERE RRA I i, j, Ea =0)，[ 提 示 : 为 
WES] a, =0， 取 w 为 第 i 个 与 第 j 个 分 量 都 为 1、 其 他 分 量 都 为 0 的 列 向 最. ] 
(b) 举 例 说 明 (a) 中 的 假设 换 成 = 为 实 向 量 时 ， 结 论 (4 为 零 矩阵 ) 不 真 .[ 提 试 找 一 个 2 阶 ( 即 2 行 2 
列 ) 非 零 实 矩 阵 和 4， 使 它 对 任意 2 HECHL2 61 列 ) 实 列 向 量 w 都 有 uw'Au=0 成 立 . ] 
21. BLA Pb n MIER. 5A! =4( 参 考 练习 20) ， 则 称 4 HIR i KHE. 
(a) 证 明 : 如 果 A 是 埃 尔 米 特 矩 阵 ， 则 对 任意 n 维 复 列 向 量 a, u'Au 是 实数 . 
(b) 证 明 ; QR B JE m £r n PER, RI B'B 是 埃 尔 米 特 矩阵 . 
(ec) 证 明 : 如 果 Bi nME, u 是 nn 维 复 列 向 量 ， 则 uw'B'Bu 必 为 非 负 实数 . 


1.3 向 量 与 极 式 


复 平面 上 的 每 一 点 z 都 可 以 用 一 个 向 量 ( 即 连接 原点 到 点 z 的 有 向 线段 ) 来 表示 ， 由 于 向 量 
由 它 的 长 度 和 方向 来 决定 ， 因 此 一 个 给 定 的 向 量 经 过 平移 后 保持 不 变 ， 从 而 ， 由 z= 1 +i 确 定 
的 向 量 与 以 点 2 + i 为 起 点 、3 + 2i 为 终点 的 有 向 线段 确定 的 向 量 是 相同 的 ( 见 图 1-5)， 注 意 任 
何平 行 于 实 轴 的 向 量 表示 实 数 ， 而 那些 平行 于 虚 轴 的 向 量 则 表示 纯 虚 数 。 因此， 向 量 z 的 长 度 
Ais. 

Vv, 和 六 是 分 别 由 点 a 和 az WEKE E 1-6 说 明 向 量 的 和 v=v, +v, 满足 平行 四 边 
形 法 则 ， 如 果 z mx, tiy, z cx tin, ME 1-26 中 的 向 量 "的 终点 具有 坐标 (zj +a, y+ 
x), BEEXNT AR: + za 由 此 可 知 ， 复 教 的 加 法 与 平面 向 量 的 加 法 运算 法 对 是 一 致 的 . 


H3] 
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图 1.5 用 向 量 表 示 的 复数 图 1-6 向 量 的 加 法 


今后 ， 由 点 z 确定 的 向 最 简称 为 向 量 z 
在 几何 上 ， 我 们 知道 三 角形 中 任何 一 边 的 边 长 不 超过 另外 两 边 边 长 之 和 ， 如 果 把 这 个 定理 
运用 到 图 1-6 PO, z, z + za 为 顶点 的 三 角形 ， 可 得 到 以 下 重要 关系 式 ， 即 复数 与 其 和 的 模 
之 间 的 关系 : 
三 角 不 等 式 对 于 任何 两 个 复数 za fz, A 


1z+al<lzal+1al. (1) 


三 角 不 等 式 很 容易 推广 到 两 个 复数 以 上 的 情形 ,参见 习题 22. 

对 于 向 量 z, -za ， 当 加 上 向 量 x 后 ， 显 然 得 到 向 量 z， 因 此 z,-z, 可 用 由 z 到 za 的 有 向 线 
段 来 表示 ( 见 图 1-7)， 对 于 图 1-7 中 的 三 角形 应 用 几何 定理 ， 
可 推出 三 角 不 等 式 的 另外 形式 : 


Inlsizi«z-zl 


或 

1a1-1m1<sla -2l. (2) 
不 等 式 (2) 说 明 ， 三 角形 中 任意 两 边 长 度 之 差 不 超过 第 三 边 的 图 1-7 向 量 的 减法 
长 度 . 


例 1 证 明 : 三 个 互 异 的 点 n. n 和 共 线 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 某 个 实数 <， 有 
-z=c(z -2). 

证 ”我 们 知道 ， 两 个 向 量 平行 的 充分 必要 条 件 是 其 中 一 个 向 量 是 另 一 个 的 一 个 (实数 ) 
标量 倍 ， 换 成 复数 的 语言 ， 即 复数 :和 w 平行 的 充分 必要 条 
件 是 z=cw， 其 中 c 是 实数 ， 从 图 1-8 DAD, Azn, n Az T" 

共 线 等 价 于 向 量 S -za ncn 平行 .应 用 向 量 的 平行 特征 aa f” 
即 得 结论 . " 

还 有 一 种 参 变量 集合 的 方法 ， 也 可 以 刻画 从 原点 到 点 = 
的 向 量 ( 即 不 采用 z 的 实 部 和 点 部 的 方法 ) ， 这 是 一 种 通过 
向 量 的 长 度 和 方向 对 其 进行 表示 的 方法 ， 这 就 是 点 z 的 极 坐 
标 r 和 9， 坐标 是 原点 到 z 的 距离 ，9 是 向 量 > 的 倾角 ， 从 [IET 


1 ž 1 


ERMI, BAE RER t, RAEG E z 的 夹 角 为 正 ( 同 理 ， 按 顺 
时 针 方向 转 到 向 量 z 时， 得 到 的 夹 角 为 负 ) ( 见 图 1-9)， 在 本 书 
中 ， 我 们 约定 角度 的 单位 是 弧度 ; 有 时 ,使 用 角度 表示 能 使 
表达 更 加 清楚 ， 但 在 涉及 微 积 分 的 学 科 内 ， 它 会 呈现 出 相当 的 不 
确定 性 ， 注 意 到 "是 z 的 模 ， 或 是 z 的 绝对 值 ， 因 此 "= 1 zi dE 
负数 . 

由 图 1-9， 容 易 推 导出 用 极 坐 标 (r，9) 表 示 直 角 (或 备 卡 儿 ) 举 


标 (x，y) 的 关系 式 : rS aen 
x 2rco, y= r sinð. (3) 
另 一 方面 ， 由 (x*，y) 来 表示 极 坐标 (r，6) 的 表达 式 就 要 稍微 复杂 一 些 ， 实 际 上 ， 坐 标 可 由 
rsy +y =1zl (4) 
给 出 ， 然 而 ， 我 们 注意 到 ， 虽 然 由 tang = ZA 
8 = tan (7), 


但 上 式 对 于 第 二 和 第 三 象限 的 : 是 不 成 立 的 (因为 通常 反正 切 函数 的 取 值 范围 是 第 一 和 第 四 象 
限 )， 因 为 当 一 个 角度 通过 它 的 正弦 和 余弦 函数 给 出 时 ，9 由 如 下 一 对 方程 


cosg = ——, — sind = 7 (5) 
Fal EI 


唯一 确定 ， 但 在 实际 上 我 们 通常 计算 tan (T) et, XET = 在 不 同 象限 的 情况 则 通过 适当 地 增加 


或 减少 "(弧度 ) 来 解决 (见习 题 14). 
然而 ,9 令 人 讨厌 的 方面 并 不 仅 有 这 些 ， 即便 由 方程 (5) 也 能 看 出 ， 当 一 个 角度 6 确定 后 ， 
在 9 上 再 加 上 2 的 一 个 整数 倍 也 是 成 立 的 ， 为 此 ， 我 们 引进 复数 辐 角 的 概念 ， 称 这 些 角度 的 
任 一 值 为 :的 辐 角 或 相位 ， 记 作 
argz. 
从 而 ， 如 果 取 定 argz 的 一 个 值 g ， 那 么 
6,t2m, tán, h + 67, 
也 是 argz 的 值 ， 并 且 argz 的 任 一 值 必 须 是 这 些 值 中 的 一 个 ?， 特 别 地 ，argi 的 值 是 
T iim tám, 
记 作 
argi = m *2km (k=0, +1, £2,7). 
O 另 一 个 表示 argz 的 方法 是 把 它 写成 一 个 集合 : 
args = {00 +2km: k=0, 21, £2, =} 


us 
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为 了 方便 起 见 ， 对 于 某 些 argz 的 有 限 值 我 们 用 一 个 记号 来 表示 .注意 到 ， 长 度 为 2 的 任何 一 
个 半 开 区 间 含 有 上 且 只 含有 辐 角 的 一 个 值 ， 通 过 指定 这 样 的 一 种 区 间 ， 我 们 可 以 说 已 经 选择 了 
argz 的 一 个 特别 分 支 ， 图 1-10 说 明了 三 个 可 能 分 支 的 选取 情况 ， 第 一 个 图 (图 1- 10a) 描 述 的 是 
在 区 间 ( — m, m] rP EURO argz 的 值 的 分 支 ; 通常 称 它 为 辐 角 的 主 值 ， 记 为 Argz( 用 大 写字 
母 A)， 主 值 通常 用 于 复数 的 算术 计算 机 编码 ; 它 自然 是 不 连续 的 ， 当 z 越过 负 实 轴 时 ， 辐 角 
增加 2m， 这 条 不 连续 线 称 作 支 割 线 . 


b) argoz 


图 1-10 argz 的 分 支 


当然 ，argz 的 任何 分 支 在 某 个 地 方 必定 有 一 个 路 度 为 2r 的 跳跃 ， 图 1- 10b 表示 的 从 区 间 
(0，2m] 中 取 值 的 分 支 在 正 实 轴 是 不 连续 的 ， 图 1- 10c 表示 的 分 支 虽然 也 以 正 实 轴 为 支 制 线 ， 
但 它 是 从 区 间 (2r，4m] 中 取 值 的 . 

把 从 区 间 (r，r +2r] 取 值 的 argz 的 分 支 记 为 arg,z， 则 arg ,z 是 主 值 支 Argz， 而 图 1-10b 和 
图 1-10c 表示 的 分 支 则 分 别 是 argoz 和 arg,.z， BR, ard 不 能 被 定义 为 任何 分 支 . 

IME, ANHE z =x + iy 的 极 坐标 形式 写 为 [ 见方 程 (3) ] 

z=x+iy =r(cos0 +ising) = rcisð, (6) 

这 里 把 "cosine + i sine" fij 23 X cis. 

例 2 KR arg (1 +i), JEHE 1 +V3i 写成 极 坐标 形式 . 


解 由 于 r= 1 1+V5i1 =2， 而 满足 等 式 cosg = 二， sin Dig oT, 因此 arg(1 + 
VD =F +2km, k=0，1，#2，…[ 特 别 地 ，Are (1 +/3i) = 可] 1 +V3i 的 极 形式 为 
2(cos S +i sin F) =2eis 了 [] 

在 很 多 特定 的 环境 中 ， 形 式 x + i 或 eisg 中 的 某 一 个 用 起 来 比 另 一 个 更 加 方便 一 些 ， 例 
如 ， 直 角 坐 标 形式 在 做 加 法 或 减法 运算 时 就 很 方便 ， 而 用 极 形式 就 比较 麻烦 (见习 题 21)， 另 

-方面 ， 极 形式 对 于 复数 乘法 却 有 非常 有 趣 的 几何 解释 
设 


2, =r (cos, +ising,), z, = r,(cosð, +i sing,), 
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两 式 相 乘 ， 有 
2,7, = rr, [(cos8,cosð, — sing,sing,) + i( sing,cos0, + cosgising,) ] ， 
所 以 
Zz, = mn[eos(g + 6,) +isin(6 + 6)]. (7) 
方程 (7) 可 简写 为 


zz = (reis, ) (cis) = (mm)eis(g + 6). 
上 式 说 明 ， 两 个 复数 相 乘 : 
来 积 的 模 等 于 模 的 乘积 
1zma1=1allzal(=nm); (8) 
来 积 的 辐 角 等 于 辐 角 的 和 : 
argziz = argz, + argzi( = 0, + 0,). (9) 
(准确 地 说 ,方程 (9) 可 以 这 样 解释 : 如 果 取 定 这 些 项 中 任 
何 一 对 的 值 ， 就 可 以 找 出 第 三 项 的 值 满 足 这 个 恒等式 . ) 
几何 意义 是 ， 向 基 zz, 的 长 度 等 于 向 量 z, 的 长 度 与 向 量 
z 的 长 度 之 积 ， 向 量 zz 的 辐 角 等 于 向 量 z 的 辐 角 与 向 量 2 
的 辐 角 之 和 ( 见 图 1-11)， (án, 向量 i 的 长 度 为 1， 辆 角 为 


Fo M tk iz 可 以 通过 把 向 量 z 按 逆 时 针 方向 施 转子 


得 到 . 图 1-11 乘积 的 几何 解释 
显然 ,向量 的 除法 是 乘法 的 逆 运 算 ， 我 们 有 如 下 方程 : 
ZL = Deos(9, - 0) +isin(g - 6] = LLeis(0, - 0,), (10) 
n ^ LOI 
are( 3) = ares, - aren; an 
n 
m 
aj _1a1 
al Ta a2 


方程 (10) 可 用 类 似 于 证 明 方程 (7) 的 方法 得 到 ， 接 着 方程 (11) 和 方程 (12) 可 以 很 快 推导 出 来 . 
儿 何 意义 是 ， 向 其 2 的 长 度 等 于 向 量 z, 的 长 度 与 向 量 = 的 长 度 之 商 ， 向 最 忆 的 辆 角 等 于 向 量 
2 的 辆 角 与 向 量 = 的 辐 角 之 差 . 
例 3 用 极 形式 写 出 方程 (1 +i)/(Yy3 - i). 
解 1+i 和 V3 -i 的 极 形式 分 别 是 
1+i=|] il cis(arg(1 +i)) = Vicis(m/4), 
48 - i = 2cis( - 3/6). 
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E 


14 gi* 


于 是 由 方程 (10) 可 得 
EXE E Ê. Sr 
Saunas Op]: [| 
9/4 证 明 : £A. n 的 直线 ! 与 经 过 点 z,、z, 的 直线 也 垂直 的 充 要 条 件 是 
Auth * 
nir (13) 


证 首先 注意 到 直线 1 与 直线 L 冬 直 的 充 要 条 件 是 向 景 s,-z, 与 a -au 正 交 ( 见 图 1-12). 
由 于 


a-z 
arg = arg(z -2,) ~ arg(z, - 4) 
2i 


给 出 了 由 向 最 za -a 到 = cz, 的 角度 ， 当 这 个 角度 (增加 2" 的 一 个 整数 倍 ) 等 于 了 或 -了 时 ， 
恰好 向 量 = -z 与 a, -= 正 交 ， 而 这 与 (13) 式 的 成 立 条 件 是 相同 的 . " 


图 1-12 GEARS BE 图 1-13 LPLCILLOLEI 


从 几何 上 看 ， 向 量 z 是 向 量 z 关于 实 轴 的 对 称 映射 ( 见 图 1-13) ， 因 此 一 个 复数 的 共 桃 的 辐 
角 等 于 这 个 复数 的 辐 角 的 相反 数 ; 即 
arg =- argz. (14) 
事实 上 ， 作 为 方程 (11) 的 特例 ， 我 们 有 


1 
arg — =- argz. 
È 


从 而 和 z “有 相同 的 辐 角 且 表示 平行 向 量 ( 见 图 1-13). 


练习 1. 3 

1 a =2-i， za=1+i 应 用 平行 四 边 形 法 则 画 出 下 面 每 个 向 量 图 . 
(OPREA (b)z, -z, (c)22, - 32 

2. 证 明 : Innzniiznilni!zn!. 


3. 用 复数 方法 表示 下 面 的 定理 : 

平行 四 边 形 对 角 线 长 度 的 平方 和 等 于 它 的 边 长 长 度 的 平方 和 ( 见 图 1-6). 
4. 证 明 : 对 于 任何 整数 上 ，1 # 1 = 1 z1*( 当 上 是 负数 时 假定 > 地 0)- 
. 求 下 列 各 式 的 值 . 


X k 15 


] w 
wJ] (b) |T FD (2-3i) (4i -3) | (e j| «o [e 
6. 做 出 下 列 每 一 个 向 量 的 图 形 - 
(2)7cis(3m/4) (b)4cis( - 0/6) (e)cis(3m/4) (d)3cis(27m/4) 
7. 求 出 下 列 每 一 复数 的 辐 角 并 写 出 它们 的 极 形式 
(a) -1⁄2 (b) -3+3i (e) -而 
(d) -2/3 -2i (UDB) NEB- 
-VTU +i) 
ESUUEDI 
"e sui 


8. 用 几何 方法 证 明 : 非 零 复数 =， 
9. 已 知 向 量 *， 给 出 向 量 ( eos + 
10. 证 明 下 式 : 
(a) argz zz, = argz, + arg; + argz,. 
(b)argz, z, = arg, = 
1 应 用 复数 乘积 (1+i)(5 -i)*， 推 导 
t = 4 tan" (1/5). - tan™' (1/239). 


n]lMEInenlcinicklznl 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 辐 角 . 
in$) z 的 几何 解释 . 


12. 求 下 面 各 式 之 值 . 

(a) Arg( -6 - 6i) (b)Arg( - m) (e) ArgCIOi) (d) Arg( 3 - i) 
13. 判断 下 面 各 题 哪些 总 是 真 的 . 

(a) IR z 90, 2, 950, MJ Argz,z, = Argz, + Argz,. 

(b) In = 不 是 实数 ， 则 Arg 3 = - Arg 

(c) tJ z, 0, z, 0, W Arg(z,72,) = Argz, - Argz: 

(d) 如 果 EAO, W argz = Argz +2mk, k=0, £l, £2, =. 
14. 证 明 下 述 用 来 计算 arg(x +iy) 的 方程 

tan (y/x) + (m/2)[1 -sgn(x)] 如 果 x #0, 


agis iy) 7 [meo 如 果 x = 0,y 70, 
无 定义 如 果 * =y=0 
是 正确 的 ， 其 中 “signum" 函数 定义 为 
+1 HER» 0， 
sgn(t) := | 0 如果: = 0， 
-1 如果 t < 0. 
进一步 证 明 在 它 的 连续 点 ，sgn(y)cos (s Ve ty ) 等 于 Arg(x iy). 


15. 证 明 : 1z -za slal +1zl 

16. 证 明 : land -iall <1s -a1. 

17. 证 明 : 向 量 平行 于 向 量 a 的 充分 必要 条 件 是 Im( za z) =0. 

18. 证 明 : 连结 不 同 两 点 sies 的 直线 上 的 每 一 点 具有 如 下 形式 : == za +e(za -za )， 其 中 为 一 实数 ， 如 果 
= 也 严格 地 位 于 Ma 之 间 ，c 如 何 取 值 ? 

19. 证 明 : argz = argz, 的 充分 必要 条 件 是 = = cz ， 其 中 c 为 正 实数 . 

20. B, n, a 是 三 个 不 同 的 点 ,由 是 arg[ (za -z3 )/(za 72) PIE HG. VERI: 


Iz-zl'slzg-zli'szn-zi* -21ls-zllz -z l cos. 
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21. 
22. 


26. 


27. 


[提示 : SEU, n, a 为 顶点 的 三 角形 . ] 
车 rcisbg =r,cisð, +rcis8,， 由 7,，r;，9, MORAO 应 用 余弦 定理 验证 您 的 答案 . 
应 用 数学 归纳 法 证 明 一 般 的 三 角 不 等 式 


PERIE 


. m, m, m 是 三 个 正 实数 ，z,，z,，z, 是 三 个 模 都 不 超过 ! 的 复数 ， 用 一 般 的 三 角 不 等 式 (习题 22) 


证 明 
tm tm oi, 


Qtm +m, 


并 给 出 这 个 不 等 式 的 物理 解释 . 


. 写 出 直角 坐标 和 极 坐 标 之 间 的 转换 过 程 ( 应 用 辐 角 主 值 ). 
25. 


已 知 两 个 平面 向 量 w = (a, y) M n = (x,，y;) 的 点 积 (或 标量 积 ) 定 义 为 
nen mu X 
证 明 ; 由 复数 :,，:, 表示 的 向 量 的 点 积 可 写 为 
atn = Re(Ra). 
应 用 习题 25 中 的 点 积 公式 证 明 : 由 ( 非 零 ) 复 数 5 ，z 表示 的 向 量 正 交 的 充分 必要 条 件 是 3 二 =0，[ 提 
示 : 由 方程 (9) 后 面 的 讨论 可 知 ， 对 某 个 实数 ， 人 恰当 z = icez 时 ， 复 数 5 ，z 表示 的 向 量 正 交 . ] 
在 三 维 空间 中 ， 在 xy 平面 上 的 向 量 mw =C, y, OM = (zx,，7,，0) 的 丸 积 (或 向 量 积 ) 可 定义 为 
v, Xv, = (0,0,x,y, - xy.) 
证 明 ， 
(a) 在 xy ELE, HAN, 表示 的 向 量 又 积 的 第 三 个 分 量 是 Im( zs). 
(b) (AES) SEBCH  ，z 表示 的 向 量 平 行 的 充分 必要 条 件 是 Im(22,) =0. [提示 : 注意 ， 对 于 某 个 实数 <， 
恰当 z=cz, 时 ， 复 数 : ，:, 表示 的 向 量 平行 . ] 


.本题 说 明 复数 方法 怎样 简化 平面 机 械 装置 的 动力 分 析 . 


如 图 1-14 所 示 为 一 曲柄 活塞 连接 装 园 ， 当 活塞 展 c 作 水 平 运动 时 ， 曲 柄 臂 a 绕 定点 0 转动 ，( 如 果 是 一 个 
汽油 发 动机 ， 燃 烧 力 将 推动 活塞 ， 使 连接 各 5 将 能 量 转化 成 机 轴 的 旋转 . ) 对 于 工程 分 析 来 说 ， 建 立 曲柄 的 
角 坐 标 ( 位置、 速度 以 及 加 速度 ) 与 对 应 的 活塞 的 线性 坐标 的 联系 是 重要 的 ， 尽 管 这 种 计算 可 以 用 向 量 分 
析 去 做 ， 但 下 面 的 复 分 析 技巧 更 加 自然 - 


图 1-14 曲柄 活塞 连接 装置 


如 图 1-14 所 示 ， 设 机 轴 的 中 心 位 置 0 为 坐标 系 的 原点 ， 活 塞 杆 的 最 低位 置 用 复数 表示 ， 则 

z=l+id, 
其 中 ! 是 活塞 的 (线性 ) 偏 移 ,4 EAS IEUE GU REC. hH AE k h AE A =al cost, +i sing, ) 和 
B=b(cosð, +i sin9,) 来 描述 (在 图 1-14 E, 0, 是 负 角 ). 使 用 显然 的 便 等 式 4+B=z=1i+ 这 推导 出 涉及 机 
轴 角 度 的 活塞 位 置 表达 式 : 


l = a cosð, +b E si 


29. 若 在 习题 28 EO FLOR PED, AER 
a -0.Im, b -0.2m, d - 0.Im 
且 机 轴 以 每 秒 2 拉 德 匀速 旋转 ， 当 b = 时 ,计算 活塞 
DI ILIA 
30. 对 于 疼 1-15 所 示 的 连接 图 ， BERE a 的 角 坐 标 、 速 度 
和 加 速度 ， 运 用 复 变量 制定 一 个 描述 臂 “ 的 角 坐 标 、 速 
度 和 加 速度 的 方案 ，( 不 必 写 出 方程 . ) 图 1-15 习题 30 的 连接 图 


1.4 复 指数 


AOROBOE OTROS SK f(x) =e 在 复 平面 上 有 自然 且 特别 有 用 的 推广 ， 实 际 上 ， 复 函数 e 对 
于 复 变 最 在 电子 电路 、 控 制 系统 、 波 传导 以 及 一 般 时 滞 物 理 系统 中 的 应 用 提供 了 一 个 基本 十 具 . 

为 了 在 z=*+iy 时 给 出 et 的 合适 定义 ， 我 们 希望 它 能 保持 实 函数 。 具有 的 一 些 基本 性 质 . 
因此 ， 首 先 要 求 乘法 性 质 应 该 保持 不 变 : 


e'e”? s eth, (1) 
问题 相当 简单 ， 鉴 于 方程 (1) 有 分 解 
e' z e"? see’, (2) 
因此 ， 为 了 定义 。， 仅 需 确定 e" (RAAR, FUEL TEMERE Ins: RIRA, BERE SEXE 
WORK. 
其 次 ， 假 定 求 导 法 则 
X ee (3) 


成 立 ， 关 于 复 变 量 :=*+iy 求 导 ， 在 现 阶段 是 很 深奥 且 没 有 掌握 的 运算 ; 本 书 第 2 章 将 针对 这 
-概念 进行 详细 研究 (本 书 的 其 余部 分 将 致力 于 描述 它 的 结论 )， 但 是 ， 由 方程 (2) 的 因子 分 
解 ，( 现 在 ) 只 需要 考虑 方程 (3) 的 一 种 特殊 情形 BU 


de 
4d» ^^ 
或 者 ， 等 价 于 ( 链 式 法 则 ) 
D = ie”. (4) 
如 果 再 求 导 一 次 ， 方 程 (4) 的 结论 就 变 得 更 加 直观 
d' de) -ion Len 
dy dy i 
换 名 话说， 函数 g(y): = e" 适 合 微分 方程 
"m = 一 &- (5) 


由 此 看 来 任何 形 如 
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Acosy + Bsiny (A,B 为 常数 ) 
的 函数 都 满足 方程 (5)。， 事实 上 ， 由 微分 方程 理论 可 知 ， 方 程 (5) 的 任何 解 都 必定 有 这 种 形式 . 
从 而 ,我们 有 
g(») = Acosy + Bsiny. (6) 
下 面 确定 4 和 8B 的 值 ， 由 条 件 
g(0) =e? =e =1 = 4cos0 + Bsin0 
pi 


o = ig(0) = i = - Asin0 + Beos0 


可 得 4=1，B=i 于 是 有 


e" = cosy + i siny. 0) 


方程 (7) 称 为 欧 拉 ( Euler) 方 程 *， 由 方程 (7) 和 (2) ， 可 得 到 下 面 的 公式 . 

定义 5 如 果 z=x+iy， 则 定义 e 为 复数 

e': =er(cosy +i siny). (8) 
由 此 定义 不 难 直接 验证 e 满足 指数 函数 常见 的 代数 性 质 ， 特 别 是 乘法 恒等式 (1) 以 及 与 它 
相关 的 除法 法 则 


了 = on (9) 


(RIE 15a). 在 2.5 节 ， 我们 将 进一步 确认 由 定义 5 定义 的 函数 是 一 个 “恰当 的 选择 "， 它 具 
有 特别 好 的 解析 性 质 ， 另 一 个 确认 体现 在 下 面 给 出 的 例子 中 
例 1 证 明 欧 拉 方 程 形式 上 由 通常 的 泰勒 (Taylor) 级 数 展 式 组 成 : 


esbltxtfR čana 
b 201731 4! ^51 : 
TEE f 
021 4! t 
Muze. 2i p 
78r 51 


证 在 第 5 章 里 ,我 们 将 详细 研究 复 函 数 的 级 数 表示 .现在 不 考虑 级 数 的 收敛 等 问题 ， 只 
是 简单 地 把 * =iy 替换 进 指数 级 数 : 
easy GO LODS OD", 
» os 
E 
=cosy + i siny. L] 


由 欧 拉 方 程 (7) ， 复 数 的 极 形式 (1.3 节 ) 可 写 为 


©  Bkfi(Leonhard Euler, 1707—1783). 


z = rcisg = r(cos8 + i sin) = re”. 
Aii aT VU Se AE pl 0 " cis” Ec 15 inj d Fa W BU RU, 
zare” zd id er. (10) 


特别 地 ， 注 意 到 下 面 的 恒等式 


Wi eim Lem I uot 
e? = e ol. = etmi -=e 2z- zl, 


Cemi E 


san £ 
gira -i, e"z-l1. 


zi, e 
(数学 系 的 学 生 ( 包括 欧 拉 本 人 ) 常 对 最 后 的 恒等式 感到 惊奇 ， 常数。 来 自 于 微 积分 学 ,7 来 自 
于 几何 学 ,i 来 自 于 代数 学 一 一 由 此 结合 起 来 的 e" 给 出 -1， 从 而 得 到 从 计数 或 基数 产生 的 算 
术 系 统 的 基本 单位 !) 

显然 ， 由 |e"“| = 1 和 欧 拉 方程 可 得 下 面 通常 的 三 角 函 数 表示 式 : 


et «e 


(a1) 


cosg = Ree” 


(12) 


sind = Ime" 


这 样 ， 由 1.3 节 中 导出 的 复数 乘法 和 除法 的 法 则 ， 在 极 形式 下 可 以 找到 非常 简单 的 表示 : 


22; = Cre") Cre) = (rr )e" nt, (13) 
^| 
五 = 0 (onw 
"uar id rs NB qo 
并 且 ， 复 数 * = re 3t TR IE PCIE i 的 符号 表示 为 
i are”. (15) 


例 2 计算 (a) CL /(3 - i) OD O07. 
解 (4) 这 个 商 曾 在 1. 3 节 的 例 1. 11 中 应 用 cis 算 子 得 到 计算 结果 ; 下 面 应 用 指数 形式 把 
结果 写 出 来 ， 由 于 


1 +i= Vcis(m/4) = J2e"^, V3-i=2cis(- m/6) = 2e™*, 
从 而 
Dei Ver I sun 
万 -ji wt. 
《hb) 指 数 形式 为 
ti)” = (fie™)” = (eo a 28e = 2°. 


在 例 2(b) 的 解 中 ,我们 略 去 了 恒等式 (e”™)”=e”“ 成 立 的 理由 实际 上 ， 通 过 认真 仔 
细 的 考察 ， 我 们 有 下 面 例子 中 描述 的 一 个 涉及 三 角 函 数 的 非常 有 用 的 公式 . 
例 3 证 明 棣 莫 弗 ( De Moivre) AR? : 


(cosü + ising)” = cosn +i sinng, n = 1,2,3,…. (16) 


© Bii db Abraham De Moivre) F 1707 FRR. 


[28] 


[29] 
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证 由 乘法 性 质 及 方程 (1)， 


(e4)* = see = er a er 
—— 


e", 


E 

把 欧 拉 方程 (7) 代 入 这 个 等 式 的 最 左 端 和 最 右 端 ， 即 可 得 到 (16) 式 . E 

棣 莫 弗 公式 对 于 推导 倍 角 三 角 恒 等 式 是 一 个 方便 的 开具 ， 下 面 的 例子 将 说 明 这 一 点 ，( 也 
可 见习 题 12 和 20. ) 

例 4 把 eos3g 用 eosg 和 sing 来 表示 . 

解 ” 由 方程 (16) (这 里 n=3) 有 

cos30 = Re(cos30 *isin38) = Re(cosó + i sing) (17) 
依照 二 项 式 公式 ， 
(a & b)! =a +3ab+3ab +b. 


从 而 ,在 (17) 式 中 取 a - cosó, b = ising， 有 


cos30 = Re[ cos'0 + 3cos:b(i sing) + 3cosb( - sin'0) — i sin'8) (18) 
= cos! 0 - 3cosósin' 8. LI 
例 5 应 用 表示 式 (11) 和 二 项 式 公 式 ( 见 练习 1.1 习题 27) ， 计 算 积分 
FÉ cos' 8d6. 


解 ” 把 被 积 函数 表示 为 
cos! = (== 


由 二 项 式 公 式 展 开 


E DEI 


1 « 
cos'8 bro et thee a Gee +4ee ™ a unt) 


1 
tx e the” +6+4e D +e 


l(e + 8cos26 + 2cos46). 


x 
TR 

" . 

Í cos'6d& =- PIC + 8cos28 + 2cos48) dð 

LI 
1 ; 1 ， p 3 
= 天 [6o + 4sin20 + 了 了 sind] | = 32m = 下 

练习 1.4 
在 习题 1 和 习题 2 中 ,把 给 出 的 每 个 复数 写成 a+ 所 的 形式 . 
l)e ^ [n 
MD (b)2e rn^ (e)e', 其 中 z=4e 


复 A 21 


在 习题 3 和 习题 4 中 ， 把 给 出 的 每 个 复数 写成 极 形 式 re”. 
E (b) -8x(1 45i) (o0 +i)" 


V3+i 3e 


=y+2km(k=0, £l, £2, =). 


(b)eseg = 


-e 
7. 证 明 : 对 于 所 有 的 :， 有 ee n (指数 函数 是 以 2mi 为 周期 的 函数 . ) 
8. 对 于 所 有 的 z, 证明; 
(ajeta cet [DEEP 
9. SET AE EIE n, EH: (e)^ se". 
10. 如 果 Rezs0, 证 明 ; |e|<1. 
AL. AAE TF TE R e S H B PA B h FE IOR F E H BR B AA R E CBO E F T A D e E z KEER TRIES 
{a)e" 水 不 为 零 . (b)e' 是 一 一 的 两 数 . 
(Oe 对 所 有 的 = 有 定义 . Qe" = 二 
12. 应 用 棣 莫 弗 公式 和 二 项 式 公式 推导 下 列 便 等 式 : 
(a) sin30 = 3cos' (sin - sin' 0 
(b) sind8 = 4cos" bsing ~ 4cosósin' 8 
13. 应 用 公式 (11) 和 (12) 验 证 下 列 三 角 便 等 式 . 
(a) sin'6 + cos'8 =1 
(b) cos( 8, + 8, ) = cosó, cost, - sinô, sind, 
14. 棣 英 弗 公式 对 于 负 整数 “成 立 吗 ? 
15，(a) 由 定义 5 推导 乘法 法 则 (1). 
(b) 由 定义 5 推导 除法 法 则 (9)， 
16. ibi re" (290). 证 明 exp(lnr+ig) =z ° 
17. 说 明丽 数 eC) ，0<ts2mr，( 当 ! 从 0 增 到 2m 时 ) 按 逆 时 针 方向 两 出 单位 圆 1 z1 =1， 丙 出 下 列 函 数 
所 表示 的 曲线 . 
(a)z(t) = 
(e)2(1) =2e°™", 0gt<1/2 (d):(1) =3e "+2 
18. 当 0<4<2m 时 ， 描 绘 下 列 各 函数 的 曲线 : 
(OPOE E (b)z(¢) 
Coal) sen (dale 
19. 设 ”是 一 个 大 于 2 的 正 整数 ， 证明: 点 = 
20. 如 果 : 关 1， 证 明 


[P (bz(0) =2e" +i, 0<t<27 
NI 


Izt? 4e 
应 用 这 个 结果 和 棣 莫 弗 公式 证 实 下 列 恒等式 . 
sin [ (ne 
2sin( 8/2) 


(a) 1 cosi + cos20 e + cosnð == + 


O 为 了 印刷 上 的 方便 ， 有 时 e 用 epl) KRE. 
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(32] 


22 s1* 


sin( n8/2)sin[ (n + 18/2] 


sin(8/2) ， 其 中 0<g<2m. 


(b) sind + sin28 + … + sinng = 


21. WR "是 一 个 正 整数 ,证 明 : 
sin( n8/2) 
sin( 9/2) 


[提示 : 首先 证 明 若 : = 所 ， 则 左边 等 于 1 O -:)/0 -21.] 
22. MR "是 一 个 正 整数 ,证明 : 
2m 如 果 n =0， 


fn - [esstomae + i[ simu do - [^ "ALS 
23. 应 用 公式 (11) 或 公式 (12) 与 二 项 式 公式 ,计算 下 列 积分 : 
(a) [Pesto (b) (sif (2040 


le^ (67 0, +27, £4n,—). 
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ERREF n KER m 次 根 的 公式 . 
设 z=re'=r(cosg+ising) 是 复数 z 的 极 形式 ， 在 1.4 节 的 公式 (13) 中 取 z =za =z， 得 到 
Pope. 
由 于 ”=zz*， 再 次 应 用 恒等式 可 推出 
zog. 
以 这 种 方法 继续 下 去 ， 可 得 z 的 "次 宕 的 公式 : 
z* = r'e" = r'(cosnÜ +isinng). (1) 
显然 ， 这 是 1.4 节 例 3 中 棣 莫 弗 公式 的 一 个 推广 
式 (1) 是 一 个 计算 复数 正 整数 次 宕 的 有 趣 公 式 、 容 易 看 出 ， 它 对 于 负 整 数 n 也 是 成 立 的 
(参见 习题 2)， 这 个 问题 的 起 因 是 对 于 n = 1/m 该 公式 是 否 也 是 成 立 的 ,， 而 :的 m 次 方 根 
L=" MEFR: 
(2) 


ES 
H 
" 
m 


所 以 ， 如 果 定 义 
ER (3) 
(这 里 Wr 定义 为 通常 的 、 正 的 m 次 根 ) ， 则 求 一 个 复数 了 满足 公式 (2) (应 用 公式 (1) 即 可 得 ). 
但 是 这 个 方法 比 直接 应 用 公式 (2) 更 加 复杂 例如， 数 1 有 两 个 平方 根 : 1 和 -1.1 和 -1 中 的 
每 一 个 各 有 两 个 平方 根 ， 这 样 ， 产 生 了 1 的 四 次 方 根 : 1, -1, d, -i 
为 了 弄 清楚 这 些 根 哪些 是 合适 的 ， 应 用 =1 的 短 对 1，-1，i，-i 中 的 每 一 个 数 进行 计 
F, 得 到 
1* z (165)* = 1'e = 0L, 
i 2 (1e*^)* = 1'e?* = 1, 
(- D' 2 (187)* = rte = 
(- i)* 2 (16?*?)* z 1'e** 5 1. 
这 对 于 在 阿 干 特 图 (两 垂直 轴 ， 一 为 实数 轴 ， 一 为 虚数 轴 ) 中 弄 清楚 这 些 根 的 连续 次 矫 是 很 有 
用 的 .图 1-16 说 明 , i, D. i 和 六 在 到 达 1 之 前 都 要 完成 一 个 旋转 : ( -1D)，( -1 ，( -1)” 
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A-1) A; (Ci BUREEBEEESE 周 ， 当 然 1，1*，1 RII 不 动 . 


it PE) itsi) 


KoLa P=- P=- iti 
图 1-16 GEGEN. 


显然 ， 根 的 重 数 以 极 形式 (如 e" ，e… ，e“ "等 ) 来 描述 ! 时 是 不 确定 的 、 这 样 ， 为 了 计算 数 
z 的 所 有 m 次 根 ， 必 须 把 公式 (3) 应 用 到 z 的 任何 极 表示 . 例如， 对 于 单位 立方 根 ， 可 以 通过 
像 查 表 那 样 算出 来 ， 因 为 只 要 m -m =3， 就 有 em? =, 显然， 这些 根 出 现在 三 个 集 
EA. 


单位 立方 根 

1 的 极 表示 (3) 的 应 用 
Jae tat 
Ime M SL (072) «i(4372) 
IET PA se? = - (172) - (4372) 
12e” 1a 2] 

= =- (1/2) «i(4372) 

= = (1/2) -i(43/2) 
[E LN 


一 般 来 讲 ，1 正好 有 m 个 不 同 的 m 次 单位 根 ， 记 为 1”， 它们 由 下 式 给 出 : 


1" mer" = oos ET pisin ET. (120,2, m -1). (4) 
m m 


这 些 根 的 辐 角 相差 2r/m 弧度 ， 它 们 自身 是 一 个 正 多 边 形 的 顶点 ( 见 图 1-17). 
在 公式 (4) 中 取 上 =1， 得 到 根 ? 


ai, icio thon ga ui sint, 
m m 
显然 ， 这 些 根 的 全 部 集合 为 
1 
例 1 EH: 
l1*o,*to) t o7! =0. (5) 


O Wo"-iiüo'wI(k-z1, 2, —. m-1), Wie BOS mGEG AA. ER, o, 是 一 个 原 根 - 
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证 从 物理 学 的 观点 来 看 ， 结 论 是 显然 的 .因为 由 对 称 性 ， 位 于 m 次 单位 根 的 m 单位 质 
点 系统 的 质点 中 心 (L+ os +w, echo )/m 必 在 原点 ( 见 图 1-17). 


yr 


图 1-17 单位 根 为 顶点 的 正 多 边 形 


下 面 用 代数 的 方法 证 明 它 。 注 意 到 
(o, -1) (1*0, *ai + taz!) =w -l=0. 
因 o, 1, COE. L] 
对 于 任意 的 ( 非 零 ) 复数 z= re"， 应 用 类 似 于 推导 公式 (4) 的 方法 ， 可 得 z 的 mm 个 互 异 的 四 
次 根 如 下 : 
Vi zle"th^ (k 2 0,1,2…mm - 1). (6) 
同样 ， 从 这 些 根 中 任 取 一 个 ， 辟 如 像 式 (3) 给 出 的 那样 ， 然 后 和 m 次 单位 根 逐 个 相 乘 ， 也 
能 得 到 这 些 根 . 
例 2 求 出 /2 +iV2 的 所 有 立方 根 . 
解 V2Z+iV2 的 极 形式 为 


4 i42 = 2e™. 
把 1z1 =2, 0=7/4 以 及 m=3 代入 公式 (6)， 得 到 
(+) = Jaen (k =0,1,2). 
Hit, Vi + i V2 的 三 个 立方 根 是 疫 ( cosm/12 + i sinm/12) , J ( cos3m/4 + i sin3n/4) 和 


AB (cosl 72/12. +i sinl 7/12). " 
$13 a, b 和 c 是 复 常数 ， 且 ax0， 证明: 方程 
az +bz+c=0 (7) 
的 解 由 (通常 的 ) 二 次 公式 
-b+Vb -4ac 
a (9 


25:8, Ku -4RR (b -4ac) ^ Bof — 
解 用 4a 去 乘 式 (7) 的 两 端 后 ， 可 以 把 它 变形 为 
Aa'z + 4abz+ b! = b? - dac. 
上 式 的 左 端 为 (2az + 6) >， 所 以 
2az +b = (b -4ac) 2 =4+Vb -4ac, 
解 出 >， 即 为 (8) 式 . L] 
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练习 1.5 


Y. 应 用 归纳 法 证 明 恒等式 (1). 
2. 证 明 公式 (1) 对 于 负 整数 ”也 成 立 . 
3. 设 " 是 一 个 正 整数 ， 对 于 > 关 0， 证 明 : 
arr = nArgz + 2km,k 20, £1, $2, 
4. 应 用 便 等 式 (1) 证 明 下 列 等 式 . 
(a) (8 -i)! = -6448 «i64. — (b)(1 +i)” 22" (1-3) 
5. 求 出 下 面 各 式 的 全 部 值 . 


(a)( -16) (b)? 

(0 -/3)? [DIT 
6. die noii FI zy 的 S 次 根 的 几何 图 形 . 

(a) = -1 (b)z =i (o) =l +i 
7. 解 下 列 方程 


(a)? «24320 
(b)? - (3 -2i)z+1 -3i 20 
(e)? -2:4i20 
8. Ua, b 和 < 是 实数 ， 并且 ax0， 证 明 ; 方程 a2 + 如 +ec=0 有 如 下 结论 : 
(a) JR b -4ac >0， 有 两 个 实数 解 . 
(b) 如 果 如 -4ac <0， 有 两 个 非 实数 共 印 解 . 
9. 解 方 程 : -32 +6z-4=0. 
10. 求 出 方程 +1=0 的 所 有 4 次 根 ， 然 后 应 用 它们 导出 因子 分 解 :+1=(z*-y2:+1)(z* e DD. 
11. 解 方程 (z+1)” =. 
12. 证 明 : n 个 点 "构成 以 原点 为 心 、YT aa 1 为 半径 的 国内 接 正 边 形 的 顶点 
13. 证 明 : w= (71/30/72 HL, 应 用 这 些 值 验证 恒等式 (5) 存 n=3 和 n=4 的 情形 . 
14. 设 m Fin 是 两 个 孔 质 的 正 整 数 ， 证 明 : BRN 5 G7) "48 8. IE n^ 408 f G7) 18 G^) “的 共同 
元 素 组 成 的 集合 ， 对 于 上 = 2, n-l, 证 明 : 


E ist cos (o + 2km) + i sin (9 249). (9) 


15. 用 习题 14 的 结论 求 (1 -i) ”的 所 有 值 . 
16. 证 明 : 方程 (2:+1)”=(z -1)” 的 任何 解 的 实 部 必 是 零 . 
17. 设 m 是 一 个 辕 定 的 正 整数 ，! 是 一 个 不 能 被 m 整除 的 整数 ， 证 明 : 公式 (5) 可 一 般 化 为 
lto, tont to = 0. 
18. 证 明 : MẸ a 与 B 分 别 是 a 次 和 mm 次 单位 根 ， 那么 对 于 某 个 整数 上 ，ap A kA. 
19. (电场 ) 一 个 在 % 点 垂直 于 * 平 面 的 无 穷 长 均匀 带电 棒 在 平面 上 任 一 点 形成 一 个 电场 ， 场 强 的 变化 与 从 
到 这 点 的 距离 成 反比 ， 其 方向 为 从 s, 到 这 点 的 直线 的 方向 - 
(a) 证 明 ， 在 点 z 的 (向 量 ) 场 以 合适 的 单位 由 函数 F(z) LACE - 亏 ) 给 出 ，( 见 1.3 节 , 图 1-13.) 
(b) 如 果 有 这 样 的 三 个 棒 分 别 位 于 点 1+i，- 1+i 和 0、 求 出 平 壬 点 ( 即 在 这 个 点 上 ， 场 向 量 和 为 0). 
20. 写 出 解 二 次 方程 


a? +bz+c=0, a#0 


的 计算 机 程序 ， 输 入 ae，5，*e 的 实 部 和 虚 部 ， 以 直角 坐标 和 极 坐 标 形式 打印 出 方程 的 解 . 
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21. 某 些 复 整数 平方 根 可 以 通过 多 项 式 央 子 分 解 得 到 ， 例 如 ， 如 果 3 +4i 等 于 (a+bi) ,那么 4=2ag，3= 呈 一 
好， 通过 试验 得 到 答案 a=2, b-1; -2-i 是 另 一 个 方 根 ， 应 用 这 一 方法 求 下 列 各 数 的 平方 根 . 


(a)8 «6i (b)5 «12i (c)24 «10i 
(4)3 -4i (e) -8 «6i (08 -6i 
1.6 平面 集 


在 一 元 实 函数 微 积分 中 ， 主 要 定理 中 涉及 的 函数 一 般 都 定义 在 一 个 ( 开 的 或 闭 的 ) EC E 
对 于 单 复 变 函 数 来 说 ， 它 的 基本 结果 由 定义 在 2 维 * 区 域 "或 闭 区 域 " 上 的 函数 来 表达 ， 在 本 
节 中 ， 我 们 将 给 出 这 些 点 集 的 准确 定义 ， 为 此 ， 先 从 复 平面 上 “ 邻 域 " 的 概念 开始 . 
设 p 是 一 个 正 实数 ， 由 不 等 式 
ah 
确定 的 点 的 集合 称 为 开国 盘 或 5, 的 国 邻 域 ， 这 个 集合 由 以 aa 为 心 , p 为 半径 的 圆 内 的 点 组 成 . 
特别 地 ， 下 面 的 不 等 式 


EIER 1z+il < 让， PP 


分 别 表示 点 2，-i 和 0 的 圆 邻 域 ，1 :1 <1 是 一 个 经 常 提 到 的 邻 域 ， 称 为 开 单 位 国 盘 . 

bz, 是 集合 5 的 一 个 点 ， 如 果 存 在 a 的 某 个 圆 邻 域 完全 包含 于 5， 则 称 za 为 $ 的 内 点 . 
例如 ， 设 $ 是 右 半 平面 Rez >0，z。 =0.01， 由 于 $ 包含 邻 域 1 z-z1 <0.01( 见 图 1-18)， 因 此 
z, JE S 的 一 个 内 点 . 

如 果 集 合 5 的 任 一 点 都 是 S 的 内 点 ， 我 们 称 5 是 一 个 开 集 ， 任 何 开 圆 盘 都 是 一 个 开 集 ( 习 
题 1)， 如 图 1-19 所 示 ， 由 不 等 式 (a)p, <l z-a] <p, (b)1z-31 »2, (ec)Imz>0 和 (d) 
1<Rez<2 表示 的 集合 都 是 开 集 . 


由 


图 1-18 内 点 图 1-19 开 集 


注意 ， 由 于 圆周 | 2-3] =2 上 的 点 都 不 是 由 不 等 式 1 z -31 22 表示 的 集合 了 的 内 点 ， 
所 以 , 7 不 是 开 集 ; 由 于 实 轴 上 的 开 区 间 不 含 开 圆 盘 ， 所 以 它 也 不 是 开 集 . 

Bw, w, e, w, BEMER n+l 个 点 .把 连结 w Mw, (k=l, 2, =, n) KRB 
WA hL, WARE, L, =, 1 组 成 了 一 条 连续 链 ， 即 连结 w, 到 w, ,的 折线 . 

如 果 开 集 S 内 的 任意 一 对 点 z, ，z, 都 能 被 含 于 5 内 的 折线 连接 起 来 ， 则 称 S 是 连通 的 [ 见 
图 1-19a]. 粗略 地 说 ，S 是 由 一 张 “ 单 片 ”组 成 .图 1-19 中 表示 的 每 个 集合 都 是 连通 的 。 开 集 
不 一 定 是 连通 的 .例如 ,平面 上 除去 圆周 1 z1 =1 后 的 点 集 是 开 集 但 不 是 连通 的 ， 这 是 由 于 如 
Ra 是 圆 内 的 点 ，z 是 圆 外 的 点 ， 那 么 ， 任 何 一 条 连接 na 和 的 折线 必 与 这 个 圆 相交 . 
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我 们 把 连通 的 开 集 称 为 区 域 . 因此， 图 1-19 中 的 所 有 集合 都 是 区 域 . 

在 一 元 实 函 数 微 积分 中 ， 一 个 大 家 有 用 而 熟悉 的 结论 是 : 在 一 个 区 间 内 ， 导 数 都 是 零 的 
函数 恒 等 于 常数 ， 现 在 把 这 个 结果 推广 到 两 个 实 变量 函数 的 情形 ， 由 下 面 的 定理 可 以 看 出 区 
域 概念 的 重要 性 . 

定理 1 设 u(x, y) 是 定 又 在 区 域 D 内 的 一 个 实 值 函 孝 ， 如 果 对 于 六 内 的 任意 点 ,4 的 一 
阶 偏 导 孝 满足 : 


aa a) 


则 在 DD 内 w= 常数 . 

证 由 条 件 9u/ax =0 知 ,，u 在 区 域 D 内 的 任何 水 平 线段 上 都 是 一 个 常数 ; 在 这 条 水 平 线段 
E, u 是 一 个 导数 为 零 的 单 变量 (也 就 是 x*) 的 函数 ”类似 地 ， 由 条 件 3u/9y =0 I, u EKI D 
内 的 任何 策 直 线段 上 也 是 一 个 常数 ， 由 此 ，u 在 区 域 D 内 任何 平行 于 坐标 轴 的 线段 组 成 的 折线 
上 保持 不 变 ， 由 D 的 连通 性 ，D 内 的 任何 两 个 点 都 能 用 完全 
ETD 内 的 折线 连接 起 来 ， 这 条 折线 中 可 能 存在 一 些 线段 既 
不 是 水 平 的 又 不 是 垂直 的 . 但 是 ， 从 拓扑 上 考虑 (见习 
题 22)， 任 何 这 样 的 线段 都 能 由 含 于 区 域 D 内 的 一 个 小 的 水 
平和 垂直 线段 链 去 代替 ( 见 图 1-20)， 这 样 ， 定 理 1 RY B 

对 于 定理 1 的 证 明 ， 不 喜欢 用 这 种 拓扑 的 观点 讨论 的 读 
者 可 通过 链 式 法 则 给 出 该 定理 的 男 一 证 法 (见习 题 24). 

对 于 定理 1 来 说 ， 起 决定 作用 的 是 区 域 的 连通 性 ， 事 
实 上 ， 如 果 仅仅 假定 区 域 D 是 一 个 开 集 ， 则 定理 不 再 成 立 . 
例如 ,“ 分 段 常 值 "函数 满足 定理 中 的 假设 ( 见习 题 19). 图 1.20 由 对 下 和 水 平 线段 组 成 的 折线 

例 1 KRR ul, EFRA D= lz: 1z1 «li 
内 的 每 一 点 满足 


ðu ðu 
$4.34 g 9 
Bx ay 


证 明 u(x, y) =3x +6y +c， 其 中 为 某 一 常数 
证 Woel, y) =3x+6y， 考 虑 函数 w(x, 7):=u(x, y) -z(xz，7)， 由 (2) 和 2(*，7) 的 
X, 对 于 DD 内 任 一 点 ， 有 


z6, (2) 


9e.5.3-0 和 ?*-6-6-0 

x əy 
由 于 是 区 域 ， 由 定理 1, w(x, 7) 在 DD 内 为 常数 ， 比如 w(x, y) =c 从 而 , u(x, y) = 
v(x, y) t+w(x, y) 2v(x, y) +e, 这 就 是 所 求 的 的 表达 式 . 


下 面 继续 平面 点 集 的 讨论 ， 如 果 在 点 zs 的 任意 邻 域内 至 少 含有 集合 5 内 的 一 个 点 和 5 外 的 
一 个 点 ， 则 称 a 为 $ 的 边界 点 .S 的 边界 点 的 全 体 称 为 5 的 边界 或 边境 ， 图 1-19 中 集合 的 边 
RA: (a) 两 个 圆周 1 -zo1 mp, 和 1 z-z! =p，(b) 圆 周 1 :-31 22, (c) 3c88, (D DI 
直线 Rez =1 和 Rez =2.， 因 为 区 域 D 的 每 一 点 都 是 它 的 内 点 ,所 以 区 域 不 包含 它 的 边界 点 


[40] 
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设 $ 是 一 个 平面 点 集 ， 如果 5 包含 它 的 全 部 边界 点 ， 则 称 5 为 闭 集 . (由 习题 13 ， 读 者 可 
证 明 S 是 闭 集 等 价 于 它 的 补 集 C\ S 是 开 集 . ) 由 于 不 等 式 0< | z1 <1 表示 的 集合 不 含 零点 ， 
所 以 它 不 是 闭 集 ， 由 不 等 式 

1z-zl<p (p»0) 
表示 的 :的 点 集中 ， 因 为 包含 它 的 边界 1 z -za1 =p， 所 以 它 是 一 个 闭 集 ， 因此 称 这 个 集合 为 
mui. 

如 果 存 在 一 个 正 实数 RR， 对 于 S 中 的 任 一 点 *， 使 得 1 z1 <R， 则 称 $ 为 有 界 集 ， 换 句 话 
说 ， 如 果 5 含 在 原点 的 某 个 邻 域内 ， 则 5 为 有 界 的 ， 不 是 有 界 的 集 称 为 无 界 集 ， 在 图 1-19 中 ， 
只 有 (a) 是 有 界 的 .一 个 闭 的 且 有 界 的 集 称 为 紧 集 - 

一 个 区 域 自身 ， 或 者 加 上 它 的 部 分 或 全 部 边界 点 形成 的 点 集 称 为 域 ， 特 别 地 ， 任 何 区 域 都 是 域 . 


练习 1.6 


d. 证明: 邻 域 1:-z。1 <p 是 开 集 . [提示 : 证 明 如 果 z, 是 这 个 邻 域内 的 点 ， 那 么 满足 不 等 式 1z -3 1 <R 的 
所 有 点 也 含 在 这 个 邻 域内 ,其 中 R=p- In -al1.] 
习题 2 ~8 涉及 的 是 由 下 述 不 等 式 描述 的 集合 . 


(a)l 2-1 il «3 (b) | Argz1 < m/4 
(ec)0<1z-21 <3 (d) -1«Imz&l 
(e)!zl 22 (D (Rez)? >1 


2. 描绘 给 出 的 集合 的 图 形 . 
3. 给 出 的 这 些 集合 中 哪些 是 开 集 ? 
4. 给 出 的 这 些 集合 中 哪些 是 区 域 ? 
5. tél fix ue c Arp pe e no 
6. 夯 出 这 些 集合 中 每 一 个 的 边界 . 
7. 给 出 的 这 些 集 合 中 哪些 是 域 ? 
8. 给 出 的 这 些 集合 中 哪些 是 闭 域 ? 
9. 证 明 有 限 多 个 点 组 成 的 任 一 集合 是 有 界 的 . 
10. 证 明 闭 圆 盘 1 z-z) <p 是 有 界 的 . 
1L. ORAE S 1, 072, 1/3, IR, S 的 边界 是 什么 ? 
12. 设 am 是 点 集 $ 的 一 个 点 . 证明: 如 果 za 不 是 S 的 一 个 内 点 ， 那 么 am 必 是 S 的 一 个 边界 点 
13. 设 $ 是 C 的 一 个 子 集 . 证 明 : S 是 闭 集 的 充分 必要 条 件 是 它 的 补 集 C\ S EFR. 
14. 如 果 za 的 任何 邻 域内 都 含有 点 集 5 的 无 穷 多 个 点 ， 则 称 m S PURUS. VEDI. 闭 域 含有 它 的 所 有 聚 点 
习题 15 ~ 18 中 ,涉及 如 下 定义 : 
设 S 和 了 是 两 个 集合 .由 S 和 了 的 所 有 点 组 成 的 集合 称 为 S 和 了 的 并 集 ， 记 为 SUT7， 由 属于 S 又 同时 属 
于 了 的 所 有 点 组 成 的 点 集 称 为 S 和 了 的 交集 ， 记 为 SmT- 
15. 设 S 和 了 是 分 别 由 1 z+11 <2 和 1z-il <1 表示 的 集合 ， 画 出 集合 SUT 与 SnT 的 图 形 . 
16. 如 果 S 和 了 是 开 集 ， 证明 SU7 也 是 开 集 . 
17. 如 果 5 和 了 是 区 域 ，Sm7 必然 是 区 域 吗 ? 
18. ER: WR 5 和 了 是 至 少 有 一 个 公共 点 的 区 域 ， 那么 SUT 也 是 一 个 区 域 . 
19. 设 
1 如 果 1zl<1， 


seri n 如 果 1z1>2. 
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证 明 : 在 开 集 D: ={z: 1z1 <1}U{z: 1 zl >2} 内 ,虽然 au/3x = ear=0, u Æ D 内 不 是 常数 为 
何 这 与 定理 1 不 矛盾 ? 
20. B u(x, Y) 是 定义 在 区 域 D 内 的 一 个 实 值 函 数 。 如 果 对 D 内 的 所 有 点 ， 有 
Bay 和 o.. 
oy 
WH: u(x, y) =xy+c， 其 中 <。 为 某 一 常数 . 
21. 设 实 值 函 数 u(x，y) 对 于 环 域 4={z: 1< 1 z1 <3} 内 的 任 一 点 满足 


ðu _ 2x du 2y 
àx rtty oy rty 


试 确定 u(x, y). 

22. D 是 一 个 区 域 ,，! 是 一 条 含 于 D 内 的 闭 线段 .在 基本 拓扑 学 中 可 以 证 明 , 1 可 以 被 有 限 个 中 心 在 1 上 的 完 
全 含 于 DD 内 的 开 圆 盘 所 覆盖 .应 用 这 个 结论 证 明 ， 区域 D 内 的 任意 两 个 点 可 以 被 含 于 D 内 的 所 有 平行 于 
坐标 轴 的 线段 组 成 的 折线 连接 . 

23.“ 连 通 "的 概念 也 可 应 用 到 闭 集 ， 我 们 说 一 个 闭 集 SCC 是 连通 的 ， 是 指 它 不 能 被 写成 两 个 非 空 的 不 相交 闭 
集 的 并 集 ， 一 个 闭 的 连通 集 称 为 用 联 条 ， 确 定 下 列 哪些 集合 是 闭 联 集 : 

(a)1z:1z-31 =4} 
(Izd zl z1julizizl =3} 
(oH, -1, i} 
(d)izil 2-11 22l 
24. 应 用 下 列 步骤 证 明定 理 1: 
(a) 证 明 任何 线段 都 能 由 参数 方程 
xs=a+6b, y=ct+d 
RR, Hha, b, cd 是 实 常数 ,+e [0 1]. 因此 , uidi D 内 线段 的 值 为 
U(t) := ulat e bt «D, Ogtiel. 
《b) 应 用 定理 1 的 假设 (1) 和 链 式 法则 证 明 : 对 于 0<4<1， 有 dU/d 20; 从 而 在 D 内 任何 线段 上 ，w 是 一 
个 常数 
(6) 由 连通 的 定义 ， 对 于 D 内 任何 两 个 点 ， 证 明 u 必 有 同样 的 值 . 


1.7 黎 曼 球面 与 球 极 射影 


数 百年 来 ， 地 图 绘图 员 一 直 努 力 解决 如 何 把 像 球 一 样 的 地 球 表 面 绘制 在 一 张 纸 上 的 问题 ， 
为 此 产生 了 一 系列 有 用 的 射影 方法 ， 在 这 一 节 ， 我 们 将 介绍 一 种 把 球面 上 的 点 用 复 平面 上 的 点 
来 描述 的 方法 ， 即 所 谓 的 球 极 射影 ， 这 种 射影 不 仅 可 以 用 于 地 图 册 的 绘制 ， 它 在 复 变 理论 上 也 
是 相当 重要 的 . 

为 了 对 球 极 射影 进行 刻画 ， 我 们 考虑 三 维 空间 (x, ，x,，x,) 中 的 单位 球面 ， 它 的 方程 为 

dede ld. 

这 个 球面 和 它 的 赤道 平面 的 图 形 由 图 1-21. 所 示 

我 们 的 目的 是 建立 赤道 平面 上 的 每 一 点 = 与 球面 上 的 一 个 唯一 点 2 的 联系 ， 为 此 ， 通 过 球 
面 的 北极 N= (0， 0, 1)5 ma, 平面 上 给 定 的 点 :做 一 条 直线 ， 如 图 1-21 所 示 ， 该 直线 穿 过 
球面 时 ， 恰 好 与 球面 上 的 一 个 点 Z 相交 ， 这 时 球面 上 的 点 Z 称 为 赤道 平面 上 点 = 的 球 极 射影 


amm 
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如 果 把 赤道 平面 看 作 复 平面 (或 = 平面 ) ， 则 称 单位 球面 是 柳 曼 球面 

下 面 进一步 进行 黎 曼 球 面 的 地 理学 解释 .我 们 注意 到 ， 在 球 极 射影 下 ， 单 位 圆周 1 z1 =1 
(在 z 平 面 上 ) 上 的 点 保持 不 变 ( 即 z=Z)，, 它们 构成 了 赤道 .把 单位 圆周 外 部 的 点 ( 即 满足 
1 z1 >1 的 点 ) 映 射 到 北半球 ， 而 单位 圆周 内 部 的 点 ( 即 满足 1 :| <1 的 点 ) 映 射 到 南半球 ， 特 
别 地 ， 把 = 平面 的 原点 映射 到 歼 曼 球面 的 南极 . 

图 1-22 显示 了 球 极 射影 的 另外 一 些 特征 ， 球 面 上 的 纬 线 (平行 于 赤道 ) 是 z 平面 上 以 原点 
为 心 的 圆周 在 黎 曼 球面 上 的 射影 ; 北极 圈 和 北 回归 线 是 半径 大 于 1 的 圆周 的 射影 ， 南 极 圈 和 南 
回归 线 是 半径 小 于 1 的 圆周 的 射影 ， 球 面 上 的 温带 是 :平面 上 中 心 在 原点 的 环 ( 垫圈 ) 的 射影 . 
在 :平面 上 通过 原点 的 直线 映射 到 柳 曼 球面 上 的 经 线 ( 即 经 过 两 极 的 大 圆 )，( 如 果 我 们 设想 正 
y 轴 的 射影 为 通过 英国 格林 威 治 的 本 初子 午 线 ， 那 么 负 y 轴 映 射 为 国际 日 期 变更 线 ， 它 刚好 围 
绕 地 球 一 半 . )” 


北 回归 线 


图 1-21 (exu 图 1-22 "SPON 


球 极 射影 保持 曲线 交叉 处 的 角度 不 变 : 在 :平面 上 ， 以 原点 为 心 的 圆周 与 经 过 原点 的 直线 
正 交 ， 则 在 球面 上 经 线 与 纬 线 正 交 ， 这 不 仅仅 是 一 种 巧合 ， 而 是 球 极 射影 的 一 个 很 好 的 性 质 ， 
即 保 角 性 一 一 这 对 于 分 析 映 像 非常 有 用 - 

为 了 使 : 平面 上 的 点 与 黎 曼 球 面 上 的 点 之 间 的 对 应 更 加 明确 ， 需 要 对 于 球 极 射影 建立 一 个 
公式 . 

例 1 如 果 Z=(z，x，x) 是 复 平面 上 


z=x+iy 在 歼 曼 球面 上 的 射影 ， 证 明 : 


| 2 2Re 2 02m: ll 
"^ns.r "7p Zr a 
证 通过 北极 N=(0, 0，1) 和 点 (*，y，0) 的 直线 的 参数 方程 为 
x, 2dx,x, = ty,x, 2 ] - t, - o « 0 € 0. (2) 
当 上 满足 
Laskea rary- 
或 


O 38 CBernhard Riemann, 1826—1866) 
O ”很 多 大 学 生 洗衣 服 时 会 进行 类 似 * 球 棚 射 影 "的 动作 ， 他 们 把 驻 衣 服 扔 到 床单 上 ， 然 后 提起 床单 的 四 角 并 打 结 ， 形 
成 一 个 要 洗衣 服 的 袋子 、 床 单 相当 于 平面 “袋子 "相当 于 莫 最 球面 - 


15P0(€ +y €1) «1-2t 
时 ， 这 条 直线 正好 穿 过 黎 曼 球面 ， 此 时 根 :应 满足 :=0( 北 极 ) 和 


2 2 
= =- 一 一 一 . 3 
x+y l odPibjsl o 


把 5 的 这 个 值 代 人 (2) 式 即 得 公式 (1). a 
Bi, Hz-leJ3i 与 黎 曼 球面 上 的 点 Z = (2/5, 243/5, 3/5) 相 对 应 . 
反之 ， 如 果 已 知 歼 曼 球 面 上 的 点 (zx ，x,，x,)， 由 (2) 式 可 得 它 在 :平面 上 的 对 应 点 * +iy， 
这 里 


ssx, ys t=1-n. 


消去 :得 到 


(4) 


我 们 看 到 :平面 上 以 原点 为 心 的 圆周 和 通过 圆心 的 直线 通过 球 极 射影 可 映射 成 黎 曼 球面 上 
的 纬度 圆周 或 经 度 圆周 ， 但 由 公式 (4) 我们 可 得 到 更 加 一 般 的 结论 . 
例 2 证 明 : 在 球 极 射影 下 ，z 平面 上 的 所 有 直线 和 圆周 对 应 于 黎 受 球面 上 的 圆周 ( 见 图 1-23). 


图 1-23 获 曼 球面 上 的 圆周 


证 在 :=x+iy 平 面 上 ， 圆周 或 直线 的 一 般 方程 为 
A(x? +y)+Cr+Dy+E=0. (5) 


把 (4) 式 代入 (5) 式 , 得 
g 2] Cx Da 
4[(; ž-) + E 2 ]* E + m +E=0, 


4( +) + Cu (1 -x) + D, (17 3) € E(1 7 x) =0. 
注意 到 x1 + 怠 +x3 =1， 由 上 面 的 方程 得 
4(1 73D + €x (1 2x) + D (1 -x) + E(1-2 3)! 20, 
上 式 两 端 同 除 于 (1 -x,)， 得 到 
ACI +x3) + Cx, + Dx, + E(1 -x) =0 


化 简 后 得 


或 
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Cx, + Dz, + (A - E), +A +E =0. (6) 
而 (6) 式 正好 是 三 维 空间 中 的 一 个 平面 方程 .由 此 证 明了 z 平 面 上 直线 或 圆周 的 射影 一 定 既 在 
(6) 式 表示 的 平面 上 又 在 黎 曼 球面 上 ， 因 此 ， 平 面 和 球面 的 交集 是 一 个 圆周 . [.] 


反之 ， 黎 曼 球面 上 的 每 一 圆周 是 平面 上 不 是 直线 就 是 圆周 的 射影 (见习 题 10). 

在 黎 曼 球面 上 ,北极 N=(0,，0，1) 起 什么 作用 昵 ? RER, N 不 可 能 是 复 平面 上 任何 点 
的 射影 ， 这 相当 于 在 (4) 式 中 排除 了 x, 21d. 但是， 如 果 考 虑 复 平面 上 模 非常 大 ( 即 离 原点 很 
远 ) 的 点 的 话 ， 就 可 以 使 这 个 例外 点 变 得 有 意义 .那些 模 非 常 大 的 点 在 球面 上 的 射影 都 在 北极 
附近 , 且 当 ! zl 一 + wm 时 ,它们 的 射影 趋向 这 个 极 ， 在 本 书 中 ， 我 们 把 球面 上 的 入 同 :平面 
上 的 扩充 复数 “% "对 应 起 来 ， 称 

6-Cuts) 
为 扩充 复 平面 9. 
扩充 复 平面 上 “在 om 的 点 "的 性 质 与 通常 对 一 维 实 直 线 上 无 穷 大 的 解释 有 很 大 差别 在 后 
-种 情况 中 ， 我 们 通过 考虑 +o” M-o”, 来 区 分 在 实 直线 上 由 于 趋 于 正 无 穷 或 负 无 穷 而 
变 为 无 界 的 那些 点 ， 然而， 在 本 书 中 ， 尽 管 复 平面 上 的 点 能 从 许多 不 同方 向 ( 沿 着 实 轴 、 沿 着 
虚 轴 以 及 沿 着 扩充 螺旋 线 等 ) 变 为 无 界 ， 但 它们 都 是 “ 趋 于 无 穷 ”. 

FEX o 作 进 一 步 的 讨论 。 我 们 注意 到 ， 由 北极 圈 内 的 点 构成 的 球 冠 形成 了 北极 N 的 一 
个 邻 域 ( 见 图 1-22) ， 小 纬度 圆周 内 部 的 点 组 成 小 邻 域 、 因 此 ， 我 们 把 扩充 复 平面 C 上 wm 点 的 名 
域 看 作 是 这 些 球 冠 的 原 像 点 ， 也 就 是 以 原点 为 心 的 圆周 的 外 部 

更 有 意思 的 是 ， 复 平面 上 两 点 之 间 的 距离 与 它们 的 射影 之 间 的 距离 有 相当 大 的 差别 ， 事 实 
上 ,， 球 面 是 有 界 的 (在 它 上 面 任意 两 个 点 的 距离 不 超过 它 的 直径 ) ， 而 平面 是 无 界 的 (在 它 上 面 
两 个 点 的 距离 可 以 任意 大 )， 下 面 的 结论 对 于 这 些 距 离 给 出 了 一 个 比较 公式 ; 在 本 书后 面 将 会 
用 到 . 

例 3 设 复 平面 上 点 :，w 的 球面 射影 为 Z，WW， 证 明 : 两 点 Z，W 之 间 ( 在 3 维 空间 ) 的 距 
离 是 

21z-wl 
MEUS 
" 2dist(z,w) : (7) 

APA H wt 

证 这 个 公式 可 用 几何 方法 来 证 明 ， 习 题 6 和 习题 7 给 出 了 推导 思想 ， 这 里 我 们 用 简单 的 

ARADI. Wn, tas BDM, 3. X) EHE Z RLW BE is, Q d: cdis(Z, W). W 


dis(Z,W) = 


d -(u-EY (E 8G 2E. 
HFa tras M+R l, XOT P 的 表示 式 展开 ， 变 为 
d =2[1 - (x 3,9, 3, 5x, X,)]. (8) 


”在 拓扑 上 ， 人 们 把 C 看 作 平面 的 一 个 紧 致 点 - 
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对 于 z=x+iy 和 w=u+iv 应 用 公式 (1)， 有 


1- (x XA, xXx + Ys Ey) 


sis 4xu € Ayo E LH |wi*-1 
( zl? e 1)( wl &1).— (EL zI? e 1) (1l wl? 0) eren iras] 

2121? &21 wl? - dxu - 4yv 

© 02P € D wl? 1) 

228 ty) «208 e v) - Axu - Ayu 

(zl? e 1) wl? 1) 

-2 074 e) 

CHIP wPIY e 
把 这 个 式 子 代 人 (8) ， 两 端 开 方 即 得 (7). " 


我 们 刚刚 推导 的 射影 Z 和 外 之 间 的 欧 几 里 得 距离 称 为 ( 原始) 复数 和 zw 之 间 的 弦 距 离 ， 
用 希腊 字母 X. 来 定义 ， 即 


21z-wl 
X[z,w] i2 ————————— (10) 
Desi Vl+lzl VIE wl 
像 通常 平面 上 两 点 间 的 欧 几 里 得 距离 一 样 , X 是 一 个 度量 ， 它 对 平面 上 的 任意 点 满足 三 角 不 等 式 
Xiz sza] < Xiz ,w] *X[w,z] O1) 


和 熟知 的 恒等式 
X[2,2] 20, x[z,w] =X[w,z， 
度量 对 于 扩充 复 平面 C 也 是 有 意义 的 ; 我 们 可 以 通过 巧妙 地 使 用 公式 (10) 计 算 从 z 到 mn 
WIKIER. h 


X(z,] = lim 2H 
LENT 


1 Siia 21z - 11 f 
mal AeA | 


得 到 
X[2,9] = — (2) 


vi +l HE 
这 样 就 对 前 面 C 上 % 点 邻 域 的 像 点 进行 了 量化 ， 由 dist(Z, N) eX[z, c] «p 刻画 的 球 冠 
是 扩充 复 平面 上 在 圆周 1 z1 =V (4/p ) -1 的 外 部 所 有 点 的 射影 这 里 p 小 于 2( 球 面 的 直径 ). 


练习 1.7 


Y 对 于 下 列 复 平面 C 内 的 点 ， 求 它 在 歼 曼 球面 上 的 球 极 射影 . 
(ai (b)6 -8i [DELE 


1 (DMEM: 点 MLR RO TERRE DUCERE ERI. 
i 


ONEM: 点 > 和 - 二 的 球 极 射影 是 袭 曼 球面 上 完全 相反 的 点 . 
z 


[50] 
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3. 车 Z 和 WT 是 歼 曼 球面 上 两 个 互 异 点 ， 则 经 过 这 两 点 和 原点 的 平面 以 “大 圆周 " 切 开 球面 ， 大 加 周 指 平面 和 球 
面相 交 而 产生 的 直径 最 大 的 圆周 ( 对 单位 球面 而 育 ， 直 径 为 2) WEA: 大 圆周 所 对 应 于 平面 上 的 唯一 圆周 


(或 直线 ) 经 过 点 :， »RA-l, 其 中 Z，W 分 别 是 :，w 的 射影 [提示 : 见习 题 2. ] 
H 


a 


. 应 用 球 极 射影 证 明 ， 经 过 平面 上 三 个 点 =，uw 和 - 上 的 (唯一 ) 贺 周 (或 直线 ) 与 经 过 三 个 点 >， vA - Lm 
E 


周 (或 直线 ) 相 同 ， 其 中 zw.， [提示 : 见习 题 3. ] 
5. 描述 复 平面 上 的 下 述 集合 在 歼 曼 球面 上 的 球 极 射影 
Ca) fF Y li (i; Rez >0} (b)EÉ( lz! 1/2) 
(ce) 圆 环 {z: 1< 1zl <2} (dd) 集 合 {z: Fil >3} 
(e) 直 线 y=x( 包 括 %) 
.应 用 相似 二 角形 的 方法 ， 给 出 点 :和 = 之 间 的 弦 距 ( 即 射影 Z 和 北极 之 间 的 距离 ) 公 式 
X[29] 227 Jiri 


^ 


的 几何 证 明 . 
[提示 : 测 一 个 歼 台 球 面 与 :平面 的 横 截面 图 ， 其 中 含有 北极 、 点 : 和 它 的 射影 Z. ] 

7. 应 用 几何 方法 推导 豆 距 公式 (10)，[ 提 示 : 画 一 个 含有 北极 ，z，Z，w 和 WW 的 图 形 ， 确 定 所 有 长 度 已 知 的 
线段 ; 见习 题 6， 应 用 余弦 定理 写 出 1:-wl 和 1 Z- WI 的 表达 式 ， 并 注意 到 这 两 个 式 子 具 有 同样 的 
角度 , ] 


8. 对 于 X 度量 由 公式 (10) 验 证 对 于 任何 两 个 点 z, we C， 有 
X[l/z,1/w] = X[z,]. 
(我 们 约定 1/0 = m 和 1/m =0. ) H H XFA P ERE A AAA SP (AE F AB UD) (JL TERR. 
9. 不 进行 任何 运算 ， 解 释 三 角 不 等 式 (11) 成 立 的 原因 . 
10. 通过 地 例 2 的 步 又 证 明 : 黎 曼 球面 上 的 任意 圆周 不 是 > 平面 上 的 一 个 圆周 就 是 z 平面 上 的 一 条 直线 的 射影 ， 
其 中 把 m 看 作 属 于 任 一 条 直线 上 的 点 . 


小 结 


复数 系 是 实数 系 的 扩充 ， 由 所 有 形 如 a e bi 的 表示 式 组 成 ， 其 中 a RIS 是 实数 ,= - 1， 前 面 介绍 的 关于 复 
数 的 加 法 、 减 法 、 乘 法 和 除法 的 运算 类 似 于 “符号 计算 "的 方法 ， 从 几何 上 看 ， 复 数 可 用 平面 上 的 点 或 向 量 表 示 . 
因此 ， 有 几何 背景 的 某 些 定理 ， 诸 如 三 角 不 等 式 等 ， 都 能 转换 成 复数 语 育 ， 与 复数 :=a + bi 相 联系 的 ， 有 它 
的 绝对 值 1 =1 = V + 好 和 它 的 共 辐 复 数 ? =a - bi、 前 者 是 从 点 :到 原点 的 距离 ， 而 后 者 则 是 点 :关于 * 轴 的 
对 称 点 。 数 :，z 和 1 z1 之 间 的 关系 是 z= lal’. 

每 一 个 非 零 复数 : 都 能 被 写成 极 形式 z=r( cosg + isin9) ， 其 中 r= 1 z1 ,9 是 向 量 :的 倾角 .9 的 任何 等 价 
角 9+2km, =0，+1，+ 上 2，… 称 为 = 的 辐 角 (argz)， 在 z 的 有 限 寡 和 根 中 ， 极 形式 非常 有 用 ， 

对 于 z=x+iy， 定 义 复 指数 e 为 e ce (cosy +i siny)、 特 别 地 ， 如 果 6 是 实数 ， 有 了 欧 拉 方 程 e* = cos + 
i sing， 此 外 ， 复 数 的 极 形式 能 简单 地 写成 z= re. 

在 描述 平面 点 集 时 ， 用 到 一 些 专用 术语 ， 区 域 也 是 一 个 重要 概念 ， 这 个 集合 通过 两 条 性 质 刻画 它 的 特征 : 
( i)D 内 的 每 一 点 :是 一 个 完全 会 于 D 内 的 开 圆 盘 的 中 心 ;( 站)D 内 每 一 对 点 S. n 都 可 由 完全 含 于 口内 的 
折线 连接 起 来 ， 一 个 区 域 自身 ,或 者 加 上 它 的 部 分 或 全 部 边界 点 形成 的 点 集 称 为 域 . 

通过 球 极 射影 ， 复 数 能 形象 地 用 3 维 空间 中 的 单位 球面 ( 黎 曼 球面 ) 上 的 点 表示 ， 即 通过 连接 赤道 平面 上 
的 点 和 北极 的 直线 与 球面 相交 ， 其 交点 就 是 平面 上 的 点 = 在 球面 上 的 对 应 点 ， 扩 充 复数 % 与 北极 相对 应 ， 称 
CuUt{e } 为 扩充 复 平面 . 


复 数 
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第 2 章 fuu 


2.1 复 变 函数 


在 第 1 章 中 我 们 为 了 解 某 些 代数 方程 引 和 人 了 复数 z 的 概念 。 本 章 中 我 们 将 研究 以 复数 为 变 
最 的 孙 数 A(z)， 目 的 是 模仿 微 积分 中 的 概念 、 定 理 和 数学 结构 ， 对 f(z) 进行 微分 与 积分 运算 . 
由 于 复 变量 的 二 维 性 ， 在 变量 为 复数 的 情况 下 ， 函 数 导 数 的 概念 要 复杂 得 多 ， 对 此 本 章 将 予以 
反复 说 明 . 当然， 这样 做 会 带 来 很 大 好 处 ， 本 书后 面部 分 将 致力 于 数学 推理 ， 并 说 明 它 们 在 物 
理 问题 上 的 应 用 . g 

首先 回顾 一 些 基 本 概念 ， 若 对 集合 4 中 每 个 元 素 ， 按 照 某 一 确定 的 对 应 法 则 /， 在 集合 B 
中 有 唯一 的 一 个 确定 的 元 素 与 之 相对 应 ， 则 称 / 是 一 个 函数 ， 如 果 对 于 4 中 的 元 素 a, /对 应 值 
b, id 

b = f(a), 

则 称 b 为 e 在 /作用 下 的 像 ， A 称 为 了 的 定义 域 (甚至 4 可 以 不 是 第 1 章 中 定义 的 区 域 ) ， 由 所 
有 的 像 点 /(a) 构 成 的 集合 称 为 /的 值 域 ， 有 时 把 f 称 为 4 到 B 的 一 个 映射 . 

在 这 里 ， 我 们 感 兴趣 的 是 单 复 变 量 的 复 值 函数 ， 其 定义 域 与 值 域 都 是 复数 集 的 子 集合 ， 例 
如 ， 若 /由 

zc-l 
fz) = Fri 

来 表示 ， 除 非 另 有 说 明 ， 则 其 定义 域 为 使 该 表达 式 中 有 意义 的 所 有 复数 :组 成 的 集合 ，( 因 此 ， 
f 的 定义 域 为 除去 +i 的 所 有 := 组 成 的 集合 . ) 

如 果 函 数 / 在 点 z 的 值 定 义 为 w， 则 记 w =f(z)， 类 似 于 将 = 表示 为 由 其 实 部 与 虚 部 组 成 的 
式 子 z=x+iy 那 样 ，vw 的 实 部 和 虚 部 都 是 >， 或 者 z 与 y 的 ( 实 值 ) 函数 ， 通 常 我 们 写 为 

w = u(x,y) + iv(x,y), 


其 中 和 + 分 别 定义 为 w 的 实 部 与 虚 部 。 因 此 ， 一 个 复 变量 的 复 值 函数 本 质 上 是 一 对 两 个 实 变 


Tit rg Sc (A HR C. 
例 1 把 函数 w=/(z) =z 2: SR wul, y) +i, y) EX. 
解 取 z=x+iy， 则 
w = f(z) =(z+iy)+2(x+iy) = x - y! + Qxy 42x + i2y. 
从 而 w = (x - y! «2x) +i(2xy +2y) 即 为 所 求 . " 


由 于 一 个 复 变 函数 w 2 f(z) c u(x, y) +ip(x，7) 由 两 个 二 元 实 值 函数 组 成 ， 描 述 它 的 图 像 
需要 四 维 空间 ， 因 此 ， 一 般 来 讲 ， 在 同一 个 平面 或 空间 上 画 出 它 的 图 像 是 不 可 能 的 ， 然 而 ， 可 
以 通过 把 w =/(z) 的 定义 域 和 值 域 分 别 表 示 在 z 平 面 和 w 平 面 上 来 研究 该 函数 的 一 些 性 质 ， 如 
图 2-1 所 示 . 

例 2 RERAN) =x* +2i 在 闭 单位 国 盘 1 :1 <1 上 的 值 域 . 

解 RHA ulr, 7y) 2x. v(x, y) =2， 当 z 在 闭 单位 圆 盘 1 z1 <1 上 变化 时 , 4 在 0 和 1 
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之 间 变 化 ，" 为 常数 2， 因 此， 所 求 值 域 为 w =2i 到 w =1 +2i 之 间 的 线段 . " 


EL rii 
图 2-1 一 个 复 变 函数 的 表示 


例 3 REKS) =r 在 上 半圆 盘 1 z1 x2, Im z>0 上 的 值 域 ( 如 图 2-2a BOR). 


:平面 w 平 面 
a) b) 


图 2-2 一 个 半圆 盘 在 /(:) =: 下 的 映射 


解 由 1.5 节 知道 ,在 上 半圆 盘 中 ， 对 辐 角 Argz =0 到 Arg z =2m/3 的 遍 形 城内 的 点 z 求 立 
HE, HRAM TEARI w 1 三 8， 而 定义 域 中 剩 下 的 z 点 的 像 也 在 这 个 闭 圆 盘 内 ， 它 获 
3 T DU AER SED Bc Chl 2-2b Bios). LI 

[LXZDEIVLSEIEIT MES ETE E TEES E] 
Eata, WA) fa). 

例 4 证 明 反 演 映射 w = 1/z 相当 于 黎 曼 球面 关于 x, 轴 旋 转 180°( 见 图 1-21). 

证 设 复 平 面 上 点 z 的 球 极 射影 为 Z = (xs ox. x), dz 的 球 极 射影 为 多 = 
(Gh, £,, X,), RREH Z 绕 x, 轴 旋 转 180* 得 到 W 即 可 . 

由 1.7 节 公式 (1) 得 
_ 2Re(z) _ 2im(z) MS! 

EFL FG TIT 


i 


O PUDE, RABE z-OBHAGE XL, MERRI 节 对 = 的 讨论 ， 很 自然 地 可 以 定义 /0) = % ; 进一步 可 以 定义 
fU ) =0 & RC HUS EAPEC=CU| = | 上 的 函数 
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^ _ 2Re(1/z) 。_ 2lm(l/z .  !l/zl*-1 


yy tt VA 
因为 Re (1/z) 2 (Re z)/1z1?，Im (1/z) = - (1mz)/0 zl °, 对 上 述 公式 化 简 得 
£o. Berol. qm: ERE 
odes? 77? 14a? D wbzbi. 3 
所 以 2 关于 x, SRÜESEISO ES, x, RAE, Wü, 变 为 - x,，zx, 变 为 -x;; 因此 WW 确实 是 所 述 2 的 
旋转 . e 
这 个 例子 的 一 个 漂亮 结论 是 圆周 与 直线 经 反 演 映射 后 仍 为 圆周 或 直线 (见习 题 17). 
练习 2.1 
1. 把 下 列 肾 数 表示 为 w=u(x，y) + ip(z，7) 的 形式 . 
(aAa) =32 +5z+i+1 (bg(z) «1s (COM 2353 
[Em MES (e) FG) =e" (06) =e «e 
2. 求 出 习题 ! 中 等 个 函数 的 定义 域 . 
3. Wt FPE PROCU (CR 


(a)f(2) =z+5， 其 中 Re 220. 
(b)g(3) =**， 其 中 :在 第 一 象限 ，Re 20, Im 20. 
(eo)h(z) 2Vz, 其 中 0<1z1 «Ll. 


(d)p(z) = -22, Joh Odo A Izl <1, 0 cAgec T. 


4. 画 出 下 列 在 反 演 映射 n=/(z) = 172 下 的 图 像 - 
(a) 将 圆周 1 :1 =r 映 射 到 圆周 | w1 =1/r. 
(b) 将 射线 Argz =8。，- "<9。<" 映射 到 射线 Argw = -6 
(0) 将 圆周 1 : -11 =1 映射 到 直线 x=1/2. 
对 于 在 1.4 节 中 定义 的 复 指数 耳 数 /(z) =e: 
《a) 求 其 定义 域 与 值 域 . 
(b) 证 明 f( -:) 2 Vf). 
Cc) B d FOCAL Re z=1 的 像 . 
(9d) 确 定 水 平 线 Im z = m/4 的 像 、 
Ce) 确定 无 限 长 带 形 0< Im z<m/4 的 像 . 
6. RTT E NEA ( Joukowski) 映射 定义 如 下 : 


^ 


证 明 

Ca) ICa) = J072). 

(b)J 将 单位 圆周 l =1 映射 到 实 区 间 [ 71, 1]. 

《e)J 将 圆周 1 zt =rr>0， "天 1) 映 射 到 以 +1 为 焦点 的 椭圆 
> 


[C3 Bee» 


7. 形 如 F(z) =z+e 的 函数 (其 中 * 为 复 常数 ) 通 常 称 为 平移 映射 ， 当 < 取 下 述 数值 时 ， 画 出 在 映射 下 ， 半 加 
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Biz! «2, Imzz0 的 图 像 [参考 图 2-2a]: (a)e 23; (b)c-2i; (ce)c= -1 -i 
8. 形 如 C(z) =e*z 的 函数 (其 中 中 为 实 常 数 ) 通 常 称 为 旋转 效 射 ， 当 四 取 下 述 数 值 时 ， 画 出 在 映射 CG 下， 半圆 
盘 1 z1 <2, Imzz0 的 图 像 [ 参 考 图 2-2a]: (a)  m/4; (b)$= —m/4; (c)ó -3n/4. 
9. JE MI HC) - p: 的 两 数 (其 中 p 为 正 实 常 数 ) 通 常 称 为 相似 映射 ， 当 p >1 时 称 为 伸 长 映射 ， 当 p<1 时 称 为 收 
SH. Cip 取 下 述 数值 时 ， 画 出 在 映射 #H 下 ,半圆 盘 1 :1 <2，Imz>0 的 图 像 [参考 图 2-2a] : (a)p=3; 


(b)pz1/2. 
10. 设 F(z) «zi, G(z) se" ", H(z) =z/2， 画 出 在 下 述 每 个 复合 映射 下 ， 半 圆 盘 1 z1 <2, Imz20 KAR 
[参考 图 2-2a] : 
(a)GCP(z) ) (DCCH(z) ) 
()HCEG)) (d) FCGCHC))) 
11. B F(:)z:-3, C(:) = - iz, H(z) =2z 画 出 在 下 述 每 个 复合 映射 下 ， 圆 周 1 :1 =1 的 图 像 [参考 
图 2-2a] : 
(a)CCP(z) ) (b)G(H(z)) 
(e) HCFG) (d) FCGCHCD) )) 


12. JÉ Ml f(z) =az+6 的 函数 (其 中 a, b 为 复数 ) 称 为 线性 变 接 、 证 明 任 何 线性 变换 都 能 表示 为 相似 映射 (见习 
题 9) 、 旋 转 映射 (见习 题 8) 和 平移 映射 (见习 题 7) 的 复合 ， 因 此 ， 线 性 变换 将 直线 映射 为 直线 ， 将 圆周 映 


射 为 圆周 ，[ 提示 : 将 a 写成 极 形式 . ] [57] 
13. EMAR v = 了 将 图 形 
(a) 直 线 x=1 (b) 双 曲线 xy =1 (ec) 圆 周 1z-11 =1 


分 别 映射 为 w 平 面 上 的 抛物 线 、 直 线 与 心 形 线 . 
14. (EG 6 EN 61.7 节 关 于 球 极 射影 的 图 1.21 及 公式 (1) ,证 明 下 列 问题 : 
(a) 映 射 “相当 于 把 歼 曼 球面 绕 x, 轴 施 转 四 E. 
(b) 映 射 1/2 相当 于 把 黎 曼 球面 绕 x, 轴 ( 虚 轴 ) 旋 转 180°. 
15. 证 明 映 射 n= (1 +z)/(1 -z) 相 当 于 把 歼 最 球面 绕 > fo CHE 88) 逆 时 针 旋 转 907. 
16. 通过 一 个 适当 的 歼 最 球面 旋转 刻 两 映射 w = (1 -iz)/(z-i). 
17. 利用 例 4 的 结果 与 球 极 射影 的 性 质 ， 证 明 反 演 映射 w = 1/z 将 z 平面 上 的 任何 圆周 映射 为 平面 上 的 圆周 
或 直线 ， 这 一 结论 对 :平面 上 的 任何 直线 的 映射 也 同样 成 立 。( 把 % 看 作 每 条 直线 上 的 一 个 点 . ) 


2.2 极限 与 连续 性 

由 上 一 章 可 知 ， 复 数 的 绝对 值 可 以 用 来 描述 两 个 复数 之 间 的 距离 ， 有 了 距离 的 概念 ， 我 们 
就 可 以 引入 极限 与 连续 性 的 定义 . 

关于 复数 序列 的 极限 ， 大 致 是 说 ， 设 有 一 个 无 穷 复数 序列 z, ，z, ，z,，…， 如 果 ( 对 于 充分 
大 的 n)z, 可 以 任意 地 接近 一 个 复数 z。， 我 们 就 说 这 个 序列 以 s, 为 极限 ， 精 确定 义 叙述 如 下 

定义 1 设 复数 序列 |z.| ”及 复数 2。 若 对 于 任意 的 5>0， 都 存在 一 个 正 整 教 N， 使 得 当 
m>N 时 ， 有 1 和 -zl <e， 则 称 该 序列 有 极限 z， 或 称 该 序列 收 伍 到 z， 记 作 


ims 


或 


zn ). [58] 


从 几何 上 来 看 ， 这 意味 着 当 n>N 时 ，z, 都 位 于 以 Ab, e 为 半径 的 开 圆 盘 内 (如 图 2-3 
所 示 ). 


[59] 
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例 1 求 下 列 复数 序列 的 极限 (如果 它 存在 的 话 ). 


(X3): (bz 22225, 


解 ” 我 们 应 用 熟悉 的 初等 微分 法 ， 由 定义 1 给 出 严格 的 证 明 . 

(a) 由 于 1 (i/3)*1 =1/3" 一 0( 见 习题 5), 得 

lim i =0. 2 
3 


(e)z 2 i. 


(b) 分 子 分 母 分别 除 以 上“， 得 
2+in - (zin) ti ,ori- 工 ( 
Isan (01/33 704373 (7? 
(ce) 序 列 让 重复 取 值 i，-1，-i,， 1 无 穷 多 次 ， 所 以 它 没 
有 极限 " 图 2-3 一 个 收敛 序列 
与 序列 极限 相关 的 是 复 值 函 数 /(z) 的 极限 的 概念 ， 粗 略 地 说 ， 如 果 当 z 充分 靠近 点 z。 时 ， 
PROC AC) 任意 地 接近 一 个 复数 we， 我 们 就 说 当 z 趋 于 zx 时 ， 函 数 拟 z) 以 wo 为 极限 ， 下 面 给 出 
它 的 精确 定义 . 
定义 2 HARJO) En 的 某 个 邻 域内 有 定义 ，30 可 能 除外 ，wo 为 一 个 复数 ， 如 果 对 于 
任意 给 定 的 e>0， 存 在 一 个 正 数 5， 只 要 0< 1z-z1l <5， 就 有 1j(z) -wo1 <e， 则 称 z 趋 
Too. AK f) Sere, 为 极限 ， 记 为 


limf(z) = wo 
wy 


或 


az) 一 mm Gz). 


该 定义 的 几何 意义 是 说 ， 对 于 w 的 任意 y 
邻 域 ， 都 相应 地 存在 z 的 某 个 邻 域 ，/(z) 在 这 
个 am 邻 域 内 的 所 有 值 都 落 在 wa 的 那个 邻 域内 ， 
可 能 除去 值 f(z,)， 见 图 2-4. 

例 2 用 定义 证 明 : lim? = -1. 

证 “只 需 证 明 对 任意 给 定 的 >0， 存 在 一 
个 正 数 5， 只 要 0<1z-il <8, RAI? - . 
( -1)1 <e 即 可 .因此 需要 将 1z-(-1)1 图 2-4 zoz 时， 函数 以 w 为 极限 的 映射 性 质 
通过 1 z -il KRR: 

z2-(-1)22zs12(z-i)(z*i) =(z-i)(z-i+2i). 
由 1.3 节 复 数 模 的 性 质 ( 特 别 是 三 角 不 等 式 ) 得 
1z-(-0D)Ieslz-illz-is2il&lz-il (lz -il+2). (1) 

于 是 当 1z-il <65 时 ，(1) 式 的 右 端 <s5(5+2); 为 了 使 它 小 于 e， 我 们 可 取 ox 

min |g/3, 1] ,这 时 


Ez] | wii 


lz-il (E z-il+2) < $0 +2) 5e LI 
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函数 极限 和 序列 极限 之 间 存 在 着 显而易见 的 联系 ， 即 如 果 linf(z) =w。， 则 对 于 任何 收敛 于 
aV IRR (z YN (#2), ERI UC) N 收敛 于 w。; 反 过 来 这 个 结论 也 成 立 ， 结 论 的 证 明 贸 
给 读者 作为 练习 . 

下 面 给 出 函数 连续 的 概念 . 
定义 3 GRÉ) des, 的 某 个 邻 域内 有 定义 ， 如果 limf/(z) =f), ds 


连续 . 

换 名 话说， 如果 /在 am 连续 , 它 在 z。 必 有 极限 值 ， 并 且 这 个 极限 值 必 是 f(z。). 

GRECI 在 集合 $ 中 的 每 一 点 都 连续 ， 则 称 /在 集合 S 上 连续 . 

显然 ， 这 一 节 的 定义 是 由 初等 徽 积分 中 的 相应 定义 直接 平移 而 来 ， 事 实 上 ， 人 们 可 以 证 
明 ， 消 数 /(z) 有 极限 等 价 于 它 的 实 部 和 虚 部 都 有 极限 (见习 题 18); 类 似 地 ，/(z) 的 实 部 和 虚 
部 的 连续 性 等 价 于 /(z) 的 连续 性 .因为 这 种 相似 性 ， 在 复 的 情况 下 ， 关 于 实 的 序列 、 极 限 和 连 
续 的 许多 熟悉 的 定理 仍然 是 成 立 的 .下 面 给 出 两 个 这 样 的 结论 . 
定理 1 车 limf(z) =A, limg(2) =B， 则 


(i)lim(f(z) £g(2)) =A +B. 
E 
Cii) limf(z)g(2) = AB. 


n ADA 
A (iii) ¥ B#0 时 ， tG) Tg 


定理 2 若 /(z) 与 g(z) 在 连续 ， 则 f(z) +8(z) 与 /(z)g(z) 在 坟 也 连续 ， 当 g(z0) #0 
时 ,f(z)/g(z) 也 在 zz 连续. 

(定理 2 是 定理 1 的 一 个 直接 推论 . ) 

容易 证 明 ， 常 数 函数 与 函数 /(z) =z 在 整个 平面 C 上 连续 ， 因 此 ， 由 定理 2 知 : 的 多 项 式 
dk, MUTA 


a +a +a? + +a, 
(其 中 a, 是 常数 ) 也 在 整个 平面 上 连续 . z 的 有 理 函 教 ， 即 由 两 个 多 项 式 的 商定 义 的 函数 
Gy, taza 
bebe bur 
在 分 母 不 等 于 零 的 每 个 点 上 都 是 连续 的 ， 这些 结 论 对 类 似 于 例 2 的 问题 提供 了 非常 简单 的 解 
法 ， 下 面 予 以 举例 说 明 . 
例 3 当 z-2i 时 ， 求 函数 廊 (z) = -2z+1, filz) =(2+2i)/z, f(z) = (2 +4)/z(z-2i) 
的 极限 . 
解 BFA), f(z) 在 z=2i 连续 ,我 们 容易 计算 出 它们 的 值 ， 即 
limf,(z) - Qi) = (2i)? -2(2i) +1 =-3 -4i, 


Bl 


[82] 
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limf (5) = 4G) = I8 = 2. 
因为 函数 请 (z) 在 z=2i 没 有 定义 ( 当 z=2i 时 ， Base 所 以 它 在 这 点 不 连续 ， 因 此 ， 当 
252i, i50 时 ， 我 们 有 
t .GIiEG-2) iei. 
AG) Tn T =A), 
故 
lim f, Cz) - lim f (2) 22. Li 


注意 上 述 例子 中 ,函数 有 (z) 在 z=2i 处 不 连续 ,但 在 这 点 给 函数 一 个 适当 的 定义 [ 令 


(2i) =2] ， 则 函数 在 这 点 就 连续 了 ， 一 般 地 讲 ， 若 一 个 函数 可 以 通过 在 一 个 单 点 za 补充 定义 


或 重新 定义 的 方式 使 其 在 za 连续 ， 则 称 5 为 丽 数 的 可 去 不 连续 点 . 

我 们 将 来 会 看 到 ， 极 限 包含 无 穷 大 对 于 描述 菜 类 序列 和 函数 的 特性 是 非常 重要 的 ， 我 们 说 
“noo "是 指 对 于 每 个 正 数 M( 不 论 它 如 何 大 ) ， 存 在 一 个 正 整数 NV， 使 得 只 要 n > N， 就 有 
1 5.1 >M; 同样 地 ，“lim/(z) = o "是 指 对 于 每 个 正 数 村 >0( 不 论 它 如 何 大 ) ， 存 在 一 个 正 数 
6>0， 使 得 只 要 0< 1 z -aa1 <ô, 就 有 1 f(z) >M. 实质 上 ， 我 们 说 复数 趋 于 无 穷 大 指 的 是 
其 模 趋 向 正 无 穷 大 ， 所 以 


lim 一 = te = 
ny +9 i 4z+i 4 maz +5z 
实际 上 ， 像 1.7 节 中 介绍 的 那样 ， 无 穷 远 点 的 概念 是 一 个 精细 的 量化 概念 : 见习 题 23 ~ 25. 
最 后 ， 我 们 着 重 强调 一 下 (一 维 ) 实 的 情况 下 的 极限 概念 和 复 的 情况 下 的 极限 概念 之 间 的 
-个 重要 区 别 。， 对 于 后 者 而 言 ， 序 列 {z,}” 可 以 趋 于 一 个 极限 :。， 是 指 在 平面 上 以 任何 方向 ， 
甚至 是 沿 着 一 条 螺 线 等 趋向 于 因此， 在 复 的 情况 下 ， 一 个 数列 趋 于 它 的 极限 的 方式 可 能 非 
常 复杂 . 
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1. MHRA G2)" 上 (mn=1，2，3，…) 的 前 五 项 ， 并 说 明 它 是 收 剑 的 . 
2 两 出 数列 i(2i) 17(n=1，2，3，…) 的 前 五 项 ， 并 说 明 它 是 发 散 的 . 
3. 用 定义 上 证 明 复数 序列 z, ox, + iy, 收敛 于 za mx, tiyo EERE: x, KUF o, y, KAF yo [提示 : 


1s,- Iy-»l&in-sl.1n-n!&lx-x5!1y-5»1.] 


,用 定义 1 证明: lim elim | z, i = 

T MIU Mial >1 时， 序列 | (a)*} RM 
:确定 下 列 数列 是 否 收敛 ， 若 收 全 ， 求 出 它们 的 极限 - 

{a)z。 = (b)z, =i -1)* (e)z, -An -145 


d 
7 
(Du SESTO (os -(! Hy (s, «ex (345 


用 定义 2 证 明 : lim (6z -4) 22 «6i. 


HOM GA 43 


9. 用 定义 2 证明: lim(1/:) =i. 
10. 用 定理 1 证 明定 理 2. 
n. 求 下 列 极限 . 


(a) lim (z-5i)?° 
Eu 


*£AD'-5 
12. 证 明丽 数 Argz 在 负 实 轴 上 每 一 点 都 不 连续 . [63] 
13. 设 /(z) 定 义 如 下 ; 


(£) lim, IŻ -11 


fa) = (Ean, 当 z #0， 


当 : = 0. 

指出 它 在 哪些 点 有 有 限 极限 ,在 哪些 点 连续 ? /(:) 的 哪些 不 连续 点 为 可 去 不 连续 点 ? 

14. 证 明 消 数 g(:) = 了 在 全 平面 上 连续 . 

15. 证 明 : WREE ER, WARE), ReAl), Imf(), 1/0) 1 都 在 z 连续 [提示 : 利用 1.3 节 不 等 
式 (2), 证 明 1/(z) 1 E z 连续, ] 

16. ikg 是 定义 在 am 邻 域内 的 一 个 函数, /是 定义 在 点 g(z。) 邻 域内 的 一 个 函数 ， 证 明 ; ERAR g, SITE z, 
gloi, WAERM Sal) ) 在 x, 连续 . 

17. RRRA) = [e2X(z+7)] +2i /在 :=0 处 有 极限 吗 ? [提示 : 对 于 趋 于 0 的 序列 |z,1 ,分 别 考虑 沿 
实 轴 与 虚 轴 趋 于 0 时 |/(z,)| 的 情况 . ] 

18. Bt f(z) =u(x, y) +iv(x, y), 20 mts +iyo, wo 


u tins 证明: 
limf(z) = wo 
limy 

的 充 要 条 件 是 


limu(x,y) =u, lima(x,y) = v. 


so m 
[提示 : 首先 证 明 lim/(z) = welim f(z) = 1w, 接着 利用 定理 1. ] 
o E 
19. 利用 习题 18 的 结论 求 ,lim [x/( + 37) ] iy 
20. 利用 习题 18 的 结论 证 明 /(:) = e 在 复 平面 上 任 一 点 连续 . 


21. 求 下 列 极限 : 
(a) lime (b) lim (e - e^) 
(c) lim G e De (0 lim ep( ZE) 


22. 证 明 : 车 对 于 任意 收 敏 于 sy 的 序列 lz.17 Gor BERE limfa.) = w。， 则 limf(z) sw. [提示 : 证 明 若 结论 
不 真 ， 则 可 以 构造 一 个 序列 |z,1” 与 假设 矛盾 . ] 

23. 证 明 课文 中 “z, 一 "的 定义 等 价 于 : Elimiz, æ] =0， 其 中 表示 弦 距 离 ， 则 称 复数 序列 1:,1* 有 极 [64 
LI 

24. 证 明 课文 中 limy(z) = m "的 定义 等 价 于 : 车 limx[ f(z)， 四 ] =0， 其 中 xX AUR SEE BE Cn Bt — 2280) , ME 


S ros Bh fO). 
25. 求 下 列 各 题 极限 (包含 无 穷 大 ). 


[65] 
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49 3? -2z 3z 


om rwr: (lm si 
(d)lim(82 +5z+2) (e) lime" 
2.3 解析 性 


现在 我 们 已 经 有 了 完整 的 复 变 函数 的 概念 ， 接 下 来 对 本 书 的 主题 一 一 解析 函数 理论 展开 讨 
iE. 但 在 进行 严格 的 讨论 之 前 ， 先 对 我 们 要 做 的 事情 作 一 个 简略 的 介绍 ， 这 对 于 读者 加 深 对 本 
节 内 容 的 理解 是 有 益 的 . 

ESAE, 虽然 我 们 对 单 变量 的 复 变 函数 /(z) 有 了 一 些 了 解 ， 但 是 对 诸如 从 xy 平面 到 uv 
平面 的 任意 映射 的 性 质 几乎 一 无 所 知 ， 我 们 已 对 z 及 的 实 部 和 虚 部 分 别 赋予 了 专门 的 记号 ， 
即 把 :的 实 部 和 虚 部 分 别 记 为 x 和 y， 把 /的 实 部 和 虚 部 分 别 记 为 wx 和 v， 因 此 ， 我 们 有 理由 认 
为 ,对 于 任何 一 对 给 定 的 二 元 函数 u(x, y) 和 v(x, y), 就 相当 于 给 出 了 一 个 复 变 函数 
(w+iv)， 俱 是 ， 从 下 面 的 函数 对 

u(x,y) =x, wGny) = 2xy 
和 

uy) = o vyGuy) = 32y 
中 发 现 其 中 隐 含 着 某 些 特殊 的 东西 ， 对 于 复 变 函数 u, + ip ， 若 把 :=x +iy 视 为 一 个 独立 的 “ 单 
位 ”， 则 由 于 u +i 2x - y? tiay = (x tiy)’, MATERA z= tiy 的 复 结构 ， 然 而 (至 少 是 
显然 的 ) u, tiv, 的 表达 式 却 需要 用 z 的 实 部 和 虚 部 来 表示 . 

在 ( 实 函数 的 ) 微 积分 中 ， 我 们 并 不 研究 诸如 3 +4Vz， 或 者 3 的 平方 而 非 4 的 立方 等 这 种 
类 型 的 数 的 函数 ， 有 趣 的 是 ， 它 把 数 当 作 一 个 单独 的 函数 类 ， 而 复 变 函数 的 分 类 则 要 根据 复 变 
数 所 具有 的 特点 进行 ， 所以， 我 们 希望 分 别 对 类 似 于 函数 

z = + 订 (可 允许 的 )， 
goa -y h iay (可 允许 的 ) ， 
= x tiry- y) (可 允许 的 )， 


| 
j 
" 


-iz (可 允许 的 ) 


z x * "3 * y 

和 它们 的 基本 算术 复合 (和 、 积 、 商 、 乘 宕 和 方 根 ) ， 以 及 函数 

Rez =x (不 允许 的 ) ， 

Imz =y (不 允许 的 ) ， 

xy tiay (不 允许 的 ) 
进行 分 类 ， 把 前 一 类 归 为 可 允许 类 ， 后 一 类 归 为 禁止 类 . 

我 们 必须 禁止 共 示 函数 2， 因 为 假若 把 它 归 为 允许 类 的 话 , 则 x[ = (z +z)/2] 和 

y[ =(z -了 )/2 订 将 属于 允许 类 ， 这 与 x，y 属于 禁止 类 矛盾 、 因 此 
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二 = 和 这 (不 允许 的 ). 
同 理 , 模 1 z1 也 不 属于 允许 类 ， 这 是 因为 2 = 1 zl ?*/z。 所 以 
EI (不 允许 的 ). 


有 人 可 能 对 u, iv, i^ -y+i3xy 属于 “不 允许 类 "提出 疑问 ， 因 为 我 们 并 没有 证 明 它 不 能 
被 独立 地 写成 :的 形式 .下 面 的 运算 将 打消 这 一 疑点 ， 在 uw, tin P, $ 
xx = (z+2)/2, y = (z -3)/2i, (1) 
经 过 简单 的 代数 运算 后 ， 得 到 


uti = x -y + iay 


LG) G- (2*2)(2-2) 5， 1 
edo IA tb DW. C4 d 


由 此 看 出 ， 如 果 把 u, + iv, 归于 允许 类 ， 就 必须 把 5” 和 z? 的 令 人 讨厌 的 平方 根 z 也 归于 人 允许 类 
[因为 它 等 于 5z -4(u im) ]. 
例 1 将 下 列 各 函数 表示 为 关于 z 与 的 表示 式 . 


2 
zn 


4G = fs) = #4 +3a + 1 + iby 
z- » 


P 


解 由 式 (1)， 得 


2Gsi)y G- 
Au) TUUS 


22i 3rd. " 
显然 , A 属于 可 允许 类 ,而 f 的 表达 式 中 含有 = ， 所 以 它 属于 禁止 类 ， 然而， 这 种 方 
式 一 一 表达 式 里 含有 = 的 函数 属于 禁止 类 一 一 并 不 是 一 个 合适 的 评判 标准 ， 例如， 函数 
Zi +z? +2 -2i -22+1 
107 «zz! -2:z2 -57 «2-5 
的 分 子 和 分 母 中 有 一 个 可 约 公 因子 (z -1)*， 那 么 我 们 能 认为 它 属 于 可 允许 类 吗 ? 
函数 * 甚至 更 加 令 人 困惑 ， 按照 它 的 定义 ， 它 可 分 成 z 的 实 部 和 虚 部 : 
e' = e'(cosy + isiny). Q) 


但 是 由 1.4 节 例 1， 这 一 定义 显示 它 和 ** 的 泰勒 ( Taylor) 展开 式 是 一 致 的 : 


PE (e) er ent) 


ezleztí4ia (3) 


而 从 (3) 式 右 端 来 看 ， 似 乎 是 = 的 复 结构 ， 我 们 狂想。 属于 可 允许 类 ， 事 实 上 确实 也 是 如 此 ， 


67 


[68] 
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但 对 它 的 验证 要 等 到 下 一 节 . 

学 过 本 书 的 前 四 章 后 ， 我 们 就 清楚 了 要 寻找 的 标准 一 一 从 其 他 方面 对 可 允许 类 函数 的 区 分 
进行 验证 一 一 能 通过 可 微 性 简单 地 表示 出 来 .下 面 给 出 复 变 函 数 导数 的 定义 ， 它 是 在 实 的 情况 
下 导数 定义 的 直接 推广 . 


flzo + Az) -f(z0) 


定义 4 设 刀 2) 是 定义 在 的 一 个 邻 域内 的 复 值 函数 ， 若 极限 im r" 存在 ， 


MS) n TELAT), AARAA fC) E z 的 导数 ， jh PG) KS Gp, rp 


d " , fo + Az) -f(z0) 
Mt) mp): = lim 22 A, 


这 里 的 Az 是 一 个 复数 ， 所 以 它 能 以 各 种 不 同 的 方式 (从 右边 ， 从 下 边 ， 沿 着 螺旋 线 ， 等 
等 ) 趋 于 零 ; 但 是 ， 该 差 商 必 须 趋 于 唯一 的 极限 广 (z) ， 并 且 与 &z 一 0 的 方式 无 关 ， 下 面 的 例 2 


反映 了 把 5 归于 禁止 类 的 原因 . 
例 2 WEH SC) =z 无 处 可 微 . 
证 取 函 数 的 差 商 为 
Slza + A2) - f(x) _ (zo + AD) -3% _ iz 
Az B Az Ar 


如 果 通 过 取 实 值 Az-*0， 则 Az = Ax( 见 图 2-5) ，Az = Ac, Bf 
以 差 商 是 1， 另 一 方面 ， 如 果 取 虚数 A0, WI Az = iAy， 
Az = - Az， 所 以 差 商 是 - 1， 从而， 在 任何 点 ，Az-*0 Md, Z 


的 导数 的 值 不 存在 ， 从 而 = 不 可 微 . L] 
用 类 似 的 方法 可 以 证 明 ， 不 论 是 *，y， 还 是 1 z1 都 是 
不 可 微 的 . 图 2-5 Az 沿 水 平 与 垂直 方向 趋 于 0 


初等 函数 (诸如 z) 的 和 宕 的 和 、 积 与 商都 是 可 微 的 . 
例 3 证 明 对 于 任意 正 整 数 n， 有 


i ou. m 


证 由 二 项 式 公式 (练习 1.1 中 习题 27)， 得 
nf bi OC Duas?! + + (An 
Az ` Az ` 


(z+az -se 


所 以 
i = dim[ne + BOLD eias e agn] es. C] 
我 们 看 到 ， 上 述 证 明 过 程 与 实 变量 的 情况 完全 相同 .事实 上 ， 模 仿 初等 徽 积分 中 的 证 明 方 


法 ， 由 定义 4 可 以 证 明 下 述 结论 : 
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定理 3 设 /与 g 在 :可 微 , 则 


f+g)'(z) =f'(2) +g'(2), (5) 
(GG) =ef(z) ARK), (6) 
(fg)'(z) =f(z)8"(z) + 六 (z)&(z)， 0) 
Lyra EOM" O) -Sg G) 
(4) (2) s Gy , glz) «0. (8) 
车 g 在 z 可 微 , /在 g(z) 可 微 ， 则 链 式 法 则 成 立 : 
PICO zf'(GaC2))g'(2). (9) 


像 实 值 函数 的 情况 一 样 ， 读 者 可 以 从 复 值 函数 的 可 微 性 导出 它 的 连续 性 (见习 题 3). 
由 例 3 及 求 导 法 则 (5) 和 和 (6) 可知， 任意 :的 多 项 式 
P(z) = az + az + +a, +a 
在 整个 平面 上 是 可 微 的 ， 它 的 导数 是 
P'(z) = nasz + (n- Da, z ? & +a, 
于 是 ， 由 法 则 (8) ， 任 何 z 的 有 理 函 数 在 它 定义 域内 的 每 一 点 都 是 可 微 的 ， 因 此 ， 就 微分 而 言 ， 
可 以 把 :的 多 项 式 和 有 理 函数 当 作 实 变量 一 样 来 处 理 . 
例 4 求 下 式 的 导数 


s i 
jo «(1 
解 除去 z= +i( 在 这 里 分 母 为 零 ) 外 ， 应 用 通常 的 微 积分 求 导 法 则 ， 有 
^y -oo I” G2: - GI -10)2: aga, C 707 
f'G) = (5) Gn 749 E) m 


像 习题 10 证 明 的 那样 ， 对 于 复 变 函 数 ， 在 孤立 点 可 能 是 独 点 可 微 ， 当 然 ， 这 种 情况 在 实 
分 析 里 也 出 现 过 ， 这 种 函数 往往 是 作为 个 别 情况 来 处 理 的 ， 而 通常 一 般 的 定理 只 用 于 在 实 直 线 
的 开 区 间 上 可 微 的 函数 ， 类 似 地 ， 对 于 复 变 函数 ， 我 们 也 分 出 如 下 的 一 个 函数 类 
[C EXS “如果 复 值 画 教 /Lz) 在 一 个 开 集 C 内 处 处 可 导 ， 则 称 它 在 6 内 解析 5. ] 

需要 指出 的 是 ， 解 析 性 是 针对 一 个 开 集 而 言 的 ， 而 可 微 性 可 能 仅仅 是 在 一 点 成 立 ， 然 而 ， 
我 们 的 习惯 用 语 “/(z) 在 点 zo 解析” 指 的 是 /(z) 在 点 a 的 某 个 邻 域内 解析 ， 若 一 个 点 不 是 /(z) 
的 解析 点 ， 但 该 点 是 /(z) 的 解析 点 的 极限 点 ， 则 称 这 一 点 为 /(z) 的 坷 异 点 或 奇 点 ， 因 此 ， 一 个 
关于 :的 有 理 函 数 在 其 分 母 不 为 零 的 每 一 点 都 是 解析 的 ， 其 分 母 的 零点 都 是 它 的 奇 点 ， 如 果 
7(z) 在 全 平面 上 是 解析 的 ， 则 称 它 为 整 函数 ， 例 如 ， 所 有 关于 z 的 多 项 式 函 数 都 是 整 函数 

在 后 面 几 章 中 我 们 将 看 到 ， 解 析 性 是 我 们 一 直 在 寻找 的 标准 ， 对 于 函数 来 说 ， 指 的 是 变量 : 
的 复 结构 ， 事 实 上 ， 在 5.2 节 将 证 实 ， 所 有 的 解析 函数 都 可 以 通过 z 唯一 表示 (不 用 a y RE). 

当 一 个 函数 /由 它 的 实 部 和 虚 部 (s, y) + ip(x，7y) 给 出 时 ， 用 定义 去 证 明 它 的 解析 性 显 


O 有 些 书 使 用 全 纯 (holomorphic) REM (regular) MWH. Marquis de Condorcet (1743—1794 ) 首先 使 用 解析 函数 
(analytic function) 这 个 用 语 . 


[可 


图 


TV 
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g2* 


然 是 一 件 乏 味 的 事情 .在 下 一 节 ， 我们 将 建立 一 个 用 起 来 非常 方便 的 检验 标准 ， 同 时 ， 还 要 证 


H e 的 解析 性 .此 后 ， 一 般 情况 下 就 不 再 使 用 基于 公式 (1) 的 代入 法 了 . 
练习 2.3 
1 RRSO E am 的 某 邻 域内 有 定义 ， 证 明 下 式 

limLf(z, + Az) - f(,)]/A 


等 价 于 
lim[ fco) -faG- a). 


p 


证明 : ESE 可 微 ， 则 
KE) = Azo) +f’) + Al) C- a), 
其 中 ， 当 zz BE, A(z) 90. 
3. 证 明 : Fe f(z)TE z, 处 可 微 ， 则 它 在 am 处 连续 . 【提示 : 利用 习题 2 的 结论 . ] 
4. 用 定义 4 证 明 ， 下 列 函数 处 处 不 可 微 . 
(a) Rez (b) Imz (o) 1zl 
S. 证 明定 理 3 中 的 求 导 法 则 (5) 和 (7). 
6. 证 明 对 于 负 整数 "， 公 式 (4) 也 成 立 . 


7. 应 用 定理 3 中 的 求 导 法 则 (5) ~ (9) ， 求 下 列 各 函数 的 导数 、 
(a)f(2) =6z +82 +iz+10 (b)f(2) = (P -3i) * 
j-9 Lois 

OAD en (MO PEST 


COA) -6i(? -1)* GP eis) 

. (ULM) BE f TE z 解析 且 太 (zs) x0， 证明 
PRECEZCHI 
im rr it 
[OP 


=I f'l) l 
及 
lim | arg[/(2) -f(s0)] - arg(z ~ 2)| = argf' (za). 
Rwf) M w fz), MAF z, 附近 的 z:， 映射 /的 伸 长 距离 由 因子 1/'(z) 1 表示 : 
lw- wll f’) EXE zl. 
IRE, / 旋转 从 zo 出 发 的 向 量 通过 角度 arg/"(z ) 表示 : 
arg(w — ws) ~ arg(z - 2) + argf' (3). 
换 句 话说 ， 对 于 ax 附近 的 *， 映 射 w = Sla) 的 作用 接近 于 线性 变换 
w= fiz) +f’) (z-z) =e *e*p(z - x). 
( 见 练习 2.1 中 习题 12. ) 


9. 找 出 下 列 函数 的 非 解 析 点 . 


1 is 2r 
(oc OE 
(o rl (d)? (22 -32 41) 7 
Fersa 


10. 用 定义 4 证 明 : 函数 /(z) = 1 :1 在 :=0 可 微 ， 而 在 其 他 任何 点 都 不 可 微 . [提示 
[thr -la (s ADOS ED -i 
Ar E Ar a 


ig 


二 + 和] 
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11. 讨论 下 列 函 数 的 解析 性 - 


NODE 
(28 E +i [D [E (4) -y! «23i 
z+2 z-5 
(2 +y +y-2+is 0 (s+) +i(r -a 
(0 1 21 3 62s (3735 
12. 设 P(z) e(2-2)(272)(272,). 对 = 用 归纳 法 证 明 
Pil. Ex D r4 
PG) Tin 1-4 z 


[ 注 : P'(z)/P(z) 称 为 P(z) 的 对 数 导 数 (logarithmic derivative). ] 
13, 设 /(z) 与 g(z) 都 是 整 函 数 ， 确 定 下列 命 题 哪些 总 是 对 的 . 


(a)/(:)? 是 整 函 数 . (b)fC2)gCz) E E BR CL 
Cf G)/g G) RB R. (4)5f(2) * ig 2) RES RC 
(CO fCUs) JERR. (Dal? +2) 是 整 函数 ， 
GGG) ) 是 整 函数 . 


14. 证 明 洛 必 达 法 则 (1'Hopital's rule)? ; 35 f 5 g fe s, MUS, Bf) gl) 70, a'() 90, WI 


LD L 
Eyre) E) 
IO fe ] 


:-£ 


[提示 : 记 ni — 
15. 利用 洛 必 达 法 则 求 极限 lim( 1 +2)/(1 vi). 
16. df) s2? +1, z 2(-1443)/2 8.2 2(-1-431)/2.. 证明: 从 zx 到 za 的 线段 上 不 存在 点 w 使 得 
f) -fG) = fQ)( 2 2). 
这 说 明 微 积分 中 的 中 值 定理 不 能 推广 到 复 变 函数 . 
17. 设 FO =J(z)g(z)h(z)， 其 中 /，g 和 上 都 在 s, 可 微 ， 证 明 ， 
(aa) = f'G)gG)hG,) + fG)g' G)hG) + fG)g Gh). 


2.4 柯 西 - 黎 曼 方程 


函数 的 解析 性 预示 着 它 的 实 部 与 虚 部 之 间 存 在 着 某 种 形式 的 联系 ， 我 们 很 快 会 看 到 ， 在 上 
节 定义 4 中 式 子 的 右 端 ， 令 Az 趋 于 零 ， 很 容易 推导 出 这 种 联系 的 精确 表示 式 、 本 节 的 目的 是 
研究 这 一 联系 的 性 质 . 
车 函数 /(z) =ulx, y) +iv(x, y)fEz 2x, +iy 可 微 ， 则 极限 
Pea) = imf AD = Am) 


pP Ax 
可 以 通过 让 Az( = Ax + iAy) 沿 复 平面 上 任意 方向 趋 于 0 得 到 ， 当 Az 沿 着 水 平方 向 趋 于 0 时 ， 
W Az = Azx， 于 是 
u(xo + Ax,yo) + iv(xo + Ax,yo) - u(xoyo) -ip(xo,yo) 
Ax 


£02 = jim 


O  Holbik (Guillaume De L'Hôpital, 1661—1704) 写 出 了 第 一 本 微分 学 教科 
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P lim [ "C + Any) - aa] + i lim [ + Ax,yo) -v(xo,y0) 
p Ax cul Ax 
(参考 图 2-5)， 因 为 表示 式 的 两 个 极限 恰好 是 u 和 "关于 x 的 一 阶 偏 导数 ， 于 是 

EAA (1) 
另 一 方面 ， 若 Az 沿 着 垂直 方向 趋 于 0， 则 Az = iay， 于 是 


fe s ptt lcg ad 


从 而 
FG) mci) tse (2) 


而 (1) 式 和 (2) 式 右 端 都 等 于 同一 复数 /'(z。)， 所 以 通过 比较 等 式 两 端的 实 部 与 虚 部 ， 即 知 在 
Zo =xo +iyo 处 ， 下 列 方程 必然 成 立 : 


ðu _ aw au __ ðw 
ES per] e 


方程 (3) 称 为 柯 西 - 歼 杰 方程 >， 从 而 我 们 证 明了 如 下 定理 


7 GEH GAAfG)c-u(x, y) *iv(x, y) ÆA z 可 微 的 必要 条 件 是 柯 西柳 曼 方 程 在 
DENM 
[B33] 因此 ， 如 果 / 在 开 集 内 解析 ， 那 么 柯 西 - 黎 曼 方程 必然 在 C 内 每 一 点 成 立 . £ 
有 一 个 便于 记忆 柯 西 - 黎 曼 方程 的 方法 ， 简 单 地 记 住 /水 平方 向 的 导数 必定 等 于 垂直 方向 
的 导数 ， 可 写 为 
af. af 
àx aliy) x 
à(u iv) _ 1 alu * iv) 
a i ap oC 
比较 上 式 等 号 两 端的 实 部 与 虚 部 得 


du Wo 

ar dy’ ax ay 
例 1 证 明 函 数 /(z) =(x* ty) iO? -x) 在 任 一 点 都 不 解析 . 
证 由 于 u(x, y) =x +y 及 v(x, y) -Y -x, 我 们 有 

au ôv 


PRESE LES 
S8 17, adi 
ày ax 
因此 ， 柯 西 - 黎 曼 方程 仅 在 直线 x =y 上 同时 满足 ， 而 不 存在 使 柯 西 - 黎 曼 方程 同时 满足 的 开 圆 


盘 ， 由 定理 4， 函 数 拟 z) 无 处 解析 . " 


O Bi Augustin-Louis Cauchy, 1789—1867), A&&(Bernhard Riemann, 1826—1866). 
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需要 指出 的 是 ， 从 数学 的 严密 性 考虑 ， 仅 有 柯 西 - 黎 曼 方程 成 立 并 不 足以 保证 函数 的 可 微 
PEs EIRIN u, v 的 一 阶 偏 导数 连续 性 的 条 件 假设 ， 由 此 得 到 下 述 定理 . 


一 阶 偏 导数 在 G 内 存在 且 在 z ERO, HAE n 满足 柯 西 - 黎 受 方程 ， 则 (z) 在 z 可 微 . 
因此 ， 若 wu 在 G 内 存在 一 阶 连续 偏 导 数 ， 且 柯 西 - 黎 曼 方程 在 G 内 成 立 ， 则 J(z) 在 6 


内 解析 . 
证 f(z) 在 的 差 商 可 写 为 
fz + Az) -f(z) 
Az 

[u(x + Ax,yo + Ay) ~ u(xo,y0)] + i[v(xo + Ax,yo + Ay) - v(xo ,yo)] 
Ar + iAy z 

HEP z x, tiya, AzcAxciAy 若 取 1 Az1 充分 小 ,使 得 以 am 为 圆心 ，1 Az1 为 半径 的 闭 圆 

dise fT 6 中 ， 则 上 述 表达 式 是 合理 定义 的 ， 将 下 面 的 差 值 
u(xo + Ax,yo + Ay) - u(xo,yo) 


(4) 


重 写 为 
[u(xo + Ax,yo + Ay) - u(xo,yo + Ay)] + [u(xo,yo + Ay) - ux). (5) 

因为 u 的 偏 导数 在 6 内 存在 ， 由 中 值 定理 ， 在 x。 与 x。+ Ax 间 存 在 数 T 满足 

u(xy + Ax,yy + Ay) — u(xo x, + Ay) = Ax (x syo + Ay. 
进而 ， 因 为 偏 导数 在 (xs ，yo) 连续， 我 们 有 

(yo Ay) = EG) tes 

Hep x^ 一 x。 和 Ay 一 0 时 (特别 地 ， 当 Az 一 0 时 ) ， 函 数 <, 一 0， 因 此 ，(5) 式 的 前 一 项 可 写 为 

om + Ax, + Ay) -wma + Ay) = Aro) fe]. 


对 (5) 式 的 后 一 项 用 类 似 方 法 处 理 ， 并 引进 函数 s,。 然 后 以 同样 的 方式 处 理 (4) 式 中 v 的 
差 值 ， 最 终 得 到 


J + AM) NA) ad[2 + el +2 ELE 名 [只 + ez nz + ie.) 
A Ax iAy 
其 中 每 个 偏 导 数 在 (ze yo) 的 值 都 可 以 计算 出 来 ， 且 当 Az 一 0 时 ，e 一 0(i=1, 2, 3, 4). Hi 
柯 西 - 黎 曼 方程 把 差 商 表示 为 
aeg emer a 
Ax + iAy Az + iAy’ 
其 中 和 A: =Ax(e, ie) +Ay(e, tie). 因为 


(6) 


日 ”连续 性 假设 可 以 去 掉 而 不 影响 本 定理 的 正确 性 . 
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Ay 


- Le *ie,l 
Ax + iAy 


1 e+iey1+ 


A Ax 
xut Ax + iy 
<l el tis, Il es + ie lh, 
则 (6) 式 的 最 后 一 项 当 Az—0 REESE O, X 
lim f+ 82) -f(z) 
a Az 
Bp f'(z,) fr fk. Ë 
由 定理 4 可 知 ， 例 1 中 的 函数 成 z) 无 处 解析 ， 但 是 它 在 直线 x =y 上 任 一 点 可 微 ， 
在 1.4 节 中 ,我们 曾经 指出 ， 指 数 函 数 有 具有 很 好 的 解析 性 质 ， 现 在 来 证 明 它 . 
例 2 证 明 指数 函数 /(z) =e = e" cosy + iersiny 是 整 函数 ， 并 求 它 的 导数 . 
证 ”因为 Bu/ax 2 e'cos y, ðv/ðy = e'cosy, àu/0y = - e'siny 及 9v/9x = ersiny， 从 而 对 平面 
上 任 一 点 ,u,v 的 所 有 一 阶 偏 导数 连续 且 满 足 柯 西 - 黎 曼 方程 .所 以 f(z:) 是 整 函 数 ， 由 公 
RO), 我们 得 到 


ài ð 
= aC) +i a Cen 


PG) = 9 iE = ercosy + ie'siny 
XB. JO) =f). 图 
作为 这 些 技巧 的 进一步 应 用 ， 我 们 证 明 下 面 类 似 于 实 函数 的 一 个 著名 定理 
[定理 6 XjG EBARDRMÁULXGAGUUSO, MIG)ARD E43 
在 定理 证 明之 前 ， 我 们 注意 到 区 域 的 连通 性 是 一 个 本 质 的 性 质 ， 实 际 上 ， 如 果 (z) 由 下 式 
定义 


0 如 果 1zl<1 
fs f 如 果 1z1 > 2， 
则 A(z) 在 它 的 定义 城 ( 它 不 是 一 个 区 域 ) 上 解析 , P0) =0, 但 f(z) 不 是 一 个 常数 . 
定理 6 的 证 明 ”由 于 在 D 内 /'(:) =0， 由 公式 (1) 和 公式 (2) u, v 的 所 有 一 阶 偏 导 数 在 
D 内 都 等 于 零 ， 即 
WW 
. àx ^ Oy (x oy 
因此 ， 由 1.6 节 定理 1 M, u, o dE D 内 都 为 常数 ， 故 f=u+iv tE D 内 也 为 常数 . C] 
定理 6 的 一 个 简单 推论 是 :如果 /和 g 是 区 域 D 内 有 相同 导数 的 两 个 解析 函数 ， 那 么 在 区 
DW, /=g + 常数 (见习 题 7). 
应 用 定理 6 和 柯 西 - 黎 虹 方 程 可 以 进一步 证 明 ， 若 解析 函数 /(z) 在 区 域 D 内 满足 下 列 条 件 
之 一 ， 则 / 必 为 常数 : 
Re f(z) F D 内 为 常数 ; 
Im f(z) F D 内 为 常数 ; 
1f(z) 1 于 D 内 为 常数 . (7) 
其 证 明 留 作 练习 . 


练习 2.4 


1. 利用 柯 西 - 黎 此 方程 证 明 下 列 函 数 无 处 可 微 . 
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(a)ws i (h)w = Rez (e)w 22y - ix. 
2. 证 明 hz) 23! e 3ay! - 3x +i(y +3xy-37) 在 坐标 轴 上 可 微 ， 但 处 处 不 解析 . 
3. 利用 定理 5 证 明 &(z) =3x +2x -37 -1+i(6xy+27) 是 整 函数 ， 并 将 它 写成 * 的 表达 式 的 形式 . 
4. 设 
fa i^y? 如 果 z 关 0， 
ost, 各 果 0 
证 明 ; 柯 西 - 黎 曼 方程 在 点 z =0 成 立 但 在 这 点 不 可 徽 .[ 提示 : 当 Az 分 别 沿 着 实 轴 与 直线 y =x 趋 于 零 时 ， 
考虑 差 商 /( Az)/Az. ] 
5. 证 明丽 数 /(z) = e [cos(2xy) + isin(2xy) ] 是 整 函数 ， 并 求 它 的 导数 . 
6 若 上 和 > 都 由 极 坐标 (r，6) 表 示 ， 证 明 柯 西 - 黎 曙 方程 可 表示 为 


MG ey) 


[提示 : 当 : 沿 着 射线 arg z= 0, 和 沿 着 圆周 1 z1 =r Fg n R, DERRIG) - G6 x). 

7. 证 明 ; 若 两 个 解析 琢 数 和 & 在 区 域 D 内 有 相同 的 导数 ， 则 它们 只 相差 一 个 常数 ，[ 提 示 : 考虑 /-g. ] 

8. 证 明 : 着 /在 区 域 D 内 解析 ，Ref(:) 或 Imf(:) 在 D 内 为 常数 ， 则 f(z) 在 区 域 D 内 必 为 常数 

9. MEREN, RE FC) = 1 ce 在 条 件 (7) 下 无 处 可 微 

10. 车 /(z) 在 区 域 D 内 解析 且 了 到 实 什 ， 则 /(:) 在 区 域 D 内 为 常数 . 

11. RS) GO VEI D 内 解析 ， 则 /(z) 在 区 域 D 内 为 常数 . 

12. 证 明 ; 车 /在 区 域内 解析 ， 且 1f(:) ! 是 区 域 D 内 的 常数 ， 则 函数 /在 区 域 D 内 为 常数 . [提示 :1 1” 
为 常数 ， 所 以 在 D 内 31/1 /ar =31/1 /3y 20, f'(2) =0, 利用 这 两 个 关系 式 及 柯 西 - 黎 曼 方程 可 得 
f(s) =0.1] 

1. 车 /(z) ，1 fG) 1 BEKIR D ARH, MSEK D 内 为 常数 . 

14. 证 明 ; KARN o AER D 映射 为 直线 的 一 部 分 ， 则 /在 区 域内 必 为 常数 

15. 从 地平 面 到 uw 平面 的 一 个 映射 


uza(x,y), v= v(x,y) 
的 雅 可 比 行列 式 (Jacobian) 由 下 列 行列 式 定义 : 
du du 
Handia | 97 
w w 
à ay 


其 中 偏 导数 全 都 在 (ze，m ) 处 取 值 证明 : d (2) ula, y) +ip(x, y) EAR x =x + iyo 解析 ， 则 
Haos X) = VP. 
16. 正如 上 一 节 所 讨论 的 ， 函 数 解析 性 的 概念 要 求 函 数 /(x，y) mu(x, y) + ip(x，y) 只 能 写成 由 x+iy 而 不 是 
= =x -iy 表示 的 式 子 .为 了 使 这 个 概念 更 加 明确 ， 引 进 变 量 替换 
(s "m poda 


»2x-iy 7 = (£-97i 
得 到 函数 
JG ms = fim am. 
a) 利用 链 式 法 则 证 明 
df ldu dæ), ifôr_ du 
-alata bx ay 


l 
2-86 
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(b) 因 为 了 和 三 相同 ， 所 以 说 *J 与 无关” 等 价 于 


9f x8f 
m ^ar 
证 明 这 个 条 件 与 /的 柯 西 - 黎 曼 方程 相同 . 
2.5 调和 函数 
二 维 拉 普 拉 斯 方程 

2a, Žo AN 

Vé: 99 = 

中 : av) tay 0 a) 


的 解 是 数学 物理 中 最 重要 的 函数 之 一 ， 在 二 维 自由 场 ， 与 标量 磁场 强度 一 样 ， 可 用 方程 (1) 的 
解 来 描述 静电 场 的 电势 ;相应 场 中 任意 方向 的 场 强 可 由 由 (zx，7y) 的 方向 导数 来 表示 。 在 理想 状 
态 下 ， 二 维 流 体 的 流动 问题 也 可 由 这 类 函数 来 描述 ， 如果 一 个 由 金属 丝 制作 的 环 足够 平 直 的 
话 ， 则 由 也 可 被 理解 为 穿 过 该 环 崩 紧 的 薄膜 的 排水 量 ， 下 一 节 将 把 方程 (1) 的 解 作为 一 个 模型 
讨论 恒温 分 布 问题 

就 应 用 数学 而 言 ， 解 析 函 数论 最 重要 的 应 用 之 一 是 ， 满 足 方程 (1) 的 解 非常 之 多 ， 为 此 
我 们 引入 下 面 的 标准 术语 

定义 6 车 实 函 数 四 (x*，y) 在 区 域 中 内 具有 连续 二 阶 偏 导 数 并 且 满 足 拉 普 拉 斯 方程 (1)， 
则 称 由 (x，Y) 是 刀 内 的 调和 函数 

如 下 面 定理 所 述 ， 调 和 函数 起 源 于 解析 函数 的 实 部 与 虚 部 

定理 7 # fG) zul, y) +iv(x,y) 在 区 域 中 内 解析 ， 则 函数 (x,y) 和 v(x，)) RAE 
D 内 的 调和 函数 ， 

证 “在 第 4 章 ， 我 们 将 证 明 任何 解析 函数 的 实 部 与 虚 部 都 有 任意 阶 连 续 偏 导 数 ， 不 妨 先 
假定 这 个 结论 成 立 ， 在 这 个 条 件 下 ， 由 初等 微 积分 知 ，u，v 具有 任意 阶 的 混合 偏 导数 ， 即 

3 39u ð au (2) 


这 个 等 式 等 价 于 方程 (1). 因此 ，" 在 DD 内 调和 ， 同 理 可 证 4 也 在 DD 内 调和 . " 

反之 ， 如 果 给 定 了 (譬如 说 ) 开 圆 盘 内 的 一 个 调和 函数 x(*，y) ， 则 可 找到 另 一 个 调和 函数 
olx, y), EI u tiv 为 这 个 圆 盘 内 z 的 解析 亲 数 ， 这 个 函数 " 称 作 “的 一 个 共 示 调和 函数 ， 已 
知 “， 可 以 应 用 柯 西 - 黎 曼 方程 求 出 w， 下 面 的 例子 将 给 出 具体 方法 . 

例 1 构造 一 个 实 部 为 w(x，7) =x -3xy +y 的 解析 函数 . 

解 由 于 


O “ 拉 普 拉 斯 ( Marquis Pierre - Simon de Laplace, 1749—1827). 
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E es og, 
x ay 
D WEG DIU LMMESOITGNOPEIG LIITACHEEELITEX REL I E AT 


必 有 


ðv _ ðu 2 2 

Caa E 3 

D x y (3) 
及 

àv ðu 

Z =-% Z 6ry-l. 4 

ar » S (4) 


如 果 把 * 看 作 常 量 并 对 方程 (3) 关 于 y 进行 积分 ， 得 
v(x,y) = 3x!y - y! + constant, 
其 中 “constant" 应 该 是 x (0 fE 3E Er PT ACER C, ptg y 无 关 ， 因 此 ， 可 将 它 写 为 
v(x,y) = 32y - y! « (x). 
为 了 求 出 y(x)， 把 上 式 代 入 (4)， 得 
x = xy + (x) = xy - L (5) 


HE u'(x) m - 1, HA yl) = -x ta, Epa Ju CÉGIEGJ) AR. HIE u(x, y) 
^p Jti WR PR C 
v(x,y) 2 33y - y! -x 5a, 
从 而 得 到 解析 函数 
f) 2 x -3ay +y ci(3x y - y! -x a), 
它 可 以 被 写 为 =” -i(z-a). L] 
IE NE EE IM EDILLLICCMDIEIILLILSELLCOMELOELII 
节 的 习题 205， 这样， 通过 研究 调和 函数 ， 可 以 对 解析 函数 有 深入 的 了 解 . 
一 个 解析 函数 /(z) 的 实 部 和 虚 部 都 是 调和 函数 ， 它 们 在 xy 平面 上 各 自生 成 一 个 曲线 族 ， 
称 为 水 平 截 线 或 等 位 线 ， 即 
u(x,y) = constant . (6) 
及 
v(x,y) = constant. (1) 
若 把 "看 作 电 磁场 中 的 电势 ， 则 曲线 (6) 就 是 等 势 线 如果 将 u 看 作 温度 ， 曲 线 (6) 就 是 等 
iA. 
对 于 函数 /(z) =z ex -y tiry, KERR ulr, y) ox -y= 常数 就 是 以 直线 y= +x 为 
渐 近 线 的 双 曲 线 ( 如 图 2-6a 所 示 ) ; olx, y) =2xy = 常数 则 是 以 坐标 轴 为 浙 近 线 的 双 曲 线 (如 
图 2-6b BER). 
由 图 2-7 可 以 看 到 ,如 果 把 两 族 水 平 截 线 释 合 起 来 ， 它 们 之 间 的 交角 都 是 直角 .对 于 解析 


O 并 非 任意 区 域 上 的 调和 函数 都 存在 清和 共 辐 、 课 后 习题 21 提供 了 一 个 区 城 为 带 孔 国 盘 (punctured disk ) 时 的 反例 . 
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函数 (图 2-8)，1/z( 图 2-9) 和 e'( 图 2-10) 的 水 平 截 线 也 是 如 此 ， 这 并 不 是 偶然 的 ; 解析 函数 
f(z) 的 实 部 和 虚 部 的 水 平 截 线 除去 它们 在 交叉 点 处 导数 /'(z) =0 外 都 是 这 样 . 下 面 利用 柯 西 一 
黎 曼 方程 说 明 这 一 点 . 


a) t - ye REC b) 20= 常 数 


图 2-6 7 的 实 部 与 虚 部 的 水 平 截 线 


I 2 N 
3 SO 


a) Re(:')= 常 数 b) Im(z*)-76 fk 
图 2-8 r 的 实 部 与 虚 部 的 水 平 截 线 


SEE 


a) Reje- ži b) Im(e)= 常 数 


图 2-9 1/2 的 实 部 与 虚 部 的 水 平 截 线 图 2-10 e' 的 实 部 与 虚 部 的 水 平 截 线 


我 们 知道 ， 向 量 [ eu/axz，au/ay] 为 “的 针 率 且 与 u 的 水 平 截 线 正 交 ， 同样 ， 向 最 [ 9v/9x， 
an/ay] 为 "的 斜率 且 与 "的 水 平 截 线 正 交 . 由 柯 西 - 黎 曼 方程， 这 些 斜 率 向 量 的 标量 ( 点 BUS 
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duv Qu!» waw wwo, 
ðxəx by yar ðxəðy 
因此 ， 若 这 些 儿 率 向 量 不 为 0， 则 它们 是 正 交 的 ， 所 以 水 平 截 线 也 是 如 此 ， 因 此 调和 函数 与 其 
苍 调和 函数 的 水 平 截 线 在 交点 正 交 . 

下 面 的 例子 说 明 如 何 应 用 解析 函数 理论 求解 以 水 平 截 线 为 边界 区 域 的 拉 普 拉 斯 方程 . 

8/2 求 一 个 函数 四 (x，y)， 使 得 它 在 右 半 平面 上 有 曲线。 ， 

妇 - 六 =2 与 好- 六 =4 之 间 的 区 域内 调和 ， 并 在 左边 边界 上 
取 值 为 3， 右 边 边界 上 取 值 为 7( 如 图 2-11 所 示 ). 

解 e-r REREN? HER, MIANA R 
是 一 个 已 知 调和 函数 的 水 平 截 线 ， 为 满足 题 中 所 要 求 的 边界 
条 件 ， 考 虑 函数 
dU) = AG! - y) +B = Re(4z +B), At BIEK, 
根据 题 设 条 件 ， 适 当选 取 ALB. Mr -y 22 时 ， 由 条 件 ， 


olx, y) =3, RA lx, 7) 的 表达 式 ,， 得 图 2-11 例 2 区 域 中 的 拉 普 拉 斯 方程 
AQ) +B = 3. 
Mg -y 4M), 由 条 件 ， (x, y) =7， 代 人 g(x，y) 的 表达 式 , 得 82 
A(4) +B = 7. M 
解 这 两 个 关于 A, B 的 方程 即 可 得 到 所 求 函 数 
$c) =U - y) - 1. " 
这 类 例子 很 容易 找到 ， 在 下 一 章 和 第 7 章 中 将 给 出 更 多 应 用 方面 的 例子 . 
练习 2.5 
1. 验证 下 列 解析 函数 的 实 部 与 虚 部 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 
WA = ra2z+1 [DE (e)h() =e 


2. 求 出 形 如 ax! + bxy + er 的 最 一 般 的 调和 多 项 式 . 
. 证 明 下 列 每 个 给 定 的 函数 u( 在 它 的 定义 域内 ) 是 调和 的 ， 并 求 u (089 — A GENE R A PR C 
(a)u sy. (b)u = e'siny. 


e 


(c)usxy-xy. (d)u = sin xcoshy. 
(e)u Inl z} ,其 中 Rez>0. (Du = Ime^. 

4. 证 明 : 车 v(x,y) 为 区 域内 u(x，y) 的 共 红 调 和 函数 ， 则 区 域 D 内 u(x,y) 的 任 一 共 思 调 和 函数 必 为 
olz, y) ta 的 形式 ,其 中 a 为 实 常数 . 


S. 证 明 : 车" 为 的 共 罗 调和 函数 ， 那 么 -uw 为 v 的 共 辐 调和 函数 . 


6. 证 明 : 若 * 为 区 域 忆 内 “的 共生 调和 函数 ， 那 么 uw 在 区 域 D 内 调和 . 84 
7. 求 一 个 函数 (x，y) ， 使 得 它 在 竖 直 无 穷 带 形 
iz: -1 < Rez «3| 


内 调和 ， 且 在 左边 缘 上 取 值 为 0， 在 右边 缘 上 取 值 为 4. 
8. RR u, v EK DAMM, fE 
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(a)u+v 是 否 必 存 区 域 D 内 调和 ? 

(b)ur 是 否 必 在 区 域 D 内 调和 和 ? 

{e)au/ax 是 否 存 区域 D 内 调和 ? (可 以 利用 我 们 将 在 第 4 章 证 明 的 结论 一 一 调和 函数 具有 任意 阶 连续 偏 
导数 . ) 

9. RPAN $(x，y)， 使 得 它 在 第 一 象限 内 曲线 xy =2 与 xy =4 之 间 的 区 域内 调和 ， 且 在 下 边缘 上 取 值 为 
1， 在 上 边缘 取 值 为 3 【提示 : SEL] 

10. 证 明 拉 普 拉 斯 方程 的 极 坐标 (r，9) 形 式 为 

a 上 1g. 
PIRIES EL 

11. BG) =z+ 1Xz 证 明 水 平 截 线 Imi) =0 由 实 轴 (z=0 除外 ) 与 圆周 1 :i =1 组成. KERR imf(:) = 
常数 可 用 来 解释 流体 流 经 柱状 体 时 形成 的 流 线 . ] 

12. WEH: r, 69 为 极 坐 标 ， 则 函数 "cosn0 与 "sinnb 为 关于 x 与 y 的 调和 两 数 ， 其 中 为 整数 ，[ 提 示 ; 利 
用 棣 英 弗 公式 . ] “ 

13. 求 一 个 耳 数 ， 使 得 它 在 以 非 负 x 轴 与 半 直 线 y=x(x 宇 0) 为 边界 的 模 形 域内 调和 ， 且 在 边界 上 趋 于 0 但 不 等 
FO [提示 : 参考 习题 00. ] 在 某 些 理想 条 件 下 ， 该 函数 的 水 平 截 线 可 解释 为 流体 从 一 个 模 形 物体 内 部 流 
出 时 的 流 线 . 

14. ib f 2) TE POL D 内 解析 且 不 取 0 fi. WEH In 1 f(2) 1 在 DD 内 调和 . 

15, 求 一 个 函数 四 (:) ， 使 得 它 在 以 1 :1 =1 及 1 zl =2 为 边界 的 同心 圆 环 (环形 域 ) 内 调和 ， 且 在 内 圆周 上 
中 =0， 在 外 圆周 上 $(2e”*) =5cos39.、 [提示 : 考虑 z 和 z….] 

16. 求 一 个 函数 由 (z) ， 使 得 它 在 1 =3 的 外 部 调和 , 在 1 :1 =3 上 趋 于 0 但 不 便 等 于 0. [提示 ; 参考 习 


题 14.1 
17. 求 一 个 在 上 半 平 面 Imz >0 内 调和 ,在 Imz>0 上 连续 的 函数 (x，y) ， 使 得 对 于 所 有 的 x 有 
(a)d(x, 0 è 45x41. 


(bjela, 0) 222 (3 +4). 

[提示 : BD 22/0 +4) 在 上 半 平 面 上 22i 处 不 解析 ， 故 由 = Re[22/( +4) ] 不 合适 ， 可 考虑 
22 à 2 2 

X44 x-1 


x x 

+ Bey 
ETE 

18. 证 明 : 若 (xz， 7) 调和 ， 则 o, - io, 解析 (可 假定 由 具有 各 阶 连 续 偏 导数 )， 

19. 求 一 个 函数 %(z) ， 使 得 它 在 单位 圆周 1 :1 =1 的 外 部 调和 ， 满 足 

ole”) = cos, 0&6 2n, 
且 沿 着 所 有 大 的 半径 r， (re”) 趋 于 常 值 1/2. [提示 : 回忆 两 数 :“， 它 在 单位 圆周 的 外 部 解析 ， 沿 着 大 
的 半径 了 它 趋 于 零 . ] 

20. 利用 例 1 的 方法 ， 证 明 任 何在 圆 盘 内 的 函数 (xc, y) ERRA (x, y). [提示 : 唯一 可 能 出 现 
的 难点 是 对 应 于 方程 (5) 的 那 一 步 ， 这 时 ,为 了 求 出 "(x) ， 必 须 确信 在 所 有 情况 下 ， 变 最 7 都 能 被 消 掉 . 
由 于 4 是 滑 和 函数 ， 因 此 这 是 必然 的 . ] 

21. 证 明 : 尽管 w=In1 zi 在 复 平面 上 除去 点 :=0 的 区 域 ( 即 在 区 域 C\ 101) 内 调和 ， 但 它 没有 在 区 域 
C\ 101 内 的 共 亏 调和 函数 v， 换 句 话说 ,证 明 不 存在 函数 vb 使 得 in1 :1 +iv(:) 在 区 域 C\ 101 内 解析 . 
[提示 : 车 In1 zl eiv(z) E CV 10| 内 解析 ， 则 除去 负 实 轴 外 ,vr(z) = Argz +a. ] 

22. WEH: 车 中 (x,，7) 及 (x,，y) 调 和 ， 则 由 下 式 定义 的 两 数 A o RETE ERES 

u(x.y) = $b, + ph, 
及 
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v0 2G ey! c) uh. 

"2.6 调和 函数 的 一 个 实例 一 一 恒温 

对 于 调和 函数 来 说 ， 借 助 一 个 熟悉 的 物理 模型 的 帮助 来 记 住 它 们 性 质 是 有 益 的 ， 下 面 将 看 
到 ， 温 度 均 衡 的 厚 平 板 恰好 起 到 了 这 个 作用 . 

图 2-12 是 一 块 由 导热 材料 做 成 的 厚度 均匀 的 平板 ,诸如 一 块 铜板 或 者 微 电 子 元 件 的 陶瓷 
基 片 等 ， 由 于 它 的 厚度 是 均匀 的 ， 所 以 它 的 上 、 下 两 个 面 都 与 xy 平面 平行 ， 假 定 板 的 表面 是 
隔 热 的 ， 在 竖 直 方向 没有 热量 流出 ， 这 样 ， 板 的 均衡 温度 7 是 一 个 关于 x, y 的 函数 

T = T(x,y). 

因为 板 的 温度 分 布 由 热源 (或 散热 器 ) 以 及 置 于 边缘 的 绝热 材料 维持 ， 所 以 有 如 图 2-13 显 

示 的 等 温 线 . 


图 2-12 导热 板 图 2-13 汇 和 源 


板 的 温度 一 旦 达到 均衡 状态 ，T(x*，y) 就 是 一 个 调和 函数 ， 即 


"T 9T 
2 27-0 (1) 
y 


现在 给 出 它 在 物理 上 的 解释 .如 图 2-14 所 示 ， 对 于 厚 板 内 的 一 个 jj 
( 边 长 为 = 的 ) 小 正方 形 ， 由 热传导 的 傅 里 叶 法 则 知 ， 通 过 小 正方 形 
每 一 边 的 热流 的 比率 与 在 热流 方向 上 温度 变化 的 比率 成 比例 ， 因 此 
通过 AB 与 CD 方向 的 热流 与 97/9x 成 比例 ， 通 过 BC 与 AD 方向 的 
热流 与 97/9y 成 比例 (实际 上 ， 因 为 热流 是 从 热 到 冷 流动 的 ， 所 以 
与 该 正方 形 的 截面 积 及 材料 有 关 的 比例 常数 为 负数 . )， 热 流 被 描述 


为 通过 AB 与 AD 进入 正方 形 ， 通 过 BC 与 CD AERE. Ait, 图 2-14 热流 
热 的 净 流 出 量 与 

ar| aT] ,er| er 

9x |oo sl Ol ly 


成 比例 . 


[86] 


188] 
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对 于 小 尺度 的 s， 由 于 一 阶 导数 的 差 可 由 二 阶 导数 来 近似 ， 因 此 热 的 净 流量 又 与 
T oT 
acti (2) 
成 比例 ， 当 温度 达到 均衡 状态 时 ， 这 个 正方 形 材料 不 再 变 凉 (或 加 热 )， 所 以 热 的 净 流 量 为 
0， 用 、 除 表达 式 (2) ， 则 7T(*，7y) 满足 方程 (1)- 
温度 分 布 中 出 现 调和 函数 这 一 事实 使 我 们 对 它们 的 数学 性 质 产生 了 一 些 狂想， 例如， 观察 
图 2-15 的 等 温 线 ， 它 们 显示 "热点 "位 于 板 的 内 部 ， 这 种 情况 不 会 发 生 在 衡 温 状态 ， 因 为 热量 
总 是 从 高 向 低 流动 ， 所 以 高 温 点 的 温度 会 降下 来 ， 当然 ， 图 中 的 情形 可 以 通过 在 板 的 下 面 放置 
热源 来 维持 ， 而 由 于 我 们 假定 热源 只 是 放置 在 边缘 上 ， 从 而 已 经 排除 了 这 种 可 能 ， 可 以 断言 ， 
温度 分 布 决 不 会 出 现 这 种 内 部 最 高 ， 调 和 函数 在 这 种 情况 的 严格 公式 表示 和 一 般 化 结论 在 
第 4 意 称 为 最 大 值 原理 ， 即 调和 函数 不 可 能 在 区 域 的 内 部 达到 最 大 值 ， 除 非 它 在 区 域内 恒 为 
常数 ， 
另 一 个 例子 是 下 面 的 一 个 试验 .如 图 2-16 所 示 ， 通过 外 部 热源 使 板 的 边缘 保持 固定 的 温 
度 ， 把 我 们 能 够 (通过 某 种 温度 调节 炉 ) 控 制 温度 的 某 一 小 段 边 缘 除外 ， 虽 然 从 物理 层面 上 讲 ， 
只 要 火炉 的 温度 充分 高 ， 板 上 任意 内 点 的 温度 都 可 以 达到 任意 指定 的 值 ， 但 是 我 们 不 可 能 把 整 
块 板 的 内 部 各 点 的 温度 按照 预先 的 设想 去 重复 实验 一 饥 


图 2-15 "HA 图 2-16 可 调节 的 边缘 温度 


我 们 的 期 望 是 内 部 的 温度 完全 由 边缘 的 温度 分 布 来 控制 >， 这 确实 是 一 个 调和 函数 边 值 性 
质 的 一 个 例子 ， 在 第 4 章 中 将 要 研究 的 泊 松 ( Poisson) 公 式 ， 会 明确 表达 这 种 函数 的 边 值 与 内 部 
值 之 间 的 关系 . 
练习 2.6 


1. 利用 物理 直觉 ， 在 板 的 均衡 温 度 状态 下 ， 绘 出 由 图 2-17 所 示 的 边缘 温度 的 等 温 线 族 - 
2. 绘 出 图 2-18 中 边缘 温度 分 布 的 等 温 线 。 它 的 结构 与 最 大 模 原理 矛盾 吗 ? 
3. 绘 出 图 2-19 中 边缘 温度 分 布 的 等 温 线 ， 它 的 结构 与 最 大 模 原理 矛盾 吗 ? 


O WEE. 零 绝对 温度 的 热力 学 事实 ,限制 了 我 们 冷却 板 内 部 任意 点 的 能 力 . 
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0*| 
图 2-18 等 温 线 的 结构 (习题 2) 图 2-19 等 漫 线 的 结构 (习题 3) 


*2.7 和 迭代 映射 一 一 茹 利 亚 集 与 芒 德 布 罗 集 


如 果 把 一 个 数 输入 计算 器 ， 按 下 函数 键 **， 然 后 一 直 不 停 地 反复 按 它 ,会 有 什么 情况 发 生 
R? 计算 器 计算 了 这 个 数 的 平方 后 ， 接 着 计算 这 个 结果 的 平方 ， 然 后 再 对 新 结果 计算 它 的 平 
方 ， 如 此 这 般 一 直 计算 下 去 ， 这 相当 于 对 函数 /(x) =x* 一 直 作 迭代 运算 ， 当 这 个 和 迭代 过 程 用 
复数 进行 时 ， 就 会 变 得 非常 有 趣 ; EP EL CEU E MEC PECES 
为 复 平面 上 的 一 个 轨道 . 

如 果 和 迭代 复 变 函数 扩 z) =z*， 容 易 预 测 许 多 轨道 。 当 始点 或 “种 子 ”z。 在 单位 圆 内 时 ， 有 
1 zo。1 <1， 这 时 轨道 保持 有 界 ( 因 为 迭代 序列 的 模 较 小 ) 且 收敛 到 z=0; 当 ! z。1 >1 时 ， 其 迭 
代 序 列 的 模 较 大 ， 这 时 轨道 无 界 . 

对 于 有 界 轨道 ， 例 1 给 出 了 一 个 容易 验证 的 方法 . 
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例 1 ERR REFARI: 

(DG) fe 2 - £L 的 一 个 邻 域内 解析 . 

GDA) =¢. 

(Gi) 1f (Q2 1 «1. 
则 存在 一 个 以 为 中 心 的 圆 盘 ， 使 得 以 该 盘 内 的 点 为 始点 的 所 有 轨道 仍然 位 于 圆 盘 内 部 且 收 敛 
qus 

证 由 


lim 
P 


na -4 Meri ei 
rz 


RAO =Y， WIPO 与 1 之 间 选 取 实 数 p， 使 得 对 于 以 8 为 心 的 充分 小 圆 盘 内 的 所 有 z， 有 
IAD -HO mI fG) -tspls -Yl (D 
这 个 圆 盘 即 为 所 求 ， 事 实 上 ， 如 果 以 该 图 盘 内 的 任意 一 点 a 作为 轨道 x m fO afa), 
afln), WRA, IAHR 
Iz -tispls -ts sp la-tl. 
央 为 p<1， 对 于 任意 的 n， 点 较 z。-, 更 加 接近 Z， 这 意味 着 limz, =g. " 

BAO =L, WR 为 函数 /(z) 的 不 动 点 。 满 足 例 1 中 条 件 的 不 动 点 称 为 吸引 子 ; 由 收 
伍 到 《 的 轨道 的 始点 构成 的 集合 称 为 5 的 吸 性 域 、 因 此 ,《=0 为 /(z) =z 的 一 个 吸引 子 ( 因 为 
0z0' =/(0) 和 1/"(0) 1 =0<1)， 其 吸 性 域 为 开 圆 盘 1 z1 <1， 例 1 表明 每 个 吸引 子 有 一 个 至 
少 包含 一 个 小 圆 盘 的 吸引 域 . 

Ka) =z 的 另 一 个 不 动 点 & = 1 称 为 斥 性 点 ， 它 的 性 质 见 本 节 习 题 2. 

对 于 函数 /(z) =, do, 位 于 单位 圆周 | z。1 =1 上 ， 则 所 有 从 z 开始 的 轨道 也 位 于 单位 
圆周 1 z 1 =1 上 ， 事实 上 ， 如 果 z =1, 或 am = -1， 则 它 的 轨道 很 快 趋 于 固定 点 z=1， 如 果 
9? (1. 5 节 中 所 说 的 一 个 三 次 单位 原 根 ) ， 则 其 产生 的 轨道 在 两 个 点 xm Se ^ 之 间 振 荡 ， 
称 为 一 个 以 2 为 周期 的 2 循环 ; OX EET UL, zs e^) /U(D ) 的 一 个 不 动 点 ， 由 此 可 
推出 ,始点 e"" 产生 一 个 3 循环 ，e “产生 一 个 4 循环 那么 对 于 一 般 情 况 呢 ( 见 本 节 
习题 6)? 

可 以 证 明 ， 若 e 为 无 理 数 ， 始 点 选 为 。= e™*， 它 生成 的 轨道 中 的 点 不 重复 ( 见 本 节 习 
题 4) ， 事 实 上 它们 在 单位 圆周 1 21 =1 上 稠密 ， 央 此 单位 圆周 把 收敛 到 0 的 轨道 的 始点 与 无 界 
轨道 的 始点 隔离 开 来 ， 并 且 它 含有 自身 的 各 种 轨道 . 

定义 7 设 1(z) 为 一 个 多 项 式 函 数 。 通 过 /的 选 代 得 到 的 轨道 是 有 界 的 那些 始点 构成 的 集 
合 称 为 充满 茹 利 亚 集 ; /(:) 的 充满 茄 利 亚 集 的 边界 称 为 /(z) 的 茹 利 亚 集 . 

所 以 的 茹 利 亚 集 是 单位 圆周 ， 它 的 充满 匣 利 亚 集 是 闭 单位 圆 盘 . 

函数 /(z) =r -2 的 茹 利 亚 集 是 区 间 [ -2，2]( 它 已 经 被 充满 ")， 事 实 上 , 如 果 -2<x< 
2, 则 0<x <4 及 -2<x -2=/(x) <2， 所 以 从 [ -2，2] 出 发 的 轨道 仍 是 有 界 的 ， 其余 的 那 


O 1918 年 匣 利 亚 (G. Julia) 研 究 过 这 些 集合 - 
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些 z 是 无 界 轨道 的 始点 的 值 的 证 明 则 必须 等 到 学 习 了 俩 可 夫 斯 基 变 换 后 才能 进行 ( 见 练习 7.7 
的 习题 8(s) ). 

基于 以 上 原因 ， 我 们 也 许 认 为 所 有 形 如 f(z) 2 z +e 的 函数 的 茹 利 亚 集 是 圆 盘 、 线 段 或 其 
他 一 些 简单 的 图 形 ， 但 决 不 是 这 样 ! 当 我 们 对 不 同 的 复 值 常数 确定 z + e 的 有 界 轨道 的 种 子 
时 ， 出 现 了 多 种 多 样 异 乎 寻常 的 令 人 惊叹 的 图 形 ， 图 2- 20 中 展示 了 诸如 龙 、 免 、 短 耳 泉 以 及 
海岸 线 的 图 形 ， 这 是 对 于 不 同 的 一 些 常数 “已 经 知道 的 茹 利 亚 集 的 图 形 ， 这 些 图 形 中 许多 是 分 
形 ; 它们 的 维 数 既 不 是 1 也 不 是 2， 而 是 介 于 两 者 之 间 . 其 中 大 多 数 图 形 具 有 自 相似 性 ， 如 果 
对 图 形 的 一 个 小 子 集 的 局 部 进行 仔细 观察 ， 会 发 现 它 与 整体 的 形状 相似 ， 


-0.1+0.8i 0.357+0.1i 


-2 


图 2-20 茹 利 亚 集 


探究 茹 利 亚 集 最 有 趣 的 方法 是 使 用 计算 机 软件 ， 虽 然 函 数 迭 代 的 规则 很 简单 ， 但 对 专家 来 
说 ， 把 图 形 描绘 出 来 却 并 不 在 行 ， 本 章 最 后 列 出 的 参考 文献 指出 了 一 些 提供 这 方面 工具 的 网 站 
和 软件 包 ， 和 希望 读者 用 计算 机 软件 尝试 一 下 ， 把 图 2-20 中 的 图 形 绘制 出 来 . 

由 图 2-20 看 到 ， 一 些 充满 茹 利 亚 集 由 单 连通 分 支 组 成 ， 而 另外 一 些 却 不 是 ，1982 5E, 1* 
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德 布 罗 ( B. Mandelbrot) 开始 研究 <。 为何 值 产生 的 (充满) 茹 利 亚 集 是 连通 的 ， 这 就 是 由 图 2-21 所 
示 的 、 令 人 惊讶 的 世 德 布 罗 集 ， 如 果 函 数 /(z) = +e 的 充满 茄 
利 亚 集 是 连通 的 ， 则 。 位 于 芒 德 布 罗 集 的 内 部 ; 如 果 f(z) = 了 ec 
的 充满 茹 利 亚 集 是 不 连通 的 ， 则 。 位 于 芒 德 布 罗 集 的 外 部 ， 用 计 
算 机 软件 作 一 个 演示 ， 从 芒 德 布 罗 集 的 内 部 到 外 部 的 一 条 路 径 上 
取 一 族 。 的 值 ， 观 察 茹 利 亚 集 发 生 什 么 变化 是 非常 有 趣 的 ; 当 它 
们 由 连通 变 到 离散 时 ， 茹 利 亚 集 就 * 著 发 "了 ( 见 参考 文献 )， 这 
对 于 读者 并 不 奇怪 ， 物 理学 中 的 一 些 相 变 现象 已 经 可 由 芒 德 布 罗 
gotb. gin sss 

这 些 集合 精细 的 理论 分 析 与 计算 机 模拟 之 间 相 互 影响 ， 对 以 
后 的 研究 提供 了 一 些 令 人 感 兴趣 的 信息 ， 例 如 ， 我 们 不 能 期 望 计算 机 来 告诉 我 们 一 个 轨道 是 否 
是 无 界 的 ， 因 为 计算 机 只 能 对 有 限 数 集 加 以 区 分 ， 最 后 它 可 能 一 直 循环 下 去 (或 溢出 )， 因 此 
在 确定 一 个 轨道 是 无 界 之 前 ， 就 必须 对 需要 模拟 的 迁 代 次 数 做 出 判断 ， 其 次 ,实际 上 计算 机 对 
函数 /(z) 每 进行 一 次 迁 代 ， 它 就 会 有 一 个 会 人 误差 ， 当 我 们 模拟 长 轨道 时 ， 这 些 误差 会 堆积 起 
来 ;所 以 ， 必 须要 对 计算 结果 的 可 信 度 做 出 认真 估计 ， 尽 管 如 此 ， 在 1987 年 ，Hammel、Yorke 
和 Grebogi 证 明 ， 每 一 条 用 计算 机 模拟 的 轨道 都 任意 接近 于 基 一 真实 轨道 ! 

对 于 较 复 杂 的 函数 ， 茹 利 亚 集 (及 它们 的 同类 集 ) 是 连续 数学 研究 的 对 象 ， 本 章 最 后 列 出 
的 计算 机 软件 将 引导 读者 去 探究 由 (在 第 3 章 中 定义 的 ) E = RICH HC FG UU 
的 收 伍 图形， 实际 上 ，20 世纪 80 年 代 后 期 ， 由 芒 德 布 罗 集 生成 的 图 形 的 一 个 国际 展览 ( 称 为 "无 
序 的 边界 线 ") 已 在 许多 博物 馆 巡 回 展 出 ; 这些 可 以 在 Peitgen 和 Richter 的 参考 文献 中 找到 . 
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1. RRA) =r +e 的 不 动 点 与 吸引 子 ， 其 中 * 为 实 常数 ， 

车 /(:) 为 整 函 数 ,为 /(z) 的 不 动 点 且 1/"(Y) 1 >1， 则 z 称 为 了 的 斥 性 点 ， 证 明 存 在 一 个 以 Y 为 心 的 圆 盘 
使 得 所 有 从 圆 盘 内 出 发 的 轨道 ， 除 去 从 《出 发 的 1 循环 轨道 外 都 会 延伸 到 图 盘 外 . 

3, 求 出 下 列 各 函数 的 不 动 点 ， 并 进一步 确定 哪些 是 吸引 子 、 斥 性 点 (见习 是 2) 或 其 他 类 型 的 点 . 
(a)f(z) =? zl (b)f(2) 22 ez + (3/4)z - 174 

4. 设 /(z) r, aD T X MEER, WAF s。=e” 生 成 一 条 无 重点 的 轨道 . 

5. oR Ili f(2) = 1/(z+ 1) 的 不 动 点 ， 并 进一步 确定 其 为 吸引 子 、 斥 性 点 (见习 题 2) 还 是 其 他 类 型 的 点 . 

6. 证 明 : z =e?" RRRS) =z 生成 的 一 条 循环 轨道 的 始点 . 

7. 证 明 : 始点 =e 在 /(:) =z 选 代 下 可 生成 4 循环 轨道 ， 但 它 并 不 适合 习题 6 给 出 的 模式 

8. 

9 


P 


利用 软件 绘 出 图 2-20 中 的 茹 利 亚 集 . 
确定 映射 /(z) = az 的 充满 茹 利 亚 集 ， 其 中 a 为 复 常数 ， 分 别 考虑 1 al <1 与 1 1 >1 的 情形 . 
10. 一 般 地 ， 关 于 通 近 整 函 数 F(z) 的 零点 的 牛顿 (Newton) 方 法 可 以 用 函数 
FG) 
F'G) 


fa) =z- 
的 轨道 来 描述 . 
证 明 : 可 能 除去 F'(z) =0 的 点 外 , f(z) 的 不 动 点 与 F(z) 的 零点 相同 ， 进 而 证 明 ，P(z) 的 每 一 零点 
(F'(2) =0 的 点 除外 ) 都 是 所 z) 的 吸引 子 - 
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小 结 


一 个 以 :=x+iy 为 复 变量 的 复 值 函数 成 z) 可 以 写 做 扎 z) ula, y) tiol, y), HP ul, y), v(x, 7) 为 
两 个 实 变量 *，y 的 实 函 数 ， 分 别称 为 /(:) 的 实 部 与 虚 部 。 这 类 函数 的 极限 、 连 续 性 和 导数 的 定义 与 微 积分 中 
相应 的 定义 看 起 来 一 模 一 样 ， 但 是 由 于 :是 二 维 的 ， 而 这 些 定义 中 对 它 的 变化 没 加 任何 限制 ， 实 际 上 定义 中 
的 条 件 得 到 了 加 强 ， 特 别 地 ， 当 A: 一 0 时 ,极限 


L + Az) -f(z) 
Az 


的 存在 萄 涵 着 函数 4 和， 之 问 一 个 很 重要 的 关系 ， 即 柯 西 - 黎 曼 方程 
LEE 


az ay’ ay ax 
车 函数 /(z) 在 一 个 开 集 内 可 微 ， 则 称 它 在 这 个 开 集 内 解析 ， 这 个 性 质 可 由 在 这 个 开 集 内 ,uw RE 具有 一 阶 
连续 的 仿 导 数 并 且 满 足 柯 西 - 歼 曼 方程 推出 。 函 数 / 的 解析 性 是 /遵守 z 的 复 结构 的 直观 条 件 的 数学 语言 ， 即 了 
可 以 用 仅仅 在 (x +iy) 中 的 x 和 y 来 计算 如果/ 仅 由 :来 表达 ， 由 积分 基本 公式 可 求 它 的 导数 . 
一 个 解析 琢 数 的 实 部 与 虚 部 都 是 调和 函数 ， 即 它们 满足 拉 普 拉 斯 方程 


ax ar 
并 且 它 们 的 二 阶 偏 导 数 都 是 连续 的 ， 此 外 ， 实 部 与 虚 部 的 水 平 截 线 是 正 交 的 .在 一 个 圆 盘 上 给 定 一 个 调和 函 
数 wx(x，y) ， 可 以 构造 另 一 个 调和 函数 z(x，y) ， 使 得 u(x，y) tiol, y) 在 这 个 圆 盘 上 解析 ; 这 样 的 两 数 ， 
称 为 4 的 苍 调和 函数 ， 调 和 函数 可 以 用 来 解释 物理 现象 中 的 温度 均衡 分 布 - 
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第 3 章 初等 函数 


31 多 项 式 与 有 理 函 数 
如 2.2 节 中 所 说 ， 形 如 


p = a + s+ a + + a (1) 
的 函数 称 为 z 的 多 项 式 函 数 ， 两 个 多 项 式 的 比 
ao + az a kac 


DEI 


R..(z) = (2) 


KHAR AH. 
若 在 多 项 式 (1) 中 ， 复 常数 a. +0, MEEK) 的 次 数 是 n9. 车 在 有 理 函 数 (2) 中 ， 
a, 0 FL b, 0， 则 称 有 理 函 数 (2) 分 于 的 次 数 是 m, 分母 的 次 教 是 n， 这 些 函 数 的 解析 性 质 非 
常 明显 ;多项式 函 数 是 整 函 数 ， 有 理 函 数 在 除 分 母 为 零 的 点 外 处 处 解析 . 这 些 函数 族 将 有 助 于 
我 们 对 初等 解析 函数 的 研究 . 
首先 ， 取 一 个 特殊 的 三 次 多 项 式 作 典 型 分 析 : 
Pi) = 12 + 10z - AZ - 22 =- 22 - Az +10z+12. (3) 
我 们 将 考察 户 (z) 是 如 何 由 其 零点 和 导 函 数 在 某 一 点 处 的 函数 值 所 确定 的 . 
容易 证 明 ( 用 代入 法 )p,(z) 的 零点 是 2，-1 和 -3. 由 此 可 推出 Ps(z) 可 表示 为 下 列 因 式 的 
乘积 : 
p3(z) =-2(z-2)(2+1)(z+3). (4) 
对 多 项 式 进行 因 式 分 解 的 一 般 思 路 是 ， 我 们 总 可 以 用 一 个 “除数 "多 项 式 去 除 一 个 “被 除数 ”多 
项 式 ， 得 到 一 个 “ 商 "多 项 式 和 一 个 次 数 小 于 “除数 "多项式 次 数 的 “剩余 ”多项式 : 
被 除 式 = 除 式 x 商 式 + 余 式 . (5) 
En 是 任意 复 常数 ， 在 (1) 式 中 用 一 次 多 项 式 -2 除 p.(z)， 则 得 到 一 个 次 数 更 低 的 余 式 ， 即 
一 个 常数 ， 于 是 ` 
Ps(z) = (z -z)p, (2) + 常数， (6) 
其 中 商 多 项 式 p,.,(z) 的 次 数 为 n- 15， 车 恰 为 p,(z) 的 一 个 零点 时 ， 在 (6) 式 中 令 z=z,， 则 
可 推出 (常数 ) 余 式 是 0. 于 是 (6) 式 说 明了 如 何 把 (z -a ) 从 p,(:) 中 分 解 出 来 的 过 程 ， 这 时 我 
们 说 P(z) 被 "压缩 "了 ， 对 前 面 的 例子 证 (z) ， 我 们 分 解 出 第 一 个 零点 z, =2 后 ， 得 到 
-22 -4z «102 +12 = (z -2)( - 22 - 8: - 6). 
若 这 时 z, 是 商 多 项 式 p.,(z) 的 零点 ( 当然 是 p.(z) 的 零点 )， 则 可 以 进一步 分 解 出 (z -z,)， 
等 等 ， 如 此 一 直 进行 下 去 ， 直 到 把 所 有 的 零点 讨论 完 为 止 ， 最 后 得 到 9 
Ps(z) = (2-2) 二)…(z - z9pu a2. 0) 


O WGEBUUO 的 多 项 式 的 次 数 是 - = ， 除 避免 一 些 “例外 "(见习 题 22) 情 形 外 ， 此 规定 意义 不 大 . 
O ” 称 这 个 除法 为 驾 畔 相 除法 - 
G ”读者 应 该 知道 以 下 事实 : 理论 上 。 这 个 分 解 总 是 可 以 持续 进行 直到 p。，(:) 变 为 一 个 常数 . 
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由 于 p,(z) 有 三 个 零点 ， 因 此 式 (4) 表 明 它 可 被 “完全 "分 解 为 一 次 因 式 的 乘积 (因子 -2 的 
次 数 为 0). 
Bii 求 多 项 式 z «(2-02 -2iz 的 因 式 分 解 . 
解 ”显然 z =0 是 它 的 一 个 零点 ， 于 是 有 
z €(2-i)z2 -2iz » z(z + (2 -i)z - 2i). 
应 用 求 根 公 式 ( 见 1.5 节 中 例 3) ， 可 以 得 到 上 面 二 次 多 项 式 的 两 个 根 
em S CETUR OCENENIE 
(关于 平方 根 ， 见 练习 1.5 习题 21) ， 因 此 该 多 项 式 可 分 解 为 
zo £(2-i)z -2z = z(s $2)(z - i). " 
如 果 对 六 次 多 项 式 pe(z) 225 +z -4iz -4z 4 -3i 进行 因 式 分 解 ， 面 临 的 问题 是 如 何 去 找 
Ps(z) 的 一 个 零点 ， 首 先 要 考虑 的 问题 是 ，pe(z) 究竟 有 多 少 个 零点 ? 在 1.1 节 ， 我 们 知道 二 + 
1 在 实数 范围 内 没有 零点 ， 只 有 把 数 系 扩充 为 复数 系 C， 才 有 零点 上 +i， 这样 可 能 存在 一 族 系 数 
在 C 中 的 多 项 式 , 它们 在 C 中 无 零点 ,为 此 我 们 必须 继续 扩大 数 系 . 
1799 年 ， 传 奇 式 人 物 高 斯 在 他 的 博士 论文 中 证 明了 代数 学 基本 定理 ， 进 而 说 明 不 需要 继 
续 扩大 数 系 : 
ESI 任意 复 系 数 非常 数 多 项 式 在 C 上 至 少 有 一 个 零点 ， | 
由 于 在 因 式 分 解 过 程 中 可 以 分 解 出 所 有 的 零点 ， 最 后 直至 常数 项 ， 因此 我 们 立即 得 出 一 d 
n 次 多 项 式 有 n 个 零点 ， 重 零点 按 它 们 的 重 数 计算 ， 例 如 ，z* «2: «1-2 (zi)*(z+i)? 在 两 个 
点 处 为 零 ， 每 个 零点 的 重 数 都 是 2， 我 们 把 它们 算 作 4 个 零点 . 
高 斯 一 生 中 给 出 了 代数 学 基本 定理 的 四 种 证 明 . 最 简单 的 一 个 以 本 书 第 4 章 的 复 积分 为 基 
础 ， 详 细 证 明 将 在 4.6 节 中 给 出 . 
回 到 因 式 分 解 过 程 并 结合 商 多 项 式 的 零点 存在 性 问题 ， 我 们 可 将 任何 多 项 式 完全 地 分 解 为 
Po(z) = a (2-5) (z 5) (2 7 2). (8) 
由 (8) 式 可 以 得 到 大 量 的 信息 。 它 表明 n 次 多 项 式 p.(z) 恰 好 有 n 个 零点 ,不 少 ( 若 计算 重 数 ) 
且 不 多 (为 什么 ); p,(z) 完 全 由 其 零点 和 一 个 常数 倍 (a, ) 确定 ， 若 两 个 "次 多 项 式 有 相同 的 
(nn 个) 零点 ， 则 它们 仅 相差 一 个 常数 因子 .另外 ， 这 个 因 式 分 解 表明 ，z, 为 P(z) 的 大 重 零点 当 
且 仅 当 


p.) = (z -10)'g(z), 
其 中 94(z) 为 一 多 项 式 ， 且 glz) x0. 
例 2 EH: 若 p(z) 为 实 系数 多 项 式 ， 则 它 可 表示 为 一 次 因 式 与 二 次 因 式 乘积 的 形式 ， 其 
中 每 个 因 式 的 系数 都 为 实数 . 
证 我 们 知道 ， 任 一 实 系数 多 项 式 的 非 实数 零点 以 复 共 罗 对 出 现 ( 见 练习 1.2 习题 17 ). 
Wi, Ea 是 z 的 共 罗 复数 ， 则 在 (8) 式 中 可 以 把 (z-z )(z-2) 组 合 起 来 ， 得 
p.) = a (2 2) (2 5) (z-z) 


2a -(tn)tamea-i) 
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= a,(Z -2(Rez)z+lz13)…(z 7 2,). 
这 样 ， 一 对 次 数 为 1 的 复 因 式 就 可 用 一 个 实 二 次 因 式 来 代替 . 对 其 余 复 因 式 也 作 类 似 的 组 合 处 
理 ( 且 注 意 到 如 果 有 任何 实 零点 ， 则 有 实 一 次 因 式 ) ， 就 能 得 到 所 需 的 表达 式 . 例如 ， 考 虑 五 
次 单位 根 ， 可 以 证 明 
z -1 = (:-1)(£ -2cos(2m/5)s * 1) (2 - 2cos(4m/5)z + 1). n 
当然 ， 基 本 定理 只 是 指出 了 零点 的 存在 性 ; 却 并 没有 告诉 我 们 如 何 把 它们 求 出 来 ， 我 们 已 
经 知道 如 何 求 出 一 次 (平凡 的 !) 和 二 次 ( 求 根 公式 ) 多 项 式 的 所 有 零点 ， 对 三 次 和 四 次 多 项 式 情 
形 ， 本 章 未 的 参考 文献 中 给 出 了 相应 的 求 根 公式 ， 对 五 次 或 五 次 以 上 的 多 项 式 ， 阿 贝尔 "和 伽 
风 瓦 9 终结 了 长 达 数 世纪 的 研究 ， 证 明 没 有 类 似 的 算法 存在 . 
因此 ， 对 一 般 情 况 下 的 多 项 式 进行 因 式 分 解 ， 必 须 借 助 于 对 其 零点 的 数值 逼近 ， 如 果 有 一 
个 好 的 初 值 估计 可 应 用 的 话 ， 牛 顿 方法 ( 见 练习 2.7 习题 10) 是 一 个 求 出 任何 解析 函数 零点 的 
极 好 方法 ， 本 章 后 面 的 参考 文献 中 还 列 出 了 专 为 多 项 式 设计 的 其 他 算法 
为 了 进行 后 面 的 讨论 ， 考 虚 下 面 的 例子 . 
例 3 将 (3) 式 中 的 多 项 式 p,(z) 表 示 为 关于 (z -1) 的 筹 的 形式 (而 不 是 z 的 等 的 形式 )， 
解 ” 即 要 求 系数 d。，d,，d, 和 中， 使 得 
pi(z) = 12 + 10: - Az - 22? (9) 
=d, +d,(z-1) +d(z -1) +d,(z - 1). (10) 
较为 直接 的 方法 是 把 (10) 式 写成 z 的 等 的 形式 ， 与 (9) 式 的 系数 作 比 较 ， 得 到 四 个 含有 四 个 未 知 
数 的 方程 ， 联 立 求解 ， 更 简单 的 方法 是 令 z= (z-1) +1， 把 其 记 为 +1, Ep G) p 1) 
示 成 的 短 的 形式 ， 最 后 再 用 (z - 1) 代替 《: 
pl +1)=12+10(7 +1) -4(¢ «D! -2(¢ +1) 
=12+10¢ +10-4 -8-4-27 -6 -6-2 
=16-4 -107 -20; 
pi(2) = 16 - 4(z - 1) - 10(z - 1)? - 2(z -1). Q1) 
图 
由 此 例 可 知 ， 对 任意 给 定 的 aa， 任意 多 项 式 都 可 以 写成 (z -za) 的 者 的 形式 ， 但 有 一 个 更 
加 简单 的 “重复 展开 "法 .首先 注意 到 ， 在 (10) 式 中 ，p,(z) 的 系数 可 直接 由 ps 及 其 导数 在 z=1 
处 的 导数 表示 ， 例如， 对 (10) 式 求 二 次 微分 ， 消 去 d。 和 du; 在 等 式 左边 令 z=1， 消 去 由; 仅 
38 贝 ( 乘 以 2)， 对 (10) 式 逐次 微分 ， 得 到 
p.) = d, 
ps0) = 4d, 
pi) =2. 1d,, 
p^5(4) 23-:2-:14,, 


O Wis CAbel, Niels Henrik, 1802—1829). 
O MEPE (Galois, Evariste, 1811—1832). 
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pO) =p) = … = 0. 
HERH, EZAR p (OFC -n WERHRFARP, (2-7) 的 系数 等 于 p,(z) 的 上 阶 导 
MTE z 点 的 值 除 以 tl2 : 


T 
Mr pM E S EC a) e SEO ay 
RT 
= Pa Pn UL ay (12) 


这 个 式 于 称 为 多 项 式 p, (2) Æ z 处 的 泰勒 形式， 当然 ， 也 可 直接 由 (9) 式 求 出 户 (z) 在 1 处 的 
泰勒 形式 : 
ps(1) =12+10.10-4.1 -2- 1 =16 =d,, 
pi) =10-4.2.1 -2:3:1 2-4 2d, 
等 等 (对 比 (11) )， 因 此 ， 多 项 式 p,(z) 的 “标准 "形式 (3) 就 是 它 在 点 z=0 处 的 泰勒 形式 ， 通 常 
把 多 项 式 在 点 :=0 处 的 泰勒 形式 称 为 麦克 劳 林 “ 形式 ; 所 以 ， 标 准 形式 (9) 即 为 p,(:) 的 麦克 
劳 林 形 式 . 
车 一 个 多 项 式 的 泰勒 形式 的 第 一 项 的 次 数 是 一 次 
Cy re M EDD, asjue d E) 
JW z, 是 这 个 多 项 式 的 一 个 零点 . 例如 ，Pi(z) 在 其 零点 za =2 处 的 泰勒 形式 是 
5G = (0) - 6-2 -26-2! -ÉG-2*. (13 
事实 上 ， 在 (13) 式 中 不 含 常 数 项 p,(2) 不 仅仅 表明 :=2 是 p,(z) 的 零点 ,而且 还 给 出 了 另外 一 
种 分 解 出 (z -2) 的 方法 ， 当 多 项 式 p,(z) 的 泰勒 形式 中 不 含 前 项 时 ， 其 形式 为 
pin) pP (a) in ya 0) 


(z-2)", 


pD = PR n) Pia ca) ee PR a P 
四 i id 
= uc I xe de n] 


因此 ,车 有志 是 p,(z) 的 一 个 k 重 零点 ， 则 有 ps (2) 40, EXET Oi < 上 , A pP (z) =0. 

下 面 我 们 考虑 有 理 函 数 .因为 它们 是 多 项 式 之 比 ， 可 分 别 对 其 分 子 和 分 母 用 前 面 方法 作 类 
似 的 讨论 . 或 许 最 具 启 发 性 的 是 它 的 下 述 分 式 形式 : 
a(z 2) (zz) (2-2,) 
AETAT ARTETAN 
其 中 {za} 是 分 子 的 所 有 零点 ，} 如 | 是 分 母 的 所 有 零点 ， 假 定 已 经 约 去 了 含 相同 零点 的 因子 ， 则 


Rz) = (15) 


O itto =1 

© 泰勒 (Brook Taylor，1685 一 1731) 在 1715 年 发 表 了 他 的 发 现 ， 但 这 早 在 其 40 年 前 就 由 James Gregory ( 1638—1675 ) 
Lil 

Q AX Colin Maclaurin, 1698—1746). 
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分 子 的 零点 当然 就 是 R。,(z) 的 零点 ; 分 母 的 零点 称 为 R。..(z) 的 极点 . (当然 ， 零 点 和 极点 可 
以 是 多 重 的 . ) 显然 ， 当 = 趋 于 任意 一 个 极点 时 ，R。 .(z) 将 趋 于 无 穷 大 2 . 
例 4 求 下 列 有 理 函 数 的 所 有 极点 及 相应 重 数 . 
Gz +3i) (è - 4) 
R(z) Ga D^ 
解 ” 分 母 的 零点 是 2， i 及 -i， 它 们 可 能 是 R(z) 的 极点 ， 为 确定 它们 是 否 为 极点 ， 把 分 子 
和 分 母 进行 因 式 分 解 并 约 去 相同 的 因 式 ， 得 


Q3: 30) (P -4) 3(z+i)(: -2)(z+2) 
(2-2)(24D! (z-2)(z-i) (z +i)? 


_ 3+2) 
G- d) 
Wit, zzi R(z) 的 2 重 极点 ，z= -i 为 R(z) 的 单 极点 . L] 
根据 R。,(z) 的 极点 ， 可 以 把 R。,(z) 写 成 部 分 分 式 的 形式 ， 例 如 : 
34 +4z -5 Le E; (16) 


G-2)G:*0G*3) :-2!':401^!|:49 
对 于 重 极点 情形 ， 


4z+4 -1 8 -7 6 
Tr ry ud 
注意 有 理 函 数 的 部 分 分 式 分 解 集 中 在 它 的 极点 上 ， 很 少 涉及 它 的 零点 的 情况 ， 
定理 2 如果 e 
PA a,azta es au (18) 
Qa) = — - 


MERANER AEEA 
是 一 个 分 母 次 数 为 n=d， +d, +… +d,、 分 子 次 数 为 m 且 n>m 的 有 理 函 数 ， 则 R.. (2) A 
下 形式 的 部 分 分 式 分 解 
AD A AS, 
G-0* G-u T 
o 
posts E 
(z-i)? 
o 
十 FEX. te 
G-£0^ 


R.G)- 


(19) 


|A PIAP RRR. (MRi ERAM. ) 


O 在 1.7 节 的 意义 下 ， 一 个 有 理 函 数 将 其 极点 的 邻 域 映 射 成 为 无 穷 大 m 的 邻 域 - 


初等 西数， 71 


在 计算 积分 时 ， 读 者 可 能 已 有 过 一 些 部 分 分 式 分 解 的 经 历 ， 更 进一步 的 应 用 将 在 后 面 的 章 
节 中 给 出 5. 
在 证 明定 理 2 之 前 ， 先 假定 每 一 个 适当 的 有 理 函数 都 有 一 个 部 分 分 式 分 解 ， 下 面 我 们 讨论 
如 何 把 它 求 出 来 
较为 直接 的 算法 是 对 形 如 (19) 的 式 子 的 分 母 进行 通 分 ， 把 通 分 后 得 到 的 分 子 与 R。.(z) 的 
分 子 逐 项 比较 ， 由 此 得 到 一 个 关于 未 知 系数 A | 的 线性 方程 组 ， 并 解 这 个 方程 组 ， 求 出 
14 中 }， 在 下 例 中 ， 我 们 将 给 出 一 个 计算 14,”} 更 简洁 、 更 有 效 的 方法 . 
例 5 重 求 (17) 式 中 有 理 函数 的 部 分 分 式 分 解 . 
解 ” 所 求 形式 应 为 
LET! LAE d AD AD 
RO) 15-06-25 ^ Y i *G-2)*:-2 
若 在 (20) 式 两 边 同 乘 以 >， 那么 (20) 式 右 端 第 一 项 的 分 母 就 约 去 了 :, IRA z=0， 则 可 求 


(20) 


HAT S 即 = limzR(z)， 仅 仅 是 从 RO) 原先 的 表达 式 就 可 很 容易 求 出 这 个 极限 : 
AP = limzR(z) = Ty eid 

同 理 ， 我 们 容易 得 出 
AP = lim(z - 1)R(2) = PT =8 
AP = lim(z -2)RG) = mE A 


为 了 求 出 4 ， 在 (20) 式 两 边 同 乘 以 (z-2)*， 通 过 微分 消去 45 : 


w(-2) AT(G-2* 
£tG-21w)-2 Aee, & 0-0 Ca»ooa) sap] 


AP G-2) 206-m. AD 
ee 


"ad^ E z-1 
这 时 ， 除 ADU 外， 其 余 各 项 至 少 含有 一 个 因 式 (z-2) ， 所 以 


AP = lim iie -2)°R(2)] = lim as +4) 
.Q -2)4-(4:2*4)(2:2-1) |. , " 
y (22 -2)° 


由 上 述 例子 的 方法 可 知 ， 如 果 R...(z) 可 以 写成 (19) 式 的 形式 ， 则 其 系数 的 一 般 表达 式 为 


(21) 


由 此 公式 ， 我 们 可 以 得 到 定理 2 的 证 明 方法 . 


”在 大 多 数 应 用 中 ， 当 一 个 有 理 函 数 的 分 子 次 数 等 于 或 超过 分 母 次 数 时 ， 我 们 有 一 个 更 长 的 分 解 式 ， 更 明确 地 分 出 
“多 项 式 " 部 分 ， 再 对 余下 的 分 式 部 分 应 用 部 分 分 式 分 解 . 


105] 
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定理 2 的 证 明 设 常 数 4;” 由 (21) 式 定义 首先 考虑 (19) 式 中 含有 极点 的 部 分 分 式 的 
和 (所 谓 的 R...(z) 在 处 的 奇异 部 分 )， 我 们 断言 差 


"n 1 , 
R) Br Rs) -rr (th) (22) 
不 以 如 为 极点 ， 记 
Ta) := Y APG -£)'. 


(23) 


ao taz +a, + tant, 


Qla) := b, lz - C0 5C - 10) G ) 


JU (22) st à] 735 
LL PG) o Ta) PG) - QG)TG) 
GDE a-g)" g) 7 
所 以 要 证 前 面 的 断言 ， 必 须 证 明 4, 至 少 为 多 项 式 已 - 07 的 由 阶 零 点 ， 即 
(P-QT)"(4) =0， 其 中 :=0,1…d - 1. (24) 
为 此 ， 注 意 到 (23) 式 是 多 项 式 了 在 C, 处 的 泰勒 形式 ， 从 而 
TO)! =A, 其 中 s = 0,1 ,di - 1. 


由 式 (21) ， 我 们 有 
lo Ln i = PG) 
AP s FOU), IEP g6) := (E-G) RO) = GOY 


故 
TO) 2a" (4), 其 中 s =0,1,…%…,di - 1l. 
当 把 这 些 方 程 写成 (g - T) (0 =0 的 等 价 形式 时 ， 因 为 
(P - QT) = Q(g-7) 
(P - QT)' = Q(g - T)! « Q'(g - T) 
(P - QT)" = Q(g - T)" «20 (g - D'  Q'(a - T), 
$75, db RI HEIL (24) X. RENT £, 不 是 差 式 (22 ) 的 极点 . 
AWe, TREH g PER.) SEE g DLLL IDEA DERI E 


iim i Lun 

Mcàhouyeo 7 hec ak 
为 一 个 没有 极点 的 有 理 函数 ， 即 为 一 个 多 项 式 ， 而 当 | rl 趋 于 无 穷 大 时 ，(25 ) 式 中 的 每 一 项 
都 趋 于 0， 所 以 它 必 是 一 个 零 多 项 式 ， 由 此 推出 等 式 (19 ) mor. " 


练习 3.1 


1 设 -1, 3i 及 -3i 分 别 为 4 次 多 项 式 P(z) 的 2 重 ， 1 重 及 1 EPA. Ep) 580, Rph). 
2. 证 明 : 若 多 项 式 p(z) =a, +a, rn na, 可 写成 P(z) ea 72)" (i7 2)" (2-2). RI 
(a)n 2d, +d; ++ d, 


d 


* 


swn 


10. 


11. 


13. 


14. 
15. 


3p3* 4d 73 


(b)a, , = ca, (dz, + ds & di). 
(eja ea, C - Draft 

对 下 列 多 项 式 进行 因 式 分 解 : 

Q2 + (2 42i)2 «2iz (b)z* - 16 
(b)i tzt +z +r +2 ta 


证 明 ; Bpl) =z avr e +ao 是 一 个 次 数 n>1 的 多 项 式 ， 且 1 os 1 >1， 则 P(z) 在 单位 圆周 外 至 少 


有 一 个 零点 [提示 : 首 项 系数 a. =1， 并 考虑 p 的 因 式 分 解 形式 . ] 
求 下 列 多 项 式 在 :=2 处 的 泰勒 形式 : 
(a) 43:44 (b); (G)(-01(6-2) 


P pla) sas +a, ai e tapla, #0), MOLIE S A p" (z) 由 下 式 定义 : 


p` (a) sā, tā, +e dar. 


(a) EB] p* (z) =z" p(172 ). 
(b) 证 明 ; 车 (#0) 是 p(z) 的 一 个 零点 ， 则 1/5。 E p (z) 的 一 个 零点 . 
(OWA: 当 ! zl =1 时 , AOI OIM 
证 明 : 车 za 是 多 项 式 p(:) 的 m 阶 零点 , 则 zo 是 p'(z) 的 m-1 阶 零点 . 
证 明 : 车 aa 分别 是 多 项 式 p(:) 与 9(z) 的 m 阶 及 k 阶 零点 ， 则 z。 是 乘积 多 项 式 p(s)q(z) 的 m+k 阶 零点 . 
WER: 若是 p,(z) 的 d 阶 零点 ， 则 存在 正常 数 c, 和 c,， 使 得 对 于 充分 接近 z 的 所 有 z, 
elz-nl*&lp(2)1!«eols-al*. 
B II 车 p,(:) 为 n 次 多 项 式 ， 则 存在 正常 数 c, 和 c: ， 使 得 对 于 1 z1 充分 大 的 所 有 :， 有 
ei «Ep, E eel zl". 


RFA ti 8 o CO BEER ei EAE R. 
3? +l 2+4 
Qs ain O56» 
243 y 2 2 
(32) (Dasr2 r4 


n Raa (E) =P(z)MC(z) 和 ro.。=P(z)/4(z) 均 为 分 子 次 数 是 严 ， 分 母 次 数 是 上 的 有 理 函 数 . 证 明 : RR, 


ir, RE men 1 个 不 同 的 点 处 取 相 同 的 值 ， 则 对 所 有 的 = 有 Ra, Eran 


运用 公式 (21)， 求 出 下 列 每 一 个 有 理 两 数 的 部 分 分 式 分 解 式 : 
3+i 2z+i 
Wr DD 005 5 
5: 432 +1 


z 
Oa Gad 


[提示 : 首先 应 用 带 余 除法 得 到 有 理 函数 的 适当 形式 . ] 
证 明 : 若是 有 理 丙 数 R(:) 的 m 阶 极点 ， 则 z。 是 其 导 函数 R'(z) 的 m+1 阶 极点 . 
( 留 数 ) 设 R= P/Q 是 一 个 满足 degP < degQ BITE PERSE, do LER BR, RITE R 的 部 分 分 式 展开 式 
中 1/(z - 们 的 系数 称 为 R(z) 在 7 处 的 留 数 ， 记 为 Res(Y)。 应 用 公式 (21) ,计算 下 列 各 个 留 数 : 
2z+3 
(a) RG) ^TG-DG D 
于 +4z+9 
(2z+2)(z-3) 
22 +3 
HEETTE 


, F Res(i). 
(b) 对 R(z) = R Res( -1). 


(G)M R(G) = R Res(0). 
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" 
-9 " 
(43i R(z) "sys FR Res3i). 
COR RG) = 2223. R Res(0). 
z(z*l) 


16. 


7. 


19. 


22. 


证 明 : 车 R...(z) 是 一 个 分 子 次 数 为 m， 分母 次 数 为 a 的 有 理 函 数 ， 则 存在 正 的 常数 c, 和 c,， 使 得 对 所 有 
充分 大 的 1 :1 ， 有 


e Fal? «0 R LG) < el al. 


证 明 : 车 PC2) ca (oi^ Gio (o). ROG E BATERA 


d, 
z 


已 (2) 
p) a 
[提示 :应 用 公式 (jgh) o f'gh + fg'h + fgh' TRARRE. 


B 


E 
] 


证明; 车 


4, d 
i-nj ion 


其 中 每 一 个 d, 都 是 正 实数 ， 并 且 每 一 个 za 都 位 于 上 半 平 面 Im 220 H, W R(:) 在 下 半 平 面 Im «0 内 无 零 
然后 对 Im z, >0 和 Im z «0 画 出 向 量 (: - :,)， 由 图 形 


RG) = 


As eR. ien) e on es Bn) 


snl [FEPEEN 


可 推出 这 些 正 实 系数 (d/1z-za17) 向 量 的 任何 线性 组 合 必 有 一 个 负 的 (从 而 非 零 ) 虚 部 ， 由 此 即 知 ， 对 
于 Imz<0， 有 lmR(z) >0.] 

证 明 ; 若 多 项 式 P(z) 的 所 有 零点 都 在 上 半 平 面 内 ， 则 p'(:) 的 所 有 零点 也 都 在 上 半 平 面 内 [提示 : $90 
习题 17 和 习题 18. ] 


.把 习题 19 的 结论 在 几何 意义 下 进一步 推广 证明: 如 果 一 个 多 项 式 的 所 有 零点 都 位 于 任 一 条 直线 的 一 侧 ， 


则 P(z) 的 所 有 零点 也 都 位 于 这 条 直线 的 这 一 侧 . 


. 当 一 个 点 集 完全 位 于 某 条 直线 的 一 侧 时 ， 则 说 该 直线 “掩蔽 "了 这 个 点 集 ， 把 含有 这 个 点 集 的 那 一 侧 称 为 


掩 项 区 域 ， 若 , ，:, ，…，z 是 平面 上 的 任何 有 限 点 集 ， 则 把 1531 的 所 有 掩 项 区 域 的 公共 部 分 称 为 它 的 
凸 即 ， 由 习题 20 的 轧 路， 证 明 高 斯 一 卢 卡 (Gauss-Lucas) 2 定理 : d$ P(z) 是 任 一 多 项 式 ， 则 p'(z) 的 所 有 零 
点 都 位 于 P(z) 的 零点 集 的 凸 包 内 

说 明 如 何 应 用 ( - oo ) 作 为 零 多 项 式 的 次 数 的 技巧 ， 推 导 “* 两 个 多 项 式 乘积 的 次 数 是 每 个 因 式 的 次 数 之 和 ” 
这 一 结论 . 


3.2 指数 函数 、 三 角 函 数 与 双 曲 函数 


复 指数 函数 。 在 解析 函数 理论 中 极为 重要 ， 这 不 仅 是 因为 它 自 身 的 重要 性 ， 而 且 因为 常 


常用 它 来 定义 复 三 角 函 数 和 复 双 曲 函数 。 由 第 1 章 中 的 定义 知 ， 车 z=* +iy,， 则 


e' = e'(cosy + i siny). (1) 
由 2.4 节 中 的 例 2 可 知 ，e’ 是 一 个 整 函 数 且 


由 (1) 可 得 


O PCR (Francois Edouard Anatole Lucas，1842 一 1891) 发 明了 汉诺威 迷宫 塔 . 


p od 75 


letze, (2) 
arge' =y+2km (k 20, £1, 82,7). (3) 
这 表明 e 不 会 取 0 值 . 但 e 可 以 取 到 任何 其 他 的 复 值 (见习 题 4)、 

任 取 集合 5 中 的 两 点 ,和 z， 若 f(z,) = f(z,) 蕴 涵 :, =z,， 则 称 / 在 S 上 是 一 一 的 .在 微 
积分 中 ， 指 数 函数 在 实 轴 上 是 一 一 的 ， 但 在 整个 复 平面 上 ， 它 却 不 是 一 一 的 ， 事 实 上 ， 我 们 有 
下 述 定理 . 
定理 3 (i) 当 且 仅 当 z=2kmi， 其 中 上 为 一 个 整数 时 ，e =1. 

(ii) 当 且 仅 当 z, =z +2kmi， 其 中 上 为 一 个 整数 时 ，e" = en 
(让) 的 证 明 首先 假定 当 z=x*+ir 时 ，e =1， 则 必 有 


lel=le l=e s], 


故 *=0， 由 此 得 
e =e” = cosy + i siny = 1, 
或 等 价 于 
cosy = l, siny = 0. 

RA y 22km Ck 为 某 个 整数 ) ， 即 当 z =2kmi 时 ， 才 能 同时 满足 这 两 个 方程 . 

反之 ， 若 z=2kmi， 其 中 人 为 整数 ， 则 

"m 
(这 的 证 明 ”由 除法 法 则 ， 
ee HB et lg. 

但 由 (i) ， 后 一 个 方程 当 且 仅 当 z -z =2kmi 时 才 成 立 ， 其 中 为 一 整数 . 图 


= e"(cos2km + isin2kmr) = 1. 


et 


(ee 


图 3-1 e 的 基本 区 域 


定理 3 的 一 个 重要 推论 是 为 周期 函数 ， 一 般 来 说 ， 对 定义 在 区 域 D 内 的 函数 /， 若 存在 
一 个 非 零 常数 入 ， 使 得 对 于 D 中 的 任何 :都 有 f(z+A) = fa), WESERI D 内 是 周期 的 . 
任何 具有 此 性 质 的 常数 A 都 称 为 /的 一 个 周期 ， 对 所 有 :， 因 为 
emoe, 


因此 e 是 以 ni 为 复 周期 的 周期 函数 。 因 此 ， 如 图 3-1 所 示 ， 若 把 :平面 分 割 成 无 限 个 水 平 带 


(2] 
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S,:= |a +iyl- m «x «c ,(2n-I1)m «y & n &1)m] (n 20,51, $2,), 


Me 在 每 一 个 带 形 区 域内 都 具有 相同 的 性 质 . 再 由 定理 3 的 (ii) ，e 在 每 个 5, 上 是 一 一 的 . 


基于 此 ， 这 些 带 形 区 域 中 的 任何 一 个 都 称 为 e 的 基本 区 域 . 
由 等 式 
e" = cosy + i siny, 
DE: 


e" = cosy - i siny, 


对 这 两 个 等 式 作 减 法 和 加 法 运算 ， 得 到 


siny = cosy = 
我 们 可 将 这 些 实 变量 公式 推广 至 复 三 角 函 数 . 
定义 1 对 任意 复数 2， 定义 
sins = 3 cose: = 二 


WA e” H e “都 是 整 函 数 ， 所 以 sinz 和 cosz 也 都 是 整 函数 ， 事 实 上 ， 
d (= cx e) Š 
2i 


d 
-sinz = 


dz dz 
类 似 地 ， 


d r 
cosz = — sinz. 


dz 


我 们 看 到 ， 等 式 (4) 和 (5 ) 与 微 积 分 中 的 求 导 公式 相同 ， 在 复 平面 上 仍然 成 立 的 恒等式 还 有 


sin(z+2T) = sinz， cos(z +2T) = cosz. 
sin(-z) =~ sinz, cos(-z) = cosz. 
sin'z + cos'z = 1. 

sin(z, £z) = sinz,cosz, + sinz,cosz,. 
cos(z t2,) = coszcosz T sinzsinz,. 


sin2z = 2sinzcosz, cos2z = cos'z - sin'z. 


= 二 (ie -(-i)e") = cosz, 


(4) 


(5) 


(6) 
09) 
(8) 
(9) 


(10) 
ai) 


这 些 人 恒等式 的 证 明 可 由 指数 函数 的 性 质 直 接 推出 ， 留 作 练习 .注意 等 式 (6) 蕴 涵 sinz 和 cosz 都 
是 周期 为 25 的 周期 函数 . 
例 1 证 明 : 当 且 仅 当 z=km( 其 中 上 为 一 整数 ) 时 ，sinz =0. 
证 若 z=kmr， 则 显然 有 sinz =0、 反 之 , 假设 sinz:=0, WA 


或 等 价 地 ， 


由 定理 3 的 (ii) 可 推出 


初等 函数 
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iz = - iz + 2kmi， 
由 此 得 出 z = tmr， 其 中 大 为 某 一 整数 . 
所 以 ，sinz 的 零点 全 是 实 零点 . eosz 也 具有 相同 的 性 质 ， 即 


cosz = 0 当 且 仅 当 z= 于 +hm， 
其 中 上 上 为 一 整数 . 
其 余 四 个 复 三 角 函 数 的 定义 分 别 为 


sinz 


cosz 1 
tanz := ， eotz := 一 一 ， secz := ， cacz := 
cosz sinz z 


注意 函数 cotz 和 cscz 在 除去 sinz 的 零点 ， 即 点 z = km 外 处 处 解析 ， 
T otn 外 处 处 解析 ， 其 中 上 为 任 一 整数 ， 而 且 ， 对 于 这 些 函 数 ， 
成 立 : 


d 2 d 
tanz = secz, -secz = secztanz, 
z 


dz d 


d 2 d 
了 -cotz =— esc'z, 下 -cscz = - csezcotz. 
dz dz 


前 面 讨论 的 都 是 复 三 角 函 数 和 实 三 角 函 数 之 间 的 一 些 相似 性 质 
的 性 质 . 例如 ， 实 余弦 函数 以 1 为 界 ， 即 
1 cosx | < 1, 其 中 x 为 任意 实数 ， 


sinz 
而 tanz 和 secz 在 除去 点 z= 
通常 的 微分 运算 法 则 仍然 


. 下 面 给 出 它们 的 一 些 不 间 


然而 
1 cos(iy) I = | +e | = coshy 
是 无 界 的 ， 事实 上 ， 对 任意 实数 y，1 cos(iy) | 21! 
复 双 曲 函数 的 定义 是 实 双 曲 函 数 定义 的 自然 推广 ; 
定义 2 对 任意 复数 z， 定 义 
" sinhz: coshz: = =" (12) 
注意 函数 (12 ) 都 是 整 函 数 ， 且 满足 
sinh = coshz, -Żcoshz = sinhz. (13) 


复 变 方法 的 一 个 优点 是 可 以 揭示 出 双 曲 函数 和 三 角 函 数 之 间 的 密切 联系 .读者 容易 证 明 以 下 


ER: 


siniz = i sinhz,sinhiz = i sinz,cosiz = coshz,coshiz = cosz, a4) 


应 用 这 些 公式 可 将 三 角 恒等式 (6) ~ CL) RRIA RECS RE. Am, EEEE) PA iz 


替换 :， 可 推出 类 似 的 双 曲 恒等式 cosh*z - sinh'z =1. 


除了 前 面 定 义 的 两 个 复 双 曲 函数 外 ， 还 有 四 个 复 双 曲 函 数 ， 分 别 定义 如 下 : 
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.. sinhz coshz 
tanhz := eos cothz := 
gb. mb 
sechz := codi cschz := bs 
练习 3.2 


i 证 明 : 当 且 仅 当 z= (m/]4 +2km)i(k=0，+1，+2，…) 时 ，e=(1+iDAM2. 
2. 设 f(z) =e- (1 +z+2/2 +26), EH f™ (0) =0. 

wo 
3 ORM Ye 
4. 设 w( #0) 的 极 坐标 表示 为 w = re". 证 明 exp( logr + i8) 2 o 底数 为 。 的 对 数 ). 
5. 将 下 列 每 一 个 数 写成 a tbi WER. 


exp(1 +i37) 

(a)exp(2  im/4) (bap( Trin/2) 
(e)sin(2i) (d)cos(1- i) 
(e)sinh(1 + mi) (f) cosh( im/2) 

6. 证 明 三 角 恒等式 (8) 和 (9). 

7. 证 明 : 对 于 所 有 复数 :， 公 式 e" = cosz +i sinz 成 立 . 

8. 证 明 微分 公式 (13). 

9. 对 下 列 各 式 ， 求 du/dz. 
(a) exp( à) (b)w = cos( 22) +i sia( +) 
(e)w =exp[ sin(2z) ] (d)w z tan'z 
(e)w = [sinhz +1]? (f)w = tanhz 

10. WARK Na) = sin(2) +e…+iz 为 什么 是 整 函数 . 

11. 说 明 函 数 mel “为 什么 在 全 平面 上 是 调和 的 . 

12. 用 关系 式 (14) 及 相应 的 三 角 恒等式 证 明 下 列 双 曲 恒等式 . 
(a)cosh'z - sinh'z = 1 (b)sinh(z, «z,) = sinhz, coshz, + coshz sinhz, 


(e) cosh(z, +z,) = coshz coshz, + sinhz, sinhz, 
13. 验证 下 列 各 式 . 


(a) sin(x + iy) = sinzcoshy + icosxsinhy 


(b) cos(x & iy) = cosxcoshy — i sinxsinhy 
14. 证 明 下 列 各 式 . 

{a)e" 是 周期 为 2r 的 周期 函数 . 

(b)tanz 是 周期 为 5 的 周期 函数 . 

(e)sinhz 和 coshz 都 是 周期 为 2wi 的 周期 函数 

(d)tanhz 是 周期 为 mi 的 周期 函数 . 
15. 证 明 : 当 且 仅 当 z = m/2 +km( 其 中 上 是 一 个 整数 ) 时 ，cosz =0. 
16. 验证 恒等式 


PETA 
- = 2eos( 225 )sin( 2—5). 
sinz, - sinz, eos( - )sin( 了 ) 
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并 用 此 来 证 明 当 且 仅 当 mz, +2km 或 za = -z e (2b Dom OP k EDERN, sinz, = sinz. 
17. 求 出 满足 下 述 等 式 的 所 有 数 z( 若 有 的 话 )- 

(a)e* =1 

(b)e* 23 

(e) cosz - i sin z 
18. 证 明 下 列 各 式 . 


(yi (b) limt 
Em | 


=0 


[提示 ; 应 用 /"(0) =lim[ f(z) - (03721 
19. ER: 在 任意 半径 为 r 的 开 圆 盘 上 ， 函 数 " 都 是 一 一 的 
20. 证 明 ， 函数 w = e' 把 图 3-2a 中 的 阴影 矩形 区 域 一 一 地 映射 到 图 3-2b 中 的 半 环 形 区 域 . 


:平面 w 平 面 


-leni leni 


a) 


图 3-2 在 w=e 下 矩形 的 映射 


21. 


(a) 证 明 映射 w = sinz 在 下 面 的 半 无 限 带 形 区域 上 是 一 一 的 : 
S, = lz+iyl-m <x < m,y > 0], 
并 求 出 这 个 带 形 区 域 的 像 ，[ 提示: 见习 题 16. ] 
《b) 对 w=sinz， 下 列 较 小 半 无 限 带 形 区 域 
S, = |x +iyl-m/2 « x < m/2,y > 0| 116| 


的 像 是 什么 ? 

22. 证 明 : 对 任意 m 个 互 不 相同 的 复数 A,，A: a ALCA AA, i4), AA E, 
性 无 关 的 .换言之 ,证 明 对 所 有 的 z, 车 ce tee” t tee =0， 则 < = 
[提示 : 对 m 用 数学 归纳 法 ， 归 纳 过 程 中 ， 除 以 其 中 的 一 个 指数 函数 ， 然 后 求 导 . ] 

23. 下 面 是 证 明 sin'z + ecosz =1 的 另 一 种 思路 . 验证 如 下 证 明 过 程 中 的 每 一 步 - 

(a) 函数/(z) = simz + cos?z 是 整 函数 
(b) 对 所 有 z, f'(2) =0. 
(0)/(z) 是 常 函数 . 

(4)f(0) 21. 

(e) 对 所 有 z, f) =1. 

24. 仅 用 实 算法 运算 ， 编 写 一 个 计算 机 程序 ， 当 输入 :=x+iy 的 实 部 和 虚 部 (z，y) 时 ， 和 输出 (a)e ，(b)sinz 和 
(c) coshz 的 实 部 和 虚 部 . 

25. 函数 e“ 在 z=0 点 附近 的 性 质 极其 复杂 ; 在 5.6 节 中 把 这 类 点 称 为 “本 性 奇 点 "分 别 求 出 位 于 小 加 盘 
Izl <0.001 内 ，e“ 取 值 为 (a)i,，(b) -1，(e)6.02 x10”( 阿 估 加 德 罗 常数 )，(d)1.6x10""( 电 学 中 的 电 
量 转 接 单位 ) 时 的 点 二 117 
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3.3 HAAR 


在 讨论 对 应 w= f(z) 时 ,我们 已 使 用 了 “函数 "这 个 词 ， 表 示 对 每 个 可 允许 的 : 值 , /唯一 
地 确定 一 个 值 w， 有 时 通过 说 “f 是 一 个 单 值 函 数 "来 强调 这 一 点 。 当然 ， 也 有 方程 定义 的 不 是 
单 值 函 数 ; 例如 ，w = argz 和 w =z .事实 上 ， 对 每 一 个 非 零 的 z:，arg z 有 无 穷 多 个 不 同 的 值 ， 
z2 有 两 个 不 同 的 值 .一 般 情况 下 ， 如 果 对 某 些 z 值 ， 对 应 w = f(z) 的 多 个 值 ， 则 称 w= f(z) 是 
一 个 多 值 函数 ， 通 常 对 于 一 个 非 一 一 的 单 值 函 数 ， 取 它 的 反 函 数 就 可 得 到 多 值 函数 、 实 际 上 ， 
这 就 是 得 到 复 对 数 函数 log z 的 方法 2 . 

所 以 ,我 们 把 对 数 函 数 logz 定义 为 指数 函数 z=e" HERK, B 


w = logz. (1) 
We 不 取 零 值 ， 假 设 :#0， 为 明确 地 求 出 logz， 令 z=re"，w =u+ip， 则 方程 z=e" 变 为 
re” = eU = etes (2) 
在 (2) 式 两 边 取 模 ， 得 到 r=e*， 或 上 是 r 的 通常 ( 实 ) 对 数 : 
u = Logr. 


(这 里 用 大 写 Log 来 区 分 实 变量 的 自然 对 数 函数 "= logr ) 2788 (2) 中 余下 的 因子 相等 ， 即 e” = 
e"， 把 定义 为 (多 值 的 ) 极 角 9 = arg z: 
v = argz = 0. 
所 以 w = logz 也 是 一 个 多 值 函数 .下面 给 出 它 的 明确 定义 . 
定义 3 若 z 天 0， 则 logz 定义 为 无 穷 多 个 值 的 集合 
logz: = Log! z! +iargz 

M __ cloglz! +iArgz+i2kmr (k=0, el, +2, =). (3) 
logz 的 多 值 仅仅 表现 在 对 数 的 虚 部 是 极 角 9 这 个 事实 ; 而 它 的 实 部 是 单 值 的 . 下 面 给 出 一 
些 例子 . 


log) = Log3 + iarg3 = (1.908...) + i2km, 
log( - 1) = Logl + iarg( - 1) = i(2k + 1)7, 
log(1 +i) = Log! 1 +il+iarg(l +i) 


Hp k=0, x1, 22, =. 
实 对 数 函 数 的 一 些 常见 性 质 可 以 推广 到 复 对 数 函 数 的 情形 ,但 由 于 logz 的 多 值 性 ， 这 些 推 
广 的 精确 表述 比较 复杂 例如 ， 若 z 关 0， 则 有 
a2ze, 
fü 
loge’ =z *2kmi (k-0,51, £2,). 
另外 ， 应 用 表示 式 (3) 和 等 式 


”本 书 中 所 有 的 对 数 函 数 都 取 。 为 底 ， 今 后 可 简写 为 log 或 Log 本 书 中 不 采用 记号 In 及 Ln. 欧 拉 ( Leonhard Euler, 
1707 一 1783) 认 为 对 数 函 数 可 以 扩充 至 负数 和 复数 
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argz;z, = argz, + argz;, (4) 

E 2) = ange — arg. (5 
我 们 可 以 证 明 

logn.z, = logs, + log, (6) 
以 及 

log( Ž-) = logz, -logz:- (7) 


由 等 式 (4) 和 (5) ， 等 式 (6) 和 (7) 可 以 被 解释 为 : 若 给 定 其 中 任意 两 项 确定 的 值 ， 则 一 定 可 以 
找到 第 三 项 的 值 使 得 方程 成 立 . 例如 ， 若 za =:, = -1， 且 选取 vi X log 和 logz 的 值 ， 则 选 
I 2i 作为 log(z1z,) = logt 的 值 时 方程 (6) 才 成 立 . 

在 1.3 节 中 ,我 们 用 分 支 切 割 的 概念 解决 了 极 角 9 = argz 的 确定 问题 ， 用 Argz 表示 argz 的 
主 值 ， 它 的 取 值 范围 是 区 间 ( -nm，m] ， 当 z 越过 沿 负 实 轴 的 分 支 制 线 时 ，argz 增加 2r， 关 于 
其 他 分 支 ， 可 以 通过 把 argz 的 值 限制 在 (r，r + 2r] 上 得 到 arg,:， 且 把 argz 以 2" 为 周期 的 不 
连续 性 转移 到 射线 9=7 上. 

显然 可 用 相同 的 技巧 得 到 logz 的 单 值 分 支 ， 对 数 函 数 的 主 值 
Logz 是 从 辐 角 的 主 值得 到 的 : 


[Logz:= Logl z 


TATE. (8) 
[注意 ， 因 为 当 z 是 正 实数 时 ，Argz =0， 所 以 对 于 对 数 函 数 的 主 
值 像 对 通常 的 ( 实 ) 值 一 样 ， 可 以 使 用 同样 的 记号 ( Log 用 大 写字 oP 
BEL). ] Logz 也 像 Argz 一 样 ， 沿 分 支 制 线 具有 不 连续 性 ， 当 = 越 。 图 3.3 Log IKM 
过 负 实 轴 时 ， 它 的 值 增加 2ri， 然 而 ，Logz 在 除去 非 正 实 轴 上 的 

所 有 点 外 都 是 连续 的 ， 这 一 事实 可 使 我 们 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 4 AR Log 在 由 复 平面 上 除去 非 正 实 轴 外 的 所 有 点 组 成 的 区 域 D"( 见 图 3-3) 内 是 
解析 的 ， 并 且 对 任意 zeD"， 有 


d 1 
qon Er (9) 


lim == (10) 


存在 且 等 于 1/z. C z= e” 及 指数 函数 的 解析 性 得 到 


。 l7 _ dz 
lim ——— = 55 
99 ~ Wo dw 


为 了 完成 定理 的 证 明 ， 只 需 证 明 


O 这 里 用 形式 (10) 比 用 通货 形式 im Log(z。 + Az) - Log, ]/Az 更 为 方便 $ Az=z -zo， 可 知 这 两 个 形式 是 等 价 的 
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(11) 


PES 
成 立 ， 这 是 因为 上 式 右 边 的 极限 存在 且 等 于 1/z， 若 能 证 明 
(a) 当 z 趋 于 za 时 ，v 必 趋 于 w, 
(b)? zsez, 时，uw 关 wo[ 所 以 方程 (11) 中 各 项 都 有 意义 ] ， 
则 可 由 恒等式 


w-w l 


, (2) 


2-5 z-i 


w- wo 
推出 (11) 式 . 

条 件 (a) 的 成 立 是 由 于 w=Logz 在 D' 上 的 连续 性 .至 于 条 件 (b)， 如 果 取 w 为 w。， 因 为 
z=e"， 必 有 z=z。， 所 以 条 件 (b) 戌 立 ， 因 此 w=Logz 在 D" 上 的 每 一 点 可 微 ， 从 而 解析 ”.。 图 


推论 1 Ak Ag 在 定理 4 中 的 区 域 D* 内 调和 上 
推论 2 X Log!z| 在 除去 原点 的 全 平面 上 调和 ，( 见 习题 8. ) 
例 1 RRM AC): = Log(3z -i) 的 解析 区 域 并 计算 
f. 

WD 因为 /是 函数 Log 和 g(:) =3: -i 的 复合 函数 ， 
出 链 式 法 则 知 ， 对 于 每 个 使 3: -i 位 于 定理 4 中 的 区 域 
六 "中 的 点 xz， /是 可 微 的 ， 所 以 使 得 3z -i 为 负数 或 零 的 
点 /不 可 微 ; 而 这 些 点 位 于 水 平 射线 x<0, 7 = 于 


上 ( 见 图 3-4)， 于 是 ， 在 以 此 射线 分 开 的 复 平面 上 ， 由 式 图 3-4 Log(3z -i) 的 解析 区 域 
(9) 可 得 


1 d 3 


; d : ; 
f'G) 7 esi) ea 1 0671 0375 " 
当 负 实 轴 上 不 连续 性 的 定位 不 方便 时 ， 可 以 使 用 logz 的 其 他 分 支 . 显然 ， 表 达 式 
£,(2) := Logl zl + iarg,z (13) 


给 出 了 一 个 虚 部 在 区 间 (r>，r + 2 ] 内 的 单 值 函数 ， 此 外 ， 应 用 类 似 定 理 4 的 证 明 方法 ， 可 证 
明 该 函数 在 除去 射线 9=7 和 原点 的 复 平面 上 是 解析 的 ， 且 在 这 个 区 域内 有 


a al. 
4; ^O TS 


O ”细心 的 读者 将 会 注意 到 可 以 用 同样 的 方法 证 明 ， 对 任何 在 an 的 邻 域内 解析 且 一 一 的 函数 IG, IR O90, 
则 其 反 函 数 是 解析 的 且 有 导数 141"(zn)- 
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图 3-5 给 出 了 C_。s(z) 的 解析 区 域 ， 当然，logz 的 任何 分 支 在 原点 处 都 是 不 解析 的 ， 原 点 称 为 
logz 的 分 支点 . 

至 此 ,我 们 通过 不 太 正 式 的 方法 ， 应 用 术语 “logz 
的 分 支 "来 定义 这 个 多 值 函数 的 特定 值 为 更 加 精确 起 
见 ， 我 们 给 出 如 下 定义 ， 

定义 4 F(z) 称 为 区 域 辣 内 多 值 函数 拟 z) 的 一 个 
分 支 ， 如 果 F(z) 在 内 单 值 连续 ， 且 对 站 中 的 每 一 
点 z， 函 数值 (z) 是 f(z) 的 一 个 值 . 

例如 ， 在 沿 负 实 轴 割 开 的 复 平面 上 ，Argz 是 argz 
的 一 个 分 支 ，Logz 是 logz 的 一 个 分 支 ， 在 这 个 相同 的 图 3-5 L.w(z) 的 解析 区 域 
KRE, K e Onh 2 的 一 个 分 支 ， 其 函数 值 
都 落 在 右 半 平面 上 . 

例 2 确定 /(z) =log(z -2) 的 一 个 分 支 , 使 其 在 z=0 处 解析 ， 并 求 0) 和/"(0). 

解 ” 多 值 函 数 /(z) 由 对 数 函 数 和 解析 函数 g(z) =z -2 复合 而 成 ， 因 此 ， 由 链 式 法 则 ， 只 
需 选 定 对 数 函数 在 g(0) = -2 处 解析 的 一 个 分 支 即 可 ， 特 别 地 ，F(z) =L_,n(g(z)) 即 满足 要 
求 ， 对 于 这 个 选择 ， 


F(0) = £.,4(0 -2) = Log? + im, 
F'Q0) = L'a(g(0))8'(0) = E =0. " 
在 本 节 最 后 ， 需 要 提醒 大 家 ， 在 计算 机 上 实现 复 算法 时 ， 所 有 的 函数 必须 以 单 值 的 情形 进 
行 编程 . 例如 ， 复 对 数 函数 通常 取 * 主 值 " Logz 进行 编程 . 此 时 一 些 恒等式 可 能 失效 ， 如 等 式 
(6) ， 因 为 一 般 情况 下 ，Logziza = Logz, + Logzs 是 不 成 立 的 ，( 见 习题 3. ) 


练习 3. 3 

1. 求 下 列 各 式 的 值 . 
(a) logi (b)log( 1 -i) 
(Ce) Log( - i) (d) Log( 3 +i) 


2. REAR) AMT). 
3. 证 明 : 当 z =i 和 z=i-1 时 ， 有 
Lognz, # Loga, + Logz, 
4. 证 明 当 且 仅 当 -< Im z& m M, Loge =z 
5. 解 下 列 方程 : 


(a)e' =2i (b)Log(? -1) EJ (oe se «120 
6. 找 出 下 列 " 证 明 "z= -= 中 的 错误 : 因为 = = ( 一 z)”， 所 以 2Logz =2Log( -z)， 故 Log: = Log( -2) ， 由 此 推 
出 ze emo ll. 
. 用 柯 西 - 歼 芝 方程 的 极 形式 ( 见 练习 2.4 习题 6) 给 出 定理 4 的 另 一 种 证 明 - 
不 直接 验证 拉 普 拉 斯 方程 ， 说 明 函 数 Log | zl 为 何在 不 包含 原点 的 任 一 区 域内 是 滑 和 函数 . 


Ee 
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9. 确定 fl) = Log( 4 +i-z) 的 解析 区 域 ， 并 计算 (=). 

10. 证 明 : 函数 Log( -:) +in 是 loge 的 一 个 在 复 平面 内 除去 负 实 轴 后 的 区 域 上 的 解析 分 支 - 
11. 确定 log(z* +2:+3) 在 := -1 处 解析 的 一 个 分 支 ， 并 求 它 在 -1 处 的 导数 值 . 

12. 3R log( z^ +1) fE z 20 处 解析 且 在 该 点 取 值 为 2mi 的 一 个 分 支 . 

13. 在 复 平面 上 除去 以 下 各 射线 后 的 区 域内 ， 分 别 求 出 log(2z -1) 的 一 个 解析 分 支 - 


(a) ls+iy! Ie. y-0! 


[DEDE 


C) letiyl x d, y>0] 

M. 证 明 ; 不 存在 这 样 的 函数 F(z) ， 即 它 在 环 D: 1< 1z1 <2 上 解析 ， 且 对 所 有 :eD 满足 F(x) Sl 
[提示 : 假设 下 存 在 ,证明 对 ze D，: 不 是 负 实 数 ，F(=) = Logz +c<， 其 中 < 是 一 个 常数 . ] 

15. 求 一 个 从 上 半 平 面 Im : >0 到 无 穷 水 平 带 形 区 域 


Ho dusiwl-m «uc -0«cv«ll 


的 一 一 解析 上 映射。 
[提示 : 考虑 ww= Logz ] 

16. iiih Logz 的 实 部 和 虚 部 的 曲线 ， 并 验证 2. 5 节 中 讨论 过 的 正 交 性 质 . 

17. 证 明 log: 的 任何 分 支 ( 参看 定义 4) 在 相应 区 域 上 都 是 解析 的 且 导 数 为 1/z. 

18. 证 明 : 25 F Jb loge 在 一 个 在 区 域 D 内 的 解析 分 支 ， 则 log: 在 D 内 的 所 有 解析 分 支 是 下 +2kmi, k=0，++1， 
£2, 5. [提示 : 应 用 习题 17 的 结论 . ] 

19. 试 构造 loge 的 一 个 分 支 ， 使 其 在 复 平面 内 除去 半 抛物 线 ix + iy:x>=0，y =Vxi BUILD 上 解析 . 

20. 仅 用 实 算法 运算 编写 一 个 计算 机 程序 ， 使 得 输入 (x，y) 是 2 =x t iy 的 实 部 和 虚 部 ， 输 出 是 以 下 诸 式 的 实 部 
LIIS 


(a) Logz (b) £ palz) (e) C) (d) £o) 
21. 为 计算 机 软件 系统 找 一 个 规则 log(ziz: ) = loge, + logz; 不 成 立 的 例子 
3.4 d. 5E 
现在 我 们 已 经 定义 了 函数 logz， 当 对 z 作 适 当 限 制 时 ， 它 为 解析 函数 ， 由 2.5 节 中 的 讨论 
可 得 到 一 对 新 的 调和 函数 ( 实 部 和 虚 部 ) ， 我 们 可 以 了 
用 它们 来 解决 恒温 问题 . 


Log: 的 实 部 Log | z1 (或 在 极 坐 标 下 的 Logr) 在 
以 原点 为 心 的 任 一 圆周 上 是 一 个 常数 ，( 显然 !) 所 以 恒 
温 场 、 静 电场 ,或 者 任何 由 拉 普 拉 斯 (Laplace) 方 程 
办 ,+ 和 =0 给 出 且 在 同心 国 周 上 为 常数 的 场 量 
pla, 0) 必然 在 这 两 个 圆周 间 呈 对 数 变化 . 例 1 描述 
了 一 种 隔离 两 种 不 同 温度 流 体 的 导 “ 热 管 ” 

例 1 RKK o, y), 使 其 在 圆周 | :| =1 和 
1z1 =2 围 成 的 垫 形 区 域内 调和 ， 且 在 内 圆周 和 外 贺 
周 上 的 取 值 分 别 为 由 =20 和 中 =30， 见 图 3-6. 图 3-6 热管 的 边 值 问 是 
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解 仿 2.5 节 中 例 2， 对 任何 常数 4 和 B， HEC (s, y) =4Log 1 z! e B 都 是 调和 的 ， 故 
仅 需 调整 4 和 8， 使 它们 满足 已 给 的 边界 条 件 ， 即 需要 


ALogl +B=20 和 4Log2+B =30， 
所 以 B=20，4 -10/Log2, ， 所 求 的 解 为 


&() = 10 ELI. +20. " 

如 果 圆 周 的 圆心 在 z, 处 ， 我 们 将 用 到 的 解 的 形式 为 4Log1z-z1 € B. 

对 这 个 应 用 来 说 ， 因 为 只 用 到 函数 Log z 的 实 部 Log! :1 ， 它 的 值 与 分 支 的 取 法 无 关 ， 故 
不 用 考虑 那些 影响 函数 Log z 的 分 支 制 线 ， 当 我 们 应 用 沿 着 从 原点 出 发 的 射线 上 取 常 值 的 虚 部 
argz 时 ， 则 需要 稍微 小 心 一 些 ， 下 例 描 述 了 一 个 边缘 保持 恒温 的 模 的 温度 分 布 . 

例 2 RAM olr, y), EIER 3-7 描述 的 
棉 形 区 域 上 调和 ， 且 在 上 、 下 边界 上 分 别 取 值 
$ -20 和 由 =30. 

LEM PEU IUDEX VES Ld d 
区 域内 ， 所 以 严格 地 讲 ， 我 们 不 能 使 用 形 如 4Argz 
+B 的 函数 但 显然 可 作 如 下 修正 : 可 以 应 用 argz 
的 另 一 分 支 ， 例 如 arg。z:， 它 在 正 实 轴 上 不 连续 . 换 
句 话说， 这 时 辐 角 9 = argz 的 变化 范围 是 从 0 到 2. 
而 不 是 以 前 的 从 -7 到 +m， 边 界 条 件 是 


DET =30, 图 3-7 模 的 边 值 问 是 


AM poo 和 A 
故 4=20/m，B=5， 所 求 的 解 为 
由 (2) = Larg +5. " 


图 3-8 PRRI Ji E Dg a Ze 9 A (c BE, ETAR RE FIBO HIBAH. MARRIT 
在 上 半 平 面 上 调和 的 函数 
d(x.y) =A, Argl -x,) + AArg(z — x) +… t A Arg - x) +B, 
就 可 以 适当 地 选取 常数 使 得 它们 满足 边 值 条 件 ， 下 例 将 详细 说 明 这 一 过 程 . 


图 3-8 上 半 平 面 的 边 值 问 题 


125 
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例 3 求 函数 由 zx，y) ， 使 其 在 上 半 平 面 上 调和 ， 且 在 * 轴 上 取 下 列 各 值 : x1, $lx, 0) = 


0; f -l«x«l, $lx, 0) =1; 车 x< -1, g(x, 0) =0. 
解 ”将 所 给 边 值 条 件 写成 如 下 形式 : 


$(x,0) = A, Arg(z +1) +A,Arg(z - 1) + B. 


因为 z=x>1 时 ，Arg(z-1)=Arg(z+1) =0， 所 以 
A, .0+4.0+B=0. 
因为 z=x，-1<xr<1 时 ，Arg(z-1) =T，Arg(z+1) =0， 所 以 
A .0+4 "T+B=1. 
因为 z=x< -1 时 ，Arg(z-1) =Arg(z+1) =m， 所 以 
AcmTÁ tme B =O. 
D B -0, 4, = - 17m, A; = IMT， 从 而 所 求解 为 


p(s) 2 - LAn( 1) + LAs -1). 
P E 


最 后 ， 我 们 注意 到 简单 函数 oC, y) =*( 即 /(z) =z 的 实 部 ) 是 调和 的 ， 并 且 在 垂 线 上 取 
常数 ， 从 而 形 如 4x + B 的 函数 可 用 来 求 传导 墙 或 隔离 两 个 温室 的 厚 平板 的 恒定 温度 ， 图 3-9 所 
描述 的 问题 的 解 为 B(x*，y) =10x +10， 图 3-10 描述 的 四 个 几何 图 形 给 出 了 中 的 水 平 曲线 或 等 


温 线 ， 


图 3-9 厚 平板 的 边 值 问题 图 3-10 等 温 线 


注意 ， 关 于 棉 的 例子 中 ， 边 值 是 不 连续 的 ， 必 须 把 小 的 绝热 器 放 到 枫 的 项 角 处 以 保持 温度 
不 下 降 ， 但 是 ， 它 的 内 部 的 解 是 位 置 的 光滑 函数 ， 这 是 拉 普 拉 斯 方程 的 一 个 特征 ， 事 实 上 ， 它 
的 解除 了 边界 点 外 都 是 无 穷 次 可 微 的 。 因此， 如何 将 顶 角 附近 的 等 温 线 变 成 “扇形 "来 修改 不 


连续 性 是 一 件 有 意义 的 事情 . 
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在 第 7 章 中 ,我 们 将 应 用 复 分 析 技巧 ,把 复杂 几何 区 域内 的 拉 普 拉 斯 方程 问题 简化 为 垫 、 


横 与 壁 中 的 相应 问题 ， 故 本 节 中 使 用 的 方法 具有 重要 意义 128 


练习 3. 4 


1. 求 图 3-11 中 描述 的 边 值 问题 的 一 个 解 ， 并 求 其 在 (0，0) 处 的 值 - 
2. 求 图 3-12 中 描述 的 边 值 问题 的 一 个 解 ， 并 求 其 在 (0，0) 处 的 值 ， 


B 


图 3-11 习题 1 中 的 边 值 问 是 图 3-12 习题 2 中 的 边 值 问题 [到 


3. 求 图 3-13 中 描述 的 边 值 问题 的 一 个 解 ， 并 求 其 在 (1，1) 处 的 值 , 
4. 求 图 3-14 中 描述 的 边 值 问题 的 一 个 解 ， 并 求 其 在 (2，3) 处 的 值 . 


=n 4-0 


图 3-13 习题 3 中 的 边 值 问题 图 3-14 习题 4 中 的 边 值 问题 


5. 求 图 3-15 HADEN TS AZ LL EE RAI B(x，}) 的 一 般 公 式 


6. 3RIE 3-16 中 描述 的 圆 盘 内 部 的 边 值 问题 的 解 (x, 0 的 一 般 公 式 、( 如 果 不 好 确定 。 可 运用 上 面 练 习 中 得 
出 的 公式 ， 并 令 内 径 BFF.) 


7. 证 明 函 数 (arez) (Log! 21 ) 是 调和 的 . 【提示 : "ERE HELM FIRE HERE T 130] 
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图 3-15 习题 5 中 的 边 值 问题 图 3-16 习题 6 中 的 边 值 问题 


3.5 复 寡 函 数 与 复 反 三 角 函 数 
对 数 函 数 的 一 个 重要 理论 应 用 是 可 用 来 定义 z MORE SR C. 该 定义 受到 下 述 恒等式 的 
AR: 


其 中 中 为 任意 整数 
| ELS 如 果 必 是 一 个 复 常数 且 zz0， 那 么 z 由 下 述 等 式 定义 : 


z 


-个 特定 值 . 


这 表明 由 logz 的 任 一 值 可 得 到 > 的 
例 1 求 ( -2) 的 所 有 值 . 
解 因为 log( -2) =Log2+(T+2kmr)i， 从 而 
(-2) = e 7? = uiuo (E20, 21, 2,7). 
所 以 ( -2) 有 无 穷 多 个 不 同 的 值 . E 
用 3.3 节 中 的 表达 式 ， 我 们 有 


atop sirgeim) o qai lee sitne) 


eem, a 
X kz0, +1, £2, =. BEDA, ESRO) POE S, RUE S CR), 
. - 


€ 


z =e = 


emit = eh 
时 ，z" 的 值 将 相等 ， 但 由 3.2 节 中 的 定理 3， 这 个 等 式 只 有 当 

a2h mi = oQk,mi + 2mmi 
时 才 成 立 ， 其 中 m 是 一 个 整数 。 解 这 个 方程 ， 得 a =m/(k, -k,). WEAR) P, RAS a 
是 一 个 实 有 理 数 时 ，z" 才 可 能 取 一 些 相等 的 值 ， 从 而 ， 若 a 不 是 一 个 实 有 理 数 ， 在 方程 (1) 中 
每 取 一 个 整数 上 就 确定 一 个 值 ， 故 :" 可 取 无 穷 多 个 不 同 的 值 . 另 一 方面 ， 若 = m/n, Kim 
和 n>0 是 没有 公 因 子 的 整数 ， 则 可 证 明 z“ 正 好 可 取 ARR, 
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2e exp( Log z1 Jexp( i Z Arge + 2km)) (k =0,1,=,n- 1). (2) 


jx 5 1.5 节 中 讨论 的 根 的 理论 完全 一 致 . 总 之 ， 有 如 下 结论 : 

当 a 是 一 个 实 整数 时 ，z” 是 单 值 的 . 

当 a 是 一 个 实 有 理 数 时 ，z” TRAR S AMi. 

在 其 余 情 形 ，z" 可 取 无 穷 多 个 值 . 

由 定义 4 和 5 可 以 清楚 地 看 到 ， 由 logz 的 每 个 分 支 可 以 得 到 z 的 一 个 分 支 ， 例 如 ， 由 logz 
的 主 值 分 支 可 得 到 z 的 主 值 分 支 ， 记 作 eU. hF e^ 是 整 函数 ，Logz 在 定理 4 中 的 裂纹 区 域 
D" =C\( -wm, 0] 内 解析 ， 链 式 法 则 表明 ，z" 的 主 值 分 支 在 D" 内 也 是 解析 的 ， 另外， 对 D” 
中 的 任意 z， 有 


quae Lentes d 2mm 
FASA ) =e qz (alos 2) =e : 


z* 的 其 他 一 些 分 支 也 可 由 log z 另外 的 分 支 构造 出 来 ， 由 于 后 者 的 每 个 分 支 有 导数 1/z， 因 
此 公式 
ie) sart (3) 
对 z^ 的 每 个 相应 分 支 都 成 立 (假设 等 式 两 端 取 同一 分 支 )?， 注 意 ， 若 z 是 任 一 给 定 的 非 零 点 ， 
则 可 通过 选取 log z 的 避 开 z, 的 一 个 分 支 制 线 ， 得 到 z^ 的 一 个 在 zo 的 某 个 邻 域内 解析 的 分 支 . 
对 于 复杂 函数 的 “分 支 处 理 " 是 一 件 比较 烦琐 的 事情 ， 所 幸 的 是 它们 在 基本 应 用 方面 不 常 
磁 到 ， 下 面 通过 一 些 例子 介绍 关于 这 方面 的 一 些 方法 和 技巧 . 
例 2 求 (z -1) 的 一 个 分 支 ， 使 它 在 单位 圆 的 外 部 | z1 >1 解析 . 
解 ”本 题 是 要 寻找 一 个 在 单位 圆 外 部 1 z1 >1 内 解析 的 函数 w= f(z) ， 满 足 
w'zz-l (4) 
注意 ，(2 -1)'” 的 主 值 分 支 ， 即 
NLOL n 
肯定 不 满足 要 求 ; 因为 它 的 分 支 割 线 为 使 -1 为 负 实数 的 点 集 ， 即 由 整个 y 轴 及 x 轴 的 一 部 
分 组 成 ( 见 图 3-17)， 但 是 ， 如 果 我 们 试 着 将 w 用 其 他 形式 表示 时 ， 势 必 会 考虑 把 z(1 - 17 
z) “作为 (4) 式 的 解 。(1 - 1) 的 主 值 分 支 ， 即 
qma 
TE 1-172 是 负 实 数 的 点 有 分 支 割 线 ， 这 种 情况 当 且 仅 当 1/2 是 实数 且 大 于 1 时 才 发 生 ， 因 
此 ， 这 条 割 线 是 线段 [ -1，1] ， 如 图 3-18 所 示 . 所 以 
w = f(z) 2 ze tot) 
Ts fe AL Gr DLP c PER M AIEO. LI 
O REM: 如 果 附加 条 件 “在 定义 * 时 用 到 的 对 数 务 数 的 分 支 与 定义 à HUURIUAIGR IUS IERI. TEN 
程 (3) 写 成 大 家 更 为 执 悉 的 形式 : TO) sar 
O 为 确保 我 们 的 方法 没有 导致 新 解 的 出 现 ， 应 该 证 明 由 方程 (5) 给 出 的 每 个 m I z = sine. 
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疼 3-17 eU0 te A ea 阁 3-18 eCa -u fy yR 


现在 ， 我 们 已 经 能 用 三 角 函 数 来 表示 指数 函数 ( 见 1.4 718) H IR BOR BRIR = H 
( 见 3.,2 节 )， 且 可 将 对 数 函 数 看 成 是 指数 函数 的 反 函 数 ， 因 此 ， 下 面 这 个 例子 就 很 正常 了 , € 
BEIC AE S PACTIS TP ORG 

例 3 正弦 函数 的 反 函 数 w =sin-'z 由 方程 :=sinw 定义 ， 证 明 sin-'z 是 一 个 多 值 函 数 ， 且 
可 表示 为 


sin'z =— ilog[ iz + (1 - 2)'7]. (5) 
证 由 方程 

z = sinw = 
得 

e" -2ie* -1=0. (6) 
应 用 求 根 公式 ， 从 方程 (6) 中 解 出 e" ， 得 

e” =iz+(1-2) 0 
当然 ， 这 个 平方 根 是 2 值 函 数 。 取 对 数 即 得 公式 (5). 


对 于 (5) 式 ， 首 先 选取 平方 根 的 一 个 分 支 ， 然 后 再 选取 对 数 函数 的 一 个 适当 分 支 ， 就 可 得 到 
LRR sin Iz 的 一 个 分 支 ， 由 链 式 法 则 及 公式 (5) ， 可 以 证 明 sin 'z 任何 这 样 的 分 支 都 满足 

1 
a-2)^ 
其 中 上 式 右 端 平方 根 的 选取 必须 与 在 sin'a 中 使 用 的 分 支 相同 . 

例 4 假设 :是 实数 ， 且 属于 区 间 ( -1，1) ， 如 果 在 公式 (5) 中 用 的 是 主 值 ， 那 么 sn 'z 
的 值 域 是 什么 ? 

解 ” 由 于 公式 (5) 中 用 的 是 主 值 ， 它 可 写 为 

Sin": = ~ i Log[ iz + e' 
当 1z1 =1x1 <1 8f, 显然 1-z 位 于 区 间 (0，!] 内 ， 且 它 的 对 数值 是 实数 ; 因此 在 (8) 式 中 
含有 指数 (1 - 盖 )“ 的 指数 函数 的 值 是 正 实数 ， 而 另 一 方面 ，iz 是 纯 虚 数 ， 从而，(8) 式 中 括号 
内 的 表达 式 表示 的 复数 位 于 右 半 平面 上 ， 因 为 
lise (1-2)^|] 2 Và «(0 -73) =1， 

所 以 它 也 位 于 单位 圆 上 ( 见 图 3-19)、 于 是 ,对 (1 -z)“ 取 对 数 ， 得 到 值 四， 其 中 -m/2 <g< 
7/2， 由 于 (8) 式 的 首 项 因子 是 ( -i) ， 从 而 得 


dint) - (2521), (7) 


(nasa) (8) 
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T ssl T 
2 < Sin bir] 


(与 通常 的 情况 相同 ). 
对 反 余 弦 和 反正 切 函 数 ， 应 用 类 似 于 例 3 中 的 方法 ， 有 
如 下 结 
cos 'z =-ilogfz+ (z - 1)?], (9) 
DUK i-i 


(z9*xi) (10) 


(z 关 土 1) ， a1) 


网 3-19 当 1 xl c1 IM, 点 集 
(z9* ti). (12) ix + (1 7x) ^ tgp 


(un !z) = 


Dez 
注意 ,方程 (12) 中 的 导数 与 an 'z 的 分 支 选 取 无 关 ， 而 方程 (11 ) 中 的 导数 要 依赖 于 cos ”z 的 
分 支 中 的 平方 根 的 选取 . 

ET BOUM PR C RT EXE DRE. HET: 


sinh^"z = log[z+ (2? & 1)'7], (3) 
cosh^z = log[z + (2 - 1)'7], (4) 
zn scbg. bes 
manh: = 了 log1 (#1). (15) 
练习 3.5 
1. 求 下 列 各 式 之 值 . 
(a)i' (b)( -1)” (c)2* 
(Ds) [DITEDEM 


2. 由 定义 5 证 明 : 车 zz#0，, 则 2 =1. 
3. 求 下 列 各 式 的 主 值 (好 由 主 值 分 支 给 出 的 值 ). 
(a)4'? (b)i? (C) D" 
4. V 的 任何 次 宕 等 于 1 吗 ? 
5. 举例 说 明 (z,z,)" 的 主 什 不 一 定 等 于 主 值 的 乘积 i12. 
6. Wa, B 是 复 常数 目 z 关 0， 证 明 当下 列 每 个 宕 函数 由 它 的 主 值 分 支 给 出 时 ， 各 恒等式 成 立 . 


(2): 51/2" (b)zz zt”? tog si 


7. 求 出 2“ 的 主 值 分 支 在 :=i 处 的 导数 值 . 

8. 证 明 方程 sin : =2 的 所 有 解 是 r/2 +2km +iLog(2+Y3)， 其 中 h=0，+1，+2,….[ 注 : 此 解 集 也 可 表示 
H m/2*2km-ilog(2243), k=0, +1, £2, ….] 

9. 推导 关于 cos I 的 公式 (9) 和 (11). 

10. 证 明 方程 cos z = 2i 的 全 部 解 是 0/2 +2km -i Log(/S +2), - 0/2 +2km+i Log(Y5+2)， 其 中 =0， 
ti, x2, c [ 注 : 此 解 集 也 可 表示 为 r/2 + 2km -ilog(Y5+2)，- m/2 *2km -i Log( 5 -2), k= 
£l. £2.05] 
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11. 求 方程 sinz = cosz 的 全 部 解 . 
12. 推导 关于 tanz 的 公式 (10) 和 (12)- 
13. 推导 关于 sinh ^ 2 和 cosh 'z 的 公式 (13) 和 (14). 
14. 推导 公式 d(sinh  :)/dz 2 1/1 +2) 并 解释 它 在 什么 条 件 下 成 立 . 
15. 在 给 定 的 区 域内 ， 分 别 求 出 下 列 每 个 多 值 孙 数 的 一 个 解析 分 支 : 
(a)(z* -1)'， 在 单位 圆 航 : Izl <1. [提示 : z* -1=(z-1)(z+1).] 
(b)(4 *2)0'^, 4EMCE BR ESRER: x=0，-2<y<2. 
(e) G* -107, ERRAR: 1 z1 >1. 
(DG -1) 2， 在 单位 贺 盘 外 部 : 1 =1 >1. 
16. 由 定义 5， 多 值 函数 c 由 c =e” 定义， 其中。 是 一 个 非 零 常数 证明 通 过 选择 一 个 loge 的 特定 值 ， 可 以 
得 到 “ 的 一 个 是 整 画 数 的 分 支 。 求 出 这 个 分 支 的 导数 . 
17. 推导 下 述 恒等式 
z 
e a uas og[ + + (+ -1) ] 
应 用 主 值 确定 当 x* >1 和 x< -1 时 Secr WR. HARR SEFERI KBAR: 对 *> 1， 
0 < Sec^x < 1/2; 
Ijas -1， 
=m S Secs <- m2. 
18. 仅 应 用 实 算法 ,编写 一 个 计算 机 程序 ， 使 得 输入 (x+,y) 是 z=x+iy 的 实 部 和 虚 部 ， 输 出 是 如 下 两 数 的 实 部 
Fu RE. 
(a): 的 主 值 分 支 . 


《e)Sec ^!z. 
(d) 在 例 3.5 中 讨论 的 (* - 1) 7895 x. 
19， 以 复 对 数 的 形式 求 出 两 数 
w = 9g(z) := 2e ee" 


的 反 函 数 ， 用 得 到 的 这 个 公式 求 出 所 有 满足 9(:) =3 的 : 值 . 


"89.6 在 振荡 系统 中 的 应 用 


许多 工程 问题 最 终 可 归结 为 一 个 正弦 输入 系统 的 响应 问题 。 在 这 些 实际 问题 中 ,所 有 的 参 
数 都 是 实 变量 ， 可 用 实 变量 方法 进行 模型 分 析 ， 然而， 应 用 复 变量 方法 来 进行 分 析 不 仅 可 以 大 
大 减少 计算 量 ， 而 且 可 以 更 透彻 地 理解 这 些 变量 和 参 
数 在 其 中 所 起 的 作用 ， 本 节 中 ， 我 们 将 通过 分 析 一 个 
简单 的 RLC 电路 (电阻 -电感 -电容 ) 来 说 明 这 一 技巧 . 

设 电路 图 如 图 3-20 所 示 ， 假 设 电源 给 系统 提供 了 
一 个 正弦 电压 V,， 振 荡 频 率 为 每 秒 v = w/(2m) ， 为 清 


V, = cosot. (1) 
求 此 时 电路 中 的 电流 L. 
当 电流 通过 电路 中 的 每 个 元 件 时 ， 都 产生 一 个 电 he 
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压 降 V， 它 的 大 小 与 通过 元 件 的 电流 1 有 关 .， 关于 这 两 个 量 之 间 的 关系 如 下 ; 对 于 电阻 器 有 了 网 
姆 = 定律 


V, =1R, (2) 
其 中 及 为 一个 常数 ， 称 为 电 国 . 
对 于 电容 器 ， 有 
c3 Ly, (3) 
dt $ 
其 中 C 为 电容 ， 
对 于 电感 器 ， 有 
dl, 
y, e LS, (4) 
其 中 了 为 电感 


由 方程 (1) ~ 4) 以 及 表示 电荷 流动 时 电量 守恒 的 基 尔 夫 
夫 ? 定 律 ， 可 以 得 到 一 个 确定 所 有 电流 与 电压 的 微分 方程 组 ， 
但 求解 过 程 比较 复杂 ， 我 们 期 望 有 一 个 简单 的 方法 ， 使 用 复 
指数 函数 可 以 使 问题 大 为 简化 ， 在 给 出 这 个 问题 的 复 变量 广 
法 之 前 ， 先 着 一 下 它 所 涉及 的 物理 知识 . 

首先 ， 由 图 3-21 所 示 ， 若 把 电容 器 与 电感 器 替换 为 电阻 
器 ， 此 问题 就 可 以 用 高 中 物理 的 方法 来 解决 ， 电 阻 R 和 .在 
电路 中 并 联 ， 其 等 效 电阻 Ri 由 以 下 公式 求 得 : idi ANE 


或 
(5) 
而 这 个 电阻 又 与 R 串联 ， 可 用 如 下 总 电阻 Re 来 表示 : 

Ra =R, +R, (6) 
这 样 ，( 从 电源 流向 上 看 ) 此 电路 的 等 效 电路 如 图 3-22 所 示 - 
由 (1) 和 (2) 可 求 得 输出 电流 I: 


图 3-22 等 效 电阻 器 电路 


n coswt 
Ra —— RR, "h 
CET Tiii 


于 是 ， 通 过 将 电容 和 电感 替换 为 等 效 的 电阻 ， 就 可 以 很 容易 地 解决 这 个 问题 . 
其 次 ， 我 们 希望 得 到 原 电路 中 上 的 性 质 ， 若 在 :=0 时 电源 打开 ， 将 会 有 一 个 很 复杂 的 初 
始 电流 响应 ;这 就 是 所 谓 的 “ 瞬 变 现象 "， 然 后 ， 它 逐渐 消失 ， 系 统 中 的 所 有 电流 和 电压 会 进 


日 、 欧 姆 (George Simon Ohm) ， 一 位 数学 教授 ， 在 1827 年 发 表 了 这 个 定律 - 
Q MR X CCustav Robert Kirchhoff, 1824— 1887). 
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入 一 个 随 外 部 电压 同 频率 变化 的 稳定 状态 ， 这 种 “同步 "状态 对 所 有 的 线性 阻尼 系统 来 讲 是 再 
常见 不 过 的 了 ， 就 像 我 们 见 到 人 们 在 铁轨 上 骑 自行 车 或 做 篮球 投篮 表演 艺术 一 样 普通 .对 许多 
应 用 系统 来 说 ， 它 是 一 种 稳 态 响应 ， 而 且 与 系统 的 初始 状态 无 关 ， 这 很 有 意义 . ? 
下 面 我 们 将 要 介绍 的 复 变 量 技巧 可 以 把 电容 器 和 电感 器 替换 为 电阻 ， 此 方法 也 适用 于 求 系 
统 的 稳 态 响应 . 
此 技巧 是 通过 运用 网 拉 恒 等 式 。 = coswt + isinw1， 将 电源 电压 cosot 表示 成 指数 形式 : 
coswt = Ree". (7) 
事实 上 ,更 加 一 般 的 正弦 曲线 形式 acosw t + bsinw t 和 Acos (wt + y) 也 可 以 表示 成 指数 形 
R Reaew'， 
acoswt + bsinwt = Re(ae” - ibe") = Reae"', (8) 
其 中 =a -让 ; 或 者 
Acos(wi + y) = Relace"), (9) 
这 里 w =Ae”， 复 数 因子 a=a - 记 = 4e" 称 为 相 重 ，( 一 般 情 形 参见 习题 2. ) 
对 这 些 函 数 来 说 ， 应 用 指数 表示 的 优点 是 ， 除 了 形式 上 比较 简洁 外 ， 求 导 也 比较 简单 A 
如 对 e" fA ORE 日 仅仅 相当 于 乘 以 iw， 因 此， 对 方程 (8) 两 端 关 于 ! 求 导 ， 可 得 


d 
qu (ac0901 + bsinwt) = TReae" = Re T (ae) 


= Reioae*" 
(= - awsinwt + bwcoswt). 

为 了 利用 这 些 优点 ， 我 们 必须 对 图 3-20 中 的 电路 作 更 深入 的 了 解 . 电路 中 的 每 个 元 件 都 
是 线性 的 ， 因 此 可 以 应 用 全 加 原理 ， 也 就 是 说 ， 如 果 一 个 元 件 对 于 激励 电压 V e) 和 V, (1) 的 
响应 分 别 为 电流 14(t) 和 (+)， 则 对 于 V(t) * BV, (4) 的 响应 就 是 电流 11(t) € Bh (0, B 为 任 
意 常数 ， 这 是 线性 方程 (2) ~ (4) 的 一 个 数学 推理 。 从 数学 上 看 ， 即 使 函数 取 复 值 ， 这 一 结论 
仍 成 立 ， 此 外 ， 已 知 一 个 电路 对 实 电压 V(t) 和 V(t) 的 响应 为 实 电流 ， 由 此 ，4(t) 和 1,(4) 都 
是 实 的 ， 所 以 44(1) = Re (t) il () ]。 简 吝 之 ， 如 果 对 复 电压 V(4) 的 数学 响应 是 1(1)， 则 
对 ( 实 ) 电 压 ReV(1) 的 响应 将 是 Rel(1). 

有 了 上 面 的 准备 ， 现 在 考虑 图 3-20 中 描述 的 问题 的 解法 . 由 等 式 (1) 给 出 的 电压 可 表示 为 

V,(1) = Ree". (10) 
我 们 的 方法 是 先 对 复 电压 e”' 求 出 电流 的 稳 态 响应 ， 然 后 再 对 所 得 结果 取 实 部 ， 就 可 得 到 所 需 
要 的 解 . 

由 前 面 观察 到 的 稳 态 响应 的 性 质 以 及 方程 (8) 和 (9) 可知， 电路 中 任何 部 分 所 出 现 的 正弦 
电流 或 电压 都 可 以 表示 为 e”' 的 一 个 (可 能 是 复数 ) 常数 倍 ， 而 且 ， 这 种 函数 的 微分 相当 于 乘 以 
因子 iw。 因 此， 描述 电容 状态 的 方程 (3) 可 以 写成 

ieCV, 2L, a) 


O 在 电子 工程 中 普遍 采用 这 项 技术 应 归功 于 Charles Proteus Steinmetz (18651923). 
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关于 电感 器 的 方程 (4) 可 变 为 

V, = ioLl,. (2) 
不 过 现在 反映 电压 -电流 关系 的 (11) 式 和 (12) 式 与 关于 电阻 的 方程 (2) 具 有 相同 的 形式 ， 换 句 话 
说 ， 当 频率 为 ”= w/2m 时 ， 从 数学 上 看 ， 一 个 电容 器 的 作用 相当 于 一 个 具有 如 下 电阻 的 电 阴 器 : 


1 
[EL (13) 
同样 ， 一 个 电感 器 的 作用 相当 于 具有 如 下 电阻 的 电阻 器 : 
R, = iwL. (14) 
这 些 纯 虚 数 参 数 是 基于 一 个 人 为 假设 的 复 电源 电压 ， 工 程 师 们 把 这 种 复 电阻 称 为 “阻抗 ” 
对 于 如 图 3-21 所 示 的 电路 ， 形 式 上 我 们 已 经 用 电阻 器 替换 了 电容 器 和 电感 器 ， 这 时 图 3-21 
就 变 成 了 简单 电路 的 情况 . 把 (13) 式 和 (14) 式 代入 电路 中 表示 并 联 和 串联 元 件 的 有 效 阻抗 的 
公式 (5) 和 (6) ， 得 到 


ES 
Rais ioc + iol. 
Rue 
所 以 ， 电 源 的 输出 电流 为 
l, = Re R 
整理 后 得 
1 = Reoswt - [RuC(I - LC) ~ osinot ds 


R(1-wLC) «el 

运用 复 变量 ， 可 以 对 上 述 结果 提供 一 个 更 有 意义 的 解释 ， 若 我 们 把 bo 和 R 分 别 定义 为 
和 := ArgRa, Ro :=! Ral, 

则 可 表示 为 


I, = Re Rem s Reg etm z gen Igi) a6) 
上 式 给 出 了 输出 电流 关于 输入 电压 (1) 的 一 些 简单 而 形象 的 性 质 ， 前 面 已 经 说 过 ， 电 流 和 电压 
一 样 ， 它 的 变化 是 一 条 有 相同 频率 的 正弦 曲线 ,但 它 的 振幅 是 电压 振幅 的 1/R。， 而 且 ， 二 者 
也 有 不 同 的 相位 ， 二 者 的 相位 差 是 弧度 d R 与 bo 可 按照 电路 的 参数 和 频率 计算 出 来 这样 
电路 问题 就 得 到 了 解决 . 

如 果 电 源 提供 的 电压 是 一 条 更 复杂 的 正弦 曲线 ， 如 acoswt + bsinw1 或 4cos( wt-y)， 那 么 
可 以 通过 (8) 式 与 (9) 式 将 其 表示 为 指数 形式 Rene". 这样 ， 这 个 比较 复杂 的 电流 响应 只 是 简 
单 地 乘 以 一 个 常数 (“ 相 位 ")a， 即 


[aT 
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总 之 ， 用 复 概 念 来 分 析 线 性 正弦 系统 有 两 大 优点 .第 一 ， 使 用 一 般 正 弦 曲 线 的 表示 式 (8) 
形式 简洁 ， 而 且 ， 如 (15) 和 (16) 式 表明 的 那样 ， 可 以 根据 正弦 曲线 的 振幅 和 相位 对 电流 和 电 
压 之 间 的 关系 做 出 进一步 的 解释 . 其 次 ， 求 导 过 程 可 变 为 简单 的 乘法 运算 . 不 过 一 定 要 记 住 ， 


只 有 解 的 实 部 对 应 于 实际 的 物理 含义 ， 而 且 线 性 条 件 必 不 可 少 . 


练习 3.6 


1. 在 图 3-20 中 ， 若 供电 电压 V, sinwt， 则 电路 的 稳 态 电 流 响 应 是 什么 ? 
2. 求 一 个 关于 复 常数 a(“ 相 量 " ) 的 公式 ， 使 得 以 v = w/(2m) 为 频率 的 一 般 的 正弦 曲线 
acos(wt+ y,) +a,cos(wt + y,) +… +a cos(wt +y.) 
*b,sin(ot +8,) + b,sin(wt +8) +… +b sin(wt € 8,) 
能 被 表示 为 Reae™. 
3. 验证 方程 (15) 中 的 表达 式 . 
4. 用 本 节 中 的 技巧 ， 求 出 图 3-23 中 电路 的 稳 态 电流 输出 1. 
D R 


[A C VA cos tot 


a) 


VA cos wti+ p) 


b 


V=A cosost4B sin wat 


图 3-23 习题 4 的 电子 电路 


5. 在 低频 极限 情形 下 ， 电 容器 就 相当 于 开路 (无 穷 电阻 )， 而 电感 器 就 相当 于 短路 ( 零 电 有 阻 ). 


图 3-20 中 电路 低频 极限 问题 ， 并 在 这 种 情况 下 验证 表达 式 (15). 
6. 对 高 频 极限 情形 下 讨论 习题 5. (电容 器 和 电感 器 分 别 像 什么 ?) 


画 出 并 分 析 
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7. 同步 感应 发 动机 的 运转 需要 在 它 的 内 部 形成 一 个 旋转 的 政通 量 ; 就 是 说 ， 若 将 发 动机 的 模 截 面 看 作 复 的 
平面 ， 则 发 动机 需要 一 个 像 复数 ew'- 样 旋转 的 磁 流 量 向 量 ， 现 在 一 个 卷 在 马口铁 上 电磁 线 团 用 绕 以 复数 a 
为 指向 的 轴 旋 转 ， 在 发 动机 的 内 部 产生 了 一 个 磁 通 量 (ti)a， 其 中 /(1) 是 线圈 里 的 实 电流 ， 见 图 3-24. 
NEN: 车 三 个 电感 器 分 别 肝 绕 以 复数 1，e* ，ex” "为 指向 的 轴 

旋转 ， 生 成 “三 相 ” 电 流 分 别 为 heosw t, feos Cor - 22/3) FL 
hcos(wt -4m/3) ， 那么 它们 将 会 产生 所 需 的 旋转 磁 通 量 (通过 它 r 
UAE DORÉ ROO. [提示 : 若 记 住 uc 
ailein 29/3) m S 至 akii [$3 
则 易 得 此 结论 . ] Ev 
(b) 两 个 对 称 放置 的 二 相 电感 器 能 够 工作 吗 ? 四 个 呢 ? 五 个 呢 ? 能 ey 
找 出 一 般 的 规律 吗 ? 2 

8. 在 无 线 电 传播 过 程 中 ， 发 射 载波 采 引 单一 的 正弦 曲线 Acosw t 的 gn 
形式 ， 发 射 载波 可 以 通过 调制 来 传送 信号 SO). MISSAE 
ET 
所 幅 调制 : 振幅 4 通过 一 个 小 的 数 (B) 与 信号 的 乘积 米 调整 ， 从 Elo RHRR 


而 使 传播 信号 等 于 [4 +B CO ]coswt. 
CA) 频率 调制 : 角 频 率 几 通过 一 个 小 的 数 (B) 与 信号 的 乘积 来 调整 ,使 传播 信号 等 于 4cos|[o € BAC) Jde. 
(这 里 积分 常数 并 不 重要 ,我 们 把 与 正弦 曲线 cosg(:) 有 关 的 “瞬时 角速度 ”看 作 & (6). ) 


WEM: ESOO UE E SCIRE coser LB 充分 小 ， 则 FM 信号 约 等 于 
[4+i(4B/w。) sino t] 的 实 部 ,而 AM 信号 (正好 ) 等 于 WARA 
eM [A+ peosu JARE. EE: 当 1 al 充分 小 时 ，sina~a，cosa ~1. ] 

(0-4 — P IESEÉE OK, 08 3-25 中 的 哪 幅 刻画 了 AM， 哪 类 刻画 了 FM ? ANNAM 

(c) HAt AM 和 FM 有 个 感性 认识 ,对 0<ts<1， 增 量 At =0.0005， 对 于 4=1， 


& 2300, f(t) =cosl8t B - 18. (这 里 为 强调 调制 ， 可 选取 有 足够 大 . ) 用 软 图 3-25 测 制 设计 
件 商 出 传送 的 AM 和 FM 信号 . 


小 结 


关于 z 的 多 项 式 和 有 理 函 数 在 除去 后 者 的 极点 外 处 处 解析 ， 每 一 多 项 式 都 可 完全 地 分 解 为 复 系数 的 一 次 
多 项 式 的 乘积 ; 通过 央 式 分 解 可 以 计算 每 个 零点 的 重 数 ， 多 项 式 的 泰勒 形式 既 给 出 了 多 项 式 在 展开 “中 心 ” 
的 所 有 导数 值 ， 也 给 出 了 它 在 该 点 的 零点 的 重 数 ( 若 有 的 话 )， 对 于 一 个 有 理 函 数 P/O， 其 中 和 0 是 没有 
公 央 式 的 多 项 式 ， 把 其 分 母 为 零 的 点 称 为 它 的 极点 .只 要 degP < degO， 有 理 函 数 就 可 以 写成 常数 乘 以 形 如 
1/(z -aa) 的 简单 分 式 的 和 的 形式 ， 其 中 jz 1 是 有 理 函 数 的 极点 ， 整 数 / 从 1 取 到 极点 的 重 数 . 

复 正 弦 函 数 和 复 余 弦 函 数 可 由 指数 函数 来 定义 : 

sinz = (e* - e™)/2i, cos: = (e* «e *)/2. 

当 z 取 实 值 时 ， 这 些 定义 与 微 积分 中 的 定义 相同 另外， 对 于 这 些 函 数 ， 通 常 的 求 导 公式 及 三 角 恒 等 式 仍 成 
立 ， 复 双 曲 函数 也 是 用 指数 函数 定义 的 ， 且 与 实 的 情形 有 很 多 类 似 的 性 质 . 

复 对 数 函数 log : 是 指数 函数 的 反 函 数 ， 并 由 log := Log | z! + iargz 给 出 ， 其 中 大 写字 母 表 示 实 变量 的 自 
然 对 数 函 数 ， 内 为 对 任 一 > 关 0，argz 有 无 穷 多 个 值 ， 所 以 log z 也 有 无 穷 多 个 值 . 因此 log : 是 一 个 无 穷 多 值 
函数 . 


143 


E 


146 


98 第 3 章 


在 极 坐标 下 ，log z 的 实 部 Logr MERE 9 分 别 是 在 圆 周 和 横 上 取 常 值 的 调和 函数 .它们 在 解决 拉 普 拉 斯 方 
程 的 边 值 问题 时 很 有 用 . 

对 于 多 值 两 数 /， 通 过 它 的 分 支 讨论 了 它 的 解析 性 . 若 单 值 函 数 下 在 某 个 区 域内 连续 ， 且 对 此 区 域内 的 任 
意 一 点 z，F(:) 都 和 /(z) 的 某 个 值 相 等 ， 则 称 下 是 /的 一 个 分 支 瑞 数 . 

通过 限制 argz 的 取 什 范围 使得 它 是 单 值 连续 的 ， 就 可 得 到 log z 的 分 支 琢 数 ， 例 如 ， 丽 数 Log := Log | z! + 
iArgz 是 log z 的 主 值 分 支 ， 在 复 平面 上 除去 负 实 轴 上 的 点 外 的 区 域 有 内 是 解析 的 .在 这 个 意义 上 说 ,公式 
d(log z) /dz =1/z 对 log z 的 每 个 分 支 璀 数 都 是 成 立 的 . 

z 的 复数 次 筹 通过 对 数 函 数 来 定义 ， 特 别 地 ， 当 :#0 BE, D sets dba 是 一 个 整数 ，w =:" 都 是 一 个 
多 值 汕 数 ， 它 的 分 支 可 通过 选择 log : 的 分 支 得 到 ， 反 三 角 琐 数 和 反 双 曲 函数 都 可 申 对 数 函 数 表示 出 来 ， 它 们 
uL IUE E MC 

应 用 复 变 入 可 以 大 大 简化 对 正弦 振动 系统 的 分 析 ， 特 别 地 ， 对 含有 因子 e”' 的 项 作 微 分 运算 ， 相 当 于 作 简 
Wong eie We OREL iw). 
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第 4 章 复 积 分 


第 2 章 中 我 们 介绍 过 ， 由 于 复 平面 的 二 维 性 ， 复 变 函 数 的 自 变量 以 任意 方向 趋向 极限 点 ， 
从 而 推广 了 导数 的 概念 ， 复 平面 的 二 维 性 对 积分 理论 同样 有 影响 ， 积 分 路 径 为 平面 上 的 一 般 曲 
线 面 不 仅 是 x 轴 上 的 线段 ， 不 过 微 积分 中 的 一 些 技巧 在 复 分 析 中 也 适用 ， 例 如 利用 原 函数 计算 
积分 值 . 

在 解 怕 函数 性 质 的 研究 中 ， 复 积分 理论 起 了 重要 的 作用 ， 最 主要 的 结果 是 柯 西 定理 ， 其 大 
致意 思 是 说 ， 如 果 丽 数 在 一 条 环线 及 其 内 部 解析 ， 则 它 沿 此 闭环 线 的 积分 等 于 0， 由 这 个 结果 
可 以 得 到 柯 西 积分 公式 ， 它 对 解析 函数 的 重要 性 质 有 更 深刻 的 刻画 . 


4.1 AR 


本 节 我 们 给 出 xy 平面 上 曲线 的 直观 概念 的 数学 解释 ， 尽 管 本 书 的 大 部 分 内 容 仅 涉 及 两 种 
简单 的 曲线 一 一 线段 和 圆 弧 ， 但 是 在 证 明定 理 中 弄 清楚 一 般 曲线 的 定义 是 必要 的 . 

为 此 ， 我 们 想象 画家 在 图 纸 上 画 一 条 曲线 y 的 过 程 。 在 任意 特定 时 刻 :， 有 一 个 点 ， 辟 
如 说 点 z=x+iy 被 画 出 来 ， 在 时 间 段 a<+<6b 上 夯 出 的 所 有 点 的 轨迹 构成 了 这 条 曲线 ， 显 
然 ， 夯 家 的 这 种 行为 可 以 看 作 是 生成 了 一 个 以 :为 自 变量 的 函数 z:， 曲 线 y 为 当 ! 在 a 和 46 之 
间 变 动 时 z(1) 的 值 ， 这 时 称 z(1) 为 y 的 参数 函数 . 图 4-1 列举 了 我 们 需要 考虑 的 几 种 曲线 的 
类 型 . 

如 果 一 条 曲线 没有 尖 角 和 自 交 点 ， 则 它 的 数学 描述 就 相当 简单 ， 所 以 我 们 先 来 限定 研究 图 
中 前 两 种 曲线 一 “光滑 "曲线 ， 其 他 两 条 称 为 ^ 周 线 ”， 周 线 可 以 分 成 几 条 光滑 曲线 段 ， 因 此 
在 绘制 一 条 光滑 曲线 y 时 应 遵循 下 列 程序 . 

首先 ， 在 绘制 过 程 中 我 们 不 允许 笔尖 离开 纸 面 ， 用 数学 的 语言 表达 ， 即 要 求 (+) 是 连续 
的 ， 其次， 我 们 强调 曲线 由 平稳 光滑 的 一 笔画 成 ， 具 体 地 说 ， 笔 尖 必 须 以 适当 的 (有 限 ) 速 率 
进行 移动 ， 即 笔尖 移动 必须 是 连续 变化 的 .笔尖 画 过 点 (x*(1) , y CO ) 的 速度 为 向 量 (dx/di,dy/ 
dt) 2x'(0) +iy'(t) ， 称 此 向 量 为 (1)， 因 此 我 们 强调 (OFE HELa, 6b] 连续， 此 外 ， 为 
避免 出 现 尖 角 (绘图 过 程 中 的 突然 中 断 所 产生 的 ) ， 还 要 求 "(1) 90. 

最 后 ， 我 们 假设 每 个 点 只 绘制 一 次 ， 换 句 话说 ，z(1) 必须 是 一 一 的 .但 是 允许 起 点 与 终点 
可 能 重合 ， 如 图 4-1 所 示 的 第 二 条 曲线 . 


人 


a) tt beidet o ERR 由 不 光滑 的 曲线 
图 4-1 光滑 曲线 和 非 光滑 曲线 的 例子 


日 ”注意 此 时 + 是 实 变量 ,导数 (4) 的 存在 性 不 像 第 2 章 中 复 变量 函数 导数 的 存在 性 那么 复杂 
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综 上 所 述 ， 我 们 可 以 对 光滑 曲线 进行 分 类 .全 部 光滑 曲线 可 以 被 分 成 两 类 : 具有 不 同 端点 
的 光滑 红 线 和 具有 公共 端点 的 光滑 闭 曲 线 . 

定义 1 设 复 平 面 上 的 点 集 y 是 菜 连 续 复 值 函 数 z=z(t)(a<ts0) 的 值 城 ， 其 中 z(1) 满 足 
以 下 条 件 : 

(i)z=z( 昌 在 [ae，b] 上 有 连续 的 导 函 数 

(ii)z=z (tb 在 [ae，8] 上 恒 不 为 零 . 

(i) z(0) &[a, b] b-t. 

则 称 点 集 y 26 — GEI AL? (smooth arc). 

BRRR ERRA) GD IEA 

( 洛 ')z(1) 在 半 开 半 闭 区 间 [a,，b) 上 是 一 对 一 的 ， 且 z(6) 2z(a), z'(b) =z (a), MAA 
集 Y 为 一 条 光滑 闭 曲 线 (smooth closed curve). 

“y 是 一 条 光滑 曲线 "是 指 y 是 一 条 光滑 弧 线 或 者 是 一 条 光滑 闭 曲线 . 

初等 微 积分 中 已 经 证 明 ， 若 向 量 (x'(1) ，y'(1) ) 存 在 且 不 为 零 ， 则 它 在 几何 意义 上 是 曲线 
y EER), yD ) 处 的 切 向 量 ， 因 此 定义 1 中 的 条 件 表明 光滑 曲线 上 的 每 一 点 都 存在 唯一 

-条 切线 并 且 切 线 的 方向 沿 曲线 连续 变化 ， 从 而 光滑 曲线 没有 自 交点 或 尖 点 ， 参 见 图 4-1. 

为 证 明 复 平面 上 的 点 集 y 是 光滑 曲线 ， 我 们 必须 构造 一 个 值 域 为 y 的 “可 允许 "参数 函数 
iQ), ， 其 中 可 允许 的 含义 是 指 它 满足 定义 1 的 条 件 ， 事 实 上 ， 如 果 一 条 曲线 是 光滑 的 ， 它 会 有 
无 限 多 个 可 允许 参数 函数 ， 例 如 ， 画 家 可 任 选 曲线 的 两 端点 之 一 作为 起 点 ; 若 曲 线 是 闭 的 ， 他 
可 选择 曲线 上 任意 一 点 作为 起 点 ;他 还 可 在 某 一 部 分 画 得 快 一 些 而 在 另 一 部 分 画 得 慢 一 些 ， 一 
条 给 定 的 光滑 曲线 y 有 很 多 不 同 的 可 允许 参数 函数 ， 但 是 为 了 说 明 给 定 的 曲线 是 光滑 的 ， 我 们 
仅仅 需要 一 个 可 允许 参数 函数 即 可 . 

本 书 中 大 部 分 内 容 仅 涉 及 线段 或 圆 弧 的 参数 函数 ， 下 面 给 出 几 个 基本 的 例子 . 

例 1 对 于 下 列 每 一 条 光滑 曲线 写 出 它 的 一 个 可 允许 参数 函数 . 

(a) 从 z=1 到 z=8 的 水 平 线段 . 

(b) z=2 -2i F] 2 22 «2i HERE. 

(c) 连 接 -2 -3i 5 5 «6i 的 直线 段 . 

(d) 圆 心 为 1 -i， 半 径 为 2 的 圆 . 

(e) 函数 y=x'(0<x<1) 的 图 

解 〈a) 此 线段 的 点 集 为 >=x，1<x<8， 用 参数 :代替 *， 即 

z(t) =4(1 <t <8). 
3EX E. TDSETEEUESE" EHEM, K 
z(x) 23(1 €x «8) 


也 符合 题 意 . 
《b) 此 垂 线段 的 点 集 为 : z=2 +iy，-2<y<2. 所 以 可 取 参 数 函 数 


O 在 端点 :=a,，z'(t) 表 示 右 导 数 ， 而 在 :=6，z"(+) 表 示 左 导数 . 


O iB CHOR EMMER regular arc). 
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z(y) -2*iy(-2&yx2). 

(ce) 对 于 任何 两 个 不 同 的 点 z, m. PE HD, n 的 线段 上 的 任 一 点 可 表示 为 a +l -z)h 

形式 ,其 中 0<+<1( 参 见 练习 1.3 8921886 18). 因此， 给 定 线段 的 参数 函数 为 
z(t) 2-2-3i 107 49) (0 € (« 0). 

(d)1.4 节 中 已 经 证 明 ， 以 原点 为 圆心 的 单位 圆 上 的 任何 点 可 表示 为 e” = cosg + ising(Os < 
2m) 的 形式 ， 因 此 对 于 这 条 光滑 闭 曲线 建立 的 可 允许 参数 函数 是 以 9 为 参 变量 的 函数 ; (0) = 
€^, 0&0 <2m( 注 意 到 两 端点 正好 重合 )， 为 了 得 到 圆周 (d) 的 一 个 参数 函数 ， 我 们 只 需 平移 上 
述 参数 蚂 数 的 圆心 并 把 它 的 半径 加 倍 ， 即 

z(0) =1-i+2e” (0&60x2m). 
注意 ， 对 9 的 范围 做 适当 限制 ， 可 得 到 半圆 或 任意 圆 弧 的 一 个 参数 函数 . 

(e) 求 任何 函数 y= /(x) 的 图 像 的 参数 函数 也 很 容易 ， 只 需 设 x 为 参数 ， 令 z(z) =x+ 
i/(x)， 并 注 明 其 参数 范围 ， 若 f(x*) 连 续 可 微 ， 则 z(x) 是 一 个 可 允许 参数 函数 ， 对 于 曲线 (e) ， 
我 们 有 

a(x) =x+in(0<x<1). 

易 证 上 述 每 条 曲线 都 满足 条 件 (i) ，(ii) ，( 证 )( 或 (证 ') )， 因 此 它们 都 是 可 允许 参数 函数 。 N 

下 面 对 曲 线 的 绘制 作 进一步 分 析 ， 假 定 画家 绘制 如 图 4-2 所 示 的 光滑 弧 线 ， 并 且 遵 守 我 们 
的 规则 (特别 地 ， 不 允许 有 重复 路 径 ) ， 直 觉 告 诉 我 们 ， 画 家 或 从 3 出 发 在 zu PIE, RA zB 
发 在 停止 这 两 种 方式 各 产生 了 一 种 曲线 上 点 的 顺序 (如 图 4-3 所 示 ). 


a) za 在 3p 之 前 b) sp 人 在 各 之 前 


4-2 oca 图 4-3 有 向 光滑 弧 线 


由 此 可 见 光 滑 弧 线 y 上 的 点 确实 存在 两 种 “自然 "顺序 ， 它 们 由 y 的 哪 一 个 端点 作为 起 点 
来 决定 ， 我 们 把 被 确定 了 点 的 顺序 的 光滑 弧 线 称 为 有 向 光滑 驶 线 ， 点 的 顺序 用 箭头 表示 ， 如 
图 4-3 所 示 . 

画家 在 绘制 y 时 所 产生 的 曲线 上 的 点 的 顺序 由 刻画 笔 的 轨迹 的 参数 函数 z=z(1) 反 映 出 来 . 
特别 地 ， 只 要 4 <i, Aal EEA z(t,) 之 前 ”由 于 仅 有 两 种 可 能 的 ( 自然) 顺序 ， 所 以 任意 
可 允许 参数 函数 曲线 按照 它 的 特定 顺序 必 为 二 者 之 一 ， 一 般 地 ， 若 z=z(1) (a<t<6) 是 符合 其 
中 一 种 顺序 的 可 允许 参数 消 数 , 则 :=z( -t)( -5<t< -ao) 总 是 对 应 与 之 相反 的 顺序 . 

如 果 要 画 一 条 光滑 闭 曲线 ， 则 情况 要 稍微 复杂 一 些 ， 先 选取 一 个 起 点 ， 然 后 选择 这 条 曲线 
的 一 个 方向 (参见 图 4-4)， 这 些 确定 之 后 ，y 上 的 点 的 顺序 就 确定 了 ， 然 而 ， 存 在 一 个 特例 ， 
由 于 起 点 也 是 终点 ， 所 以 它 既 在 其 他 任意 点 之 前 又 在 它们 之 后 .不 考虑 这 个 特殊 点 ， 当 (i) 起 
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始点 已 确定 及 (ii) 从 这 点 开始 的 “方向 "已 选 定 ， 则 称 这 条 光滑 闭 曲 线 的 点 被 确定 了 顺序 ， 一 条 
被 确定 了 点 的 顺序 的 光滑 闭 曲线 称 为 有 向 光滑 闭 曲 线 . 

与 光滑 弧 线 情况 一 样 ， 笔 的 轨迹 的 参数 化 反映 了 在 画 一 条 光滑 闭 曲线 时 产生 的 曲线 上 的 点 
的 顺序 ， 如 果 它 的 参数 函数 由 z=z(+)， 


起 点 起 点 
astsb 给 出 ,那么 (i) 起 点 一 定 为 z(a) 
HC) RE ai «6 «b, 点 z(4) 便 在 点 :。 z z 5 
z(5) 之 前 任何 其 他 有 同样 起 点 的 可 允 
许 参 数 函 数 必然 对 应 这 个 顺序 或 与 之 1 
相反 . a) za (E292 i DELE 
有 向 光滑 曲线 指 有 向 光滑 弧 线 或 者 有 图 4-4 有 向 光滑 闭 曲线 


向 光滑 闭 曲线 

下 面 我 们 准备 介绍 一 些 应 用 在 积分 理论 中 更 加 一 般 的 曲线 ， 它 们 是 由 有 向 光滑 曲线 首尾 相 
连 而 得 到 的 ， 这 时 允许 有 自 交 点 、 尖 点 和 隅 角 ， 另 外 ， 把 单个 孤立 的 点 也 列 人 这 类 曲线 ， 我 们 
来 看 -- 下 下 面 给 出 的 定义 是 否 包含 了 所 有 的 情况 

“定义 2 dy. vec Y AAT ARADA, ETAT E-IL2, =, n=l, y, 
的 终点 与 y,,1 的 起 点 重合 ， 这 样 形成 的 曲线 厂 称 为 周 线 (contour)， 记 作 厂 =Y, +y + t ys 
| 特别 地 ， 我 们 也 称 单个 点 AWR 

注意 ， 单 独 的 一 条 有 向 光滑 曲线 也 是 周 线 ， 这 时 n=1. 

粗略 地 说 ， 周 线 三 承袭 了 它 的 组 成 曲线 y 的 一 个 方向 : WR z H z 在 同一 条 有 向 光滑 曲 
A y, 上 ， 则 它们 的 顺序 由 y, 的 方向 确定 ; MUR Ey 上, Maty E, 且 i<j， RIK z 
在 z, 之 前 ， 这 种 说 法 是 不 严密 的 ， 因 为 若 : 是 自 交 点 ， 则 它 位 于 两 条 不 同 的 光滑 曲线 上 ， 从 
而 当 我 们 说 a Ea 前 面 时 ， 必 须 指出 z, 在 哪 条 光滑 曲线 上 才 是 有 意义 的 . 

图 4-5 是 四 条 由 有 向 光滑 曲线 相连 而 成 的 周 线 ， 在 图 4-5d 中 ， 若 将 z。 LEM 
点 ， 则 它 在 za 之 前 ;但 若 将 其 看 作 y, 上 的 一 个 点 ， 则 它 在 za 之 后 . 


为 
六 dd 
DUE 
5 ^ A d 
L n u 
a 
a) b) e) d 


图 4-5 周 线 的 例子 


图 4-6、 图 4-7 和 图 4-8 描述 了 三 种 有 趣 的 周 线 ， 当 我 们 在 第 6 章 研究 周 线 积分 的 例子 时 
将 会 用 到 . 注意 在 图 4-7 中 的 周 线 中 的 所 有 线段 都 被 折 回 一 次 . 

周 线 的 参数 化 是 组 成 它 的 光滑 曲线 元 素 的 可 允许 参数 函数 的 一 种 简单 “拼凑 ”， 我 们 不 必 
把 它 明确 写 出 来 ， 因 为 在 实际 应 用 中 往往 把 一 条 周 线 分 成 有 限 条 光滑 曲线 来 研究 ， 然 而 周 线 参 
数 化 在 理论 上 非常 容易 表达 ， 因 此 只 要 我 们 一 次 把 它 弄 明白 ， 所 有 的 便 都 清楚 了 .我 们 说 
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z2i(0)(asi b) JEJE DP - (7 ，7:，…，7,) 的 参数 函数 ， 如 果 存在 [ee，5] 上 的 一 个 细 分 ， 
EERE n TEREE, r], Lrs ra], s [anis 7], 其 中 
aa=ye<cT<c…<T<7T。 =b, 
使 得 在 每 个 子 区 间 [7,., nj ERR :(+) 是 光滑 曲线 y 的 可 允许 参数 函数 ， 由 于 相 邻 两 条 
光滑 曲线 的 端点 是 相连 的 ， 从 而 z(O 必定 在 [a,，b] 上 连续 ,但 是 7 可 能 是 z CO B BERK RT 
断 点 . 


图 4-6 半圆 形 周 线 图 4-7 带 侵入 的 周 线 


B-r 


G 


-p -l-n -ltr l-n Ver n 


图 4-8 带 缺 口 的 周 线 


单个 点 的 周 线 的 参数 函数 只 是 一 个 常 函 数 . 

已 知 周 线 厂 各 元 素 y, 的 可 允许 参数 函数 ， 则 通过 简单 的 调整 或 改变 参数 1 的 取 值 范围 就 
可 得 到 周 线 六 的 参数 函数 ， 我 们 通过 下 例 详细 说 明 其 中 的 技巧 . (其 一 般 情 形 参见 习题 6. ) 

例 2 将 图 4-9 中 的 周 线 参数 化 ， 参 数 : 的 取 值 范围 为 [0，1]. 

解 ”我 们 已 经 知道 了 如 何 将 线段 参数 化 ， 下 面 是 y y, y, 的 可 允 
许 参数 函数 ， 且 分 别 和 它们 的 方向 一 致 : 


yin) 2t (0x:x1), 
yun(nD =1+t(i-1) (0x:x1), 
yun() -i-tii (0x:x1). 图 4-9 例 2 的 周 线 


它们 与 如 图 所 示 的 线段 方向 相符 . 
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现在 做 一 些 调整 ， 使 y, 的 参数 :在 0 与 1/3 之 间 变 动 ，y, 的 参数 的 变化 范围 为 1/3 <t<2/3， 
V 的 参数 的 变化 范围 为 2/3<t<1， 以 上 仅 是 对 变量 : 的 变化 范围 做 了 简单 的 调整 . 

对 于 y, WEFR z (1) =:(0<t<1) 的 值 域 与 函数 z,(1) =31(0<+t<1/3) 的 值 域 相同 ， 
zi( 划 也 是 一 个 可 允许 参数 函数 且 没 改变 y 上 点 的 顺序 ， 曲 线 y, 的 值 域 为 z,(t) =1 +1(i-1)， 
0stsl, CH z(t) =1+3(t-1/3)(i-1)(1/3<t<2/3) 的 值 域 相同 ，zu(1) 同 样 是 可 允许 参 
数 函 数 且 其 上 点 的 顺序 没 变 。 用 类 似 方法 处 理 ma(:) ， 从 而 得 到 


3t (o sts i 
iD near 1o-o (Isi). 
i-s(i- 3) ($5:«1) " 

周 线 的 原始 点 集 (无 向 ) 称 为 分 段 光滑 曲线 ， 在 不 引起 混 清 的 情况 下 ， 按 照 上 下 文 的 说 明 ， 
我 们 将 使 用 符号 三 表 示 周 线 及 它 的 原始 曲线 . 

许多 有 向 光滑 曲线 的 术语 也 适用 于 周 线 . 例如， 六 的 起 点 
是 yy, 的 起 点 ， 它 的 终点 是 y, WA Kie r 可 以 看 作 是 连接 
这 些 点 的 一 条 路 径 ， 若 改变 入 中 所 有 光滑 弧 段 的 方向 ， 并 且 这 
些 弧 段 以 反方 向 为 序 , . 则 得 到 的 周 线 称 为 厂 的 反 向 周 线 ， 记 为 
~ 帮 ( 参 见 图 4-10)， 注 意 到 车 :=z(!) (osi P) IET MAC aco 百 为 反 向 的 两 条 膨 线 
数 ， 则 z=z( -1)( -bss -a) 是 -人 矿 的 参数 函数 . 

如 果 古 的 起 点 与 终点 重合 ， 则 称 其 为 闭 周 线 或 环线 .简单 闭 周 线 是 指 除去 起 点 和 终点 外 
无 其 他 重点 的 闭 周 线 ， 换 句 话说 ， 闭 周 线 的 参数 函数 :=z(t) Cats b) TEEJEIX BI a, 5) 上 是 
一 对 一 的 . 

如 果 曲 线 是 一 条 简单 闭 曲 线 ， 还 有 一 种 确定 它 的 方向 的 方法 . 先 引入 拓扑 学 中 古老 的 若 尔 
当 曲 线 定理 ”， 它 指出 了 这 样 的 一 条 有 曲线 可 把 平面 分 成 曲线 内 部 和 外 部 这 一 直观 的 结论 ( 参见 
图 4-11). 


r -r 


图 4-11 若 尔 当 曲线 定理 


O 着 尔 当 (Camille Jordan, 1838—1922). 
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定理 1 任意 简单 闭 周 线 把 平面 分 成 两 个 区 域 ， 每 个 区 域 都 以 此 曲线 为 边界 ，、 其 中 一 个 
有 界 的 区 域 称 为 曲线 的 内 部 ; 另 一 个 无 界 区 域 称 为 曲线 的 外 部 . 

车 尔 当 定理 对 更 加 一 般 的 曲线 也 能 成 立 ， 但 是 它 的 证 明 即 使 对 于 周 线 也 相当 复杂 . 

现在 给 出 一 条 简单 闭 周 线 D. 我 们 设想 一 个 孩子 沿 着 
它 骑 自 行车 ， 方 向 与 周 线 指定 的 方向 相同 、 如 果 车 子 的 轮 
子 充分 小 ， 则 一 定 有 一 个 车 轮 总 是 在 周 线 的 内 部 区 域 ， 而 
另 一 个 总 在 周 线 的 外 部 区 域 . (否则 我 们 可 用 一 条 不 穿越 
周 线 的 路 径 连 接 它 的 内 部 与 外 部 ， 这 与 若 尔 当 曲线 定理 相 
矛盾 . ) 通 过 规定 周 线 的 起 点 和 终点 以 及 哪个 区 域 (内 部 还 内 部 
是 外 部 ) 落 在 沿 曲线 的 观察 者 的 左 侧 可 以 完全 确定 周 线 的 
方向 。 当 内 部 区 域 在 观察 者 的 左手 边 时 ， 称 厂 是 正方 向 外 部 
的 ,否则 称 六 是 负 方 向 的 ， 正 方向 产生 了 逆 时 针 运 动 的 概 
念 ， 参见 图 4- 12. 

本 节 最 后 我 们 讨论 周 线 的 长 度 . 首先 考虑 一 条 光滑 曲线 y， 设 它 的 任 一 可 允许 参数 函数 为 
a(t) 2x(0) +iy(t) ，a<tsb， 令 5 为 ?上 点 z(a) 到 z(0) 的 长 度 ， 由 初等 微 积分 知 ， 

$ D *(D- 


图 4-12 车 尔 当 (四 岁 ) 


ds _ |dz 
即 到 = 


qj 因此， 这 条 光滑 曲线 的 长 度 可 由 下 面 重要 的 积分 公式 给 出 : 


ri «| (1) 


m = 7 的 长 度 = f&a -f 


在 参考 文献 中 这 个 公式 有 严格 的 证 明 . 有 时 把 | ài fig [ |dz|. 这 强调 了 一 个 明显 的 
事实 :t(y) 是 一 个 只 依赖 于 点 集 y 的 几何 量 , 它 与 计算 中 所 选取 的 可 允许 参数 函数 无 关 . 

周 线 的 长 度 定义 为 它 的 所 有 组 成 曲线 的 长 度 之 和 ， 例 如 ， 图 4-9 中 周 线 的 长 度 等 于 EY) + 
(y) 8€) =1+VI+1=2+V2， 对 于 逆 时 针 绕 圆 C: | z -il =3 旋转 两 周 的 周 线 T, RN 
di TD) =6mr+6T=12m. 


dz 
dt 


1&2) 4.1 


1 写 出 下 列 每 条 光滑 曲线 的 一 个 可 允许 参数 函数 ， 使 之 与 给 定 的 方向 相符 . 
(a) 从 z=1+i 到 z= -2-3i 的 线段 . 
(BIB I : -2i1 =4 按 硕 时 针 方 向 施 转 一 周 ， 起 点 为 2=4 +2i 
(OMAI = 有 在 第 二 象限 的 圆 弧 部 分 ， 起 点 为 Ri, 终点 为 -RR 
(d) 抛 物 线 y = 在 点 (1，1) 到 点 (3，9) 间 的 部 分 - 
.证明 "(+) 不 为 零 是 确保 光滑 曲线 没有 尖 点 的 必要 条 件 . [提示 : 考虑 曲线 :(1) Sn in, 1er] 
3.， 写 出 椭圆 a 7a! ey 7 = 1 的 一 个 可 允许 参数 函数 并 证 明 它 是 一 条 光滑 曲线 . 
4. 证明: 函数 z(10) r til -1<ts1) 的 值 域 是 一 条 光滑 曲线 ， 即 使 给 出 的 这 个 函数 不 是 可 允许 参数 函数 ， 
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5. 指出 图 4- 13 中 简单 闭 曲线 太 的 内 部 区 域 ， 厂 的 方向 是 正方 向 吗 ? 


6. Ry 是 一 条 有 向 光 测 曲 线 ， 证 明 : X=) (oer) E y 的 一 个 与 其 方向 
相符 的 可 允许 参数 函数 ， 则 5 (D) = pi SIS eer omma. 


7. 写 出 绕 顶 点 为 -1-i 1-i 1+i，-1+i 的 正方 形 一 周 的 周 线 的 参数 函数 ， 
这 里 以 -1-i 为 起 点 ， 按 递 时 针 方 向 . 这 条 局 线 的 长 度 是 多 少 ? 

8. 写 出 图 4-14 的 周 线 厂 的 参数 函数 ， 对 于 它 的 反 向 周 线 - 厂 也 给 出 它 的 一 个 参 
LII 

9. 对 图 4-15 中 的 杠铃 形 周 线 进行 参数 化 . 周 线 的 起 点 和 终点 分 别 为 -1 和 1. 


图 4-13 习题 5 的 周 线 


图 4-14 习题 8 的 周 线 图 4-15 习题 9 的 周 线 


10. 由 可 允许 参数 璀 数 及 公式 (1) 证 明 : 
(a) 从 z 到 = 的 线段 长 度 是 1 z-z l. 
(BUM 12-21 =r 的 长 度 是 2mr. 

1. 计算 由 参数 质数 4) =Se"(0<4<r) 所 确定 的 曲线 的 长 度 . 

12. 当 y 是 由 参数 函数 :=z(1) (a<t<6b) 所 确定 的 周 线 ， 公 式 (1) 是 否 成 立 ? ` 

13. 把 :看 作 时 间 ， 可 允许 参数 函数 z=z(!)(a<tsb) 看 作 移动 质点 的 位 置 函 数 ， 给 出 下 列 各 个 量 所 表示 的 物 
Bx. 
Da) [DIETE 
[DIPIDET co reote 

14. ü i: (1) 基 光滑 曲线 y 的 可 允许 参数 函数 ， 如 果 $(s)(c<ssd) 是 一 个 严格 递增 函数 且 满 足 ; (i)b (s) 
在 [ec，d] 上 正 值 连续 ，(ii)$(e) =a, 中 (d) 2b, WAM (5) 25 (6(0) (ees) tb e y 的 一 个 可 允许 
参数 函数 。 验证 


[f 51) 1 de -fi 2) 1 ds, 
它 表明 了 公式 (1) 式 的 一 种 不 变性 . 


4.2 周 线 积分 


在 微 积分 中 , 实 值 丁 数 f 在 区 间 [ a,6] 上 的 定 积分 被 定义 为 和 式 立 fCe,) Ax, CDU A Ee ) 


的 极限 . 若 已 知 原 函 数 , 则 微 积分 基本 定理 提供 了 更 直接 的 计算 积分 的 方法 . 本 节 的 目的 是 应 用 
黎 曙 和 的 概念 定义 复 平面 上 复 值 函数 了 沿 周 线 厂 的 定 积分 . 为 此 ,首先 定义 函数 沿 一 条 单 向 光滑 
曲线 的 积分 ,其 次 通过 函数 沿 组 成 周 线 的 光滑 弧 段 的 积分 来 定义 其 沿 周 线 的 积分 . 最 后 ,我 们 将 
通过 用 原 函 数 得 到 计算 积分 的 一 些 简单 法 则 . 

考 虚 定 义 在 有 向 光滑 曲线 y 上 的 函数 ,其 中 y 的 起 点 为 a, 终 点 为 B( 可 能 与 a 重合 ). 像 上 一 
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节 一 样 ,y 上 点 的 顺序 与 它 的 方向 一 致 . 

HERES n, RIEL y 的 一 个 划分 P.: Ey ERARA m, za, e, zg AP 
mca =B, anaE zn(k=l, 2, =, n) 之 前 ( 见 图 4-16)， 如 果 计算 y 上 任意 连续 点 对 
(ais AKMAK, W EM K O9 f (Bt A 4 
分 的 “ 细 度 "提供 了 一 个 标准 .这 个 最 大 长 度 称 为 
划分 的 网 ， 用 记号 p(P,) 表示 .由 此 可 知 ， 若 给 
定 的 划分 刀 , 的 网 很 “小 ， 则 n 必定 很 大 ， 划 分 中 
相 邻 的 点 也 必定 很 车 近 . 

任 取 y 上 的 点 c，c，…，cs， Be 在 za 与 3 
间 的 弧 段 上 ，e E, 与 za 间 的 弧 段 上 ， 依 次 类 推 . 图 4-16 曲线 的 划分 
在 此 情况 下 ， 定 义 和 S(P,) : 

S(P,) := fte) (z, = zo) + fler) Cz 72) + f -zi)， 


WERKA XT XIAYP, HREH. En-a =Az,， 上 式 化 为 


SP) = Y Aeda- aa) = X edan 


现在 我 们 可 以 推广 微 积分 中 定 积分 的 定义 . 
定义 3 设 / 是 定义 在 有 向 光 浓 曲线 y 上 的 复 值 函数 ， 如 果 存 在 一 个 复数 上 ， 它 是 章 线 
的 任意 满足 limp( P,) =0 的 划分 序列 所 对 应 的 歼 曼 和 序列 SCR), SC) ，…，S(P,) ，… 的 


极限 ， 则 称 / 沿 y 是 可 积 的 (integrable along y), PP limS(P,) =L, 其 中 limp(P,) =0. 


常数 了 称 为 了 洛 y 的 积分 ， 记 为 
L= 回忆 Ke)an = IESTE 或 L= fi 


因为 定义 3 与 微 积分 中 积分 的 定义 类 似 ， 所 以 复 积分 也 有 一 些 与 其 类 似 的 性 质 ， 例 如 ， 如 
RR dpi y STER, NU 


[t2 tal) ldz = | f()ds s fads, a) 
[sois = ef Adz Orb e MEME MO 2) 

以 及 
f fenis =- | fdz, (3) 


其 中 -y 表示 与 y 方向 相反 的 曲线 . 
据 我 们 所 知 ， 微 积分 中 并 非 所 有 的 函数 了 都 可 积 ， 但 是 如 果 了 是 连续 的 ， 那 么 它 的 积分 肯 
定 存在 . 
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[定理 2 SAK[SASERAARYSERO, MfOyTh. 
定理 2 的 证 明 见 本 章 末 的 参考 文献 [2]. 
定理 2 虽然 有 重要 的 理论 意义 ,但 对 如 何 计算 积分 | (C d: 并 没有 提供 任何 信息 . 不 过 我 们 


对 定 积分 的 计算 已 经 非常 熟练 ,如 果 能 够 将 复 积分 表示 为 实 积分 ,那么 对 于 它 的 计算 无 疑 是 有 
ETE 
首先 考虑 当 y 是 方向 从 左 到 右 的 实 线段 [a,b] 的 特殊 情况 . 注意 到 如 果 / 为 定义 在 [a,b] 上 


的 实 值 函 数 时 ,定义 3 x RA | roa 的 定义 . 因此 ,即使 当 了 是 复 值 函数 时 ,我们 仍 用 记号 


[ ron a R Film RC 1 上 的 积分 . 在 这 种 情况 下 , 当 灰 9) 是 [a,b] 上 的 复 值 连续 函 
数 时 ,可 以 记 扩 0) = u(t) + ip(9 ,其 中 wm 是 [ae,5] 上 的 实 值 连续 函数 . 由 性 质 (1) 和 (2) 我 们 
有 
[aoas [tuo + iv(1) ]dr = [aon + if«coas (4) 

即 复 积分 可 由 两 个 实 积分 来 表示 . 

如 果 SARER F) =U) +V), WU su, V' 2v. 由 (4) 式 立刻 得 到 下 面 推广 的 
微 积分 基本 定理 : 
”定理 3 ”如 果 复 值 函 数 / 在 [a, 6] 上 连续 ， 且 对 [a, b] EG PUR t, FG) = f0), M 


[o = F(b) - F(a). 


下 面 举 个 例子 说 明定 理 3. 
例 1 am (ea 
解 由 于 F(t) =e"/i 是 f(t) =e" 的 一 个 原 函 数 ， 由 定理 3 得 
[o] 
现在 我 们 考虑 一 般 情 况 , 即 y 是 任意 有 向 光滑 曲线 ,函数 了 沿 着 y OE h y 的 可 允许 参数 函 
数 z = z()(a < +< D) y 的 方向 一 致 ) 可 以 得 到 计算 积分 上 /(z)dz 的 公式 . 事实 上 ,如 果 
P, = nun unu] Ey 的 一 个 细 分 , 则 可 记 


nomi). n mr) enun, m i). 


其 中 

a-zt«t«&«c«t, - b. 
此 外 ， 因 为 函数 z(t) 在 [a, 58] 上 有 连续 导 沙 数 ， 所 以 Az, =l) -z(t ) 近 似 等 于 z'(4.) (7 
ta) =z (u) An, CARRER Ac, 更 快 地 趋 于 0， 因 此 f 沿 曲线 y 的 黎 曼 和 


日 、 丙 数 / 在 以 任意 作为 它 的 定义 域 的 集合 S 上 连续 是 指 对 S 上 的 任意 一 点 ,， 对 Vs >0， 存 在 8>0， 只 要 :属于 S 且 
ELM ICE TEM 


D fa) An = ECCO 
近似 等 于 连续 函数 GG) CO La, b] ERE BERR 
EA an, 
这 就 引出 了 下 面 的 定理 (上 述 分 析 为 定理 4 的 主要 证 明 思想 ). 
”定理 4 设 /是 有 疝 光 清 沿线 y LARESAEK, eXz:-i)(actsb) E y 的 任 一 与 其 方 
向 一 致 的 可 克 许 参数 函数 ， 则 
[rods = [A (5) 
定理 4 的 严格 证 明 不 困难 但 比较 繁琐 ， 对 于 我 们 的 主要 结论 影响 不 大 ， 因 此 略 去 ， 它 的 严 
格 证 明 可 参见 参考 文献 [2]. 
因为 (5) 式 对 y 的 所 有 合适 的 参数 函数 都 成 立 ， 并 且 / 沿 y 的 积分 与 参数 函数 的 选择 无 关 
于 是 我 们 立即 得 到 下 述 推论 
推论 1 设 / 在 有 向 光滑 曲线 y 上 连续 ， 如 果 z=z(t)(a<t<b) 和 z=z(t)(c<t<d) 是 | 
的 任意 两 个 与 其 方向 一 致 的 可 和 允许 参数 函数 ， 则 
[fes coosi co = frs os ova 


8/2 计算 积分 上 (z -aa) dz, 其 中 "是 整数 ,C, 是 以 首 
时 针 方向 绕 圆 周 1 z - zol = 旋转 一 周 的 曲线 ,如 图 4-17 
Bm. 
M 取 C, 的 一 个 合适 的 参数 函数 : z(t) =z + re”， 
Oxix2m. 令 f(z) =(z-zo)"， 我们 有 
fGQ)) = (za+re =z)" = rne 图 4-17 例 2 的 有 向 光滑 曲线 了 


和 
z(t) = dre". 
因此 ， 由 (5) 式 ， 
" a 
f.e -a)'ds =Í (re) (ire")dt = irf eit, 
对 上 式 最 后 一 个 积分 分 两 种 情况 讨论 ， 当 mn 关 -1 时 ， 有 


| 光 1 ql 
d [^ devi RD, ^ lien ^is enl ^^ 


O AMRS 
$58 


强调 沿 Cr 的 正方 向 取 积 分 . 


165 


(i67) 


110 gat 


而 当 n= -1 时 ， 


这 样 (无 论 r 取 何 值 ) 


0 
Í (z-2)'d: = | (6) 
te 2mi， . " 


下 面 给 出 沿 一 条 周 线 的 积分 的 定义 . 
定义 4 设 三 是 由 有 向 光 清 曲 线 (y，y:，…，7。) 组 成 的 周 线 ， JAT EMEREK. 


则 了 沿 厂 的 周 线 积分 ( contour integral of f along 7) 记 为 [ads Ex: 


J fente [ fo): * [Ao e I 0) 
若 卫 由 一 个 单 点 构成 ， 显 然 有 


IEOUEIS 
£3 计算 


hs Iles 
其 中 卫 是 以 着 时 针 方向 绕 阅 周 1 -zl =r 两 周 的 周 线 ， 起 点 是 ze tr. 
解 C, 表示 以 道 时 针 方 向 绕 贺 周一 周 的 周 线 ， 则 厂 =(C,，C,)， 因 此 ， 由 例 2 中 的 公 
式 (6) 得 到 


[Hf di = 2mi+2mi = mi. E 
rz-z ,s,s 

例 4 计算 | Edz, 其 中 了 是 图 4-18 中 的 简单 闭 周 线 . 22i 

解 由 定义 4， 我 们 有 W |. 

f Ede = [Par f PII [ nae : ; " 

对 线段 y, 取 适 当 的 参数 函数 : 

yunQ) 24 (0x:x2), 

hial) 22 (0€:«2), 图 4-18 例 4 中 的 周 线 


yin (t) =-4(1 +i) (-2s:<0), 
再 由 定理 4， 我 们 有 


Í. Pars [HD = fras £ t ES 


Í, Zdz= Í zGOY)n(d = fe - di)! idt 


z3i | 3 37 
E 
[Pe f. Z027, (1)dt = 人 -ea -iJ PUA kiy] 
=- (1 #00 EDT --ü«00-p 4. 
因此 
sSa28 -(2-2i) 8 P 28 
| az =3+ [H h [-a «0a -i5 2]. 
通过 计算 得 最 后 结果 为 16/3 +32i/3. Li 


由 定义 4 易 知 ， 前 面 一 些 沿 有 向 光滑 曲线 积分 的 结果 在 周 线 积分 上 也 是 成 立 的 .特别 地 ， 
我 们 有 


JEA +e) ldz = f fide s |e(z)dz， (8) 
[eos =ef Az)dz (e HEER) (9) 

和 
[fes = - f foods, (10) 


HPS, g 是 周 线 厂 上 的 连续 函数 . 
此 外 ， 若 整个 周 线 厂 = (y,，y,，…，Y,) 有 参数 函数 z=z(1)(a<t<4b)， 则 存在 一 个 细 分 
aTe <T < CT CT Ib 


Ti PRICE (O TES E PCIE n nu] ERRE y, 适合 的 参数 函数 . 因此 由 公式 (5) 得 
[fea - E flt) )z'(t)dt (k =1,2,=,n), 
从 而 


[iens = EA) 
即 
IO - [As 

利用 上 式 不 难 证 明 ， 沿 一 条 简单 闭 周 线 的 积分 与 周 线 的 起 点 -~ 终点 的 选择 无 关 ( 参 见习 
题 18)， 因 此 ， 在 计算 沿 这 种 周 线 的 积分 时 ， 不 必 关 心 周 线 的 起 点 -终点 ， 只 需 明确 其 方向 就 
可 以 了 . 

在 许多 理论 和 实践 中 ， 往 往 不 必 计 算出 周 线 积分 的 确切 值 ， 而 只 需 知道 它 的 值 的 一 个 合适 
的 上 界 就 可 以 了 ， 下 面 我 们 来 研究 周 线 积分 的 估计 问题 . 

设 / 是 有 向 光滑 曲线 yY 上 的 连续 函数 ,常数 W 是 7 在 Y 上 的 一 个 上 界 , 即 1 f(z)1 < M( Vz ey). 
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如 果 考虑 y 的 一 个 划分 P, 所 对 应 的 黎 曼 和 5 Ace)Az, 则 由 一 般 的 三 角 不 等 式 得 


| DEG < X 1 fle) Ht As | e Y, åz l. 
另外 ,注意 到 弦 长 之 和 于 | Az | 不 超过 y 的 长 度 . 因此 
| DEOS < MEC). (11) 
由 于 不 等 式 (11) 对 /(z) 的 所 有 黎 曼 和 都 成 立 ， 通 过 取 极 限 ( aP) —0), HA 
[[ jonas | s meo). a2) 


把 这 个 结果 及 三 角 不 等 式 应 用 到 定义 周 线 积分 的 (7) 式 ， 我 们 有 : 
”定理 5 S&KJABAT LEX, RI f(z)! <M(Yzey)， 则 


[[ rea < MUT), (13) 
其 中 (D)EÀSDÉKE.MSSDA, A 
L | [Aaz < maxi f) 1+ CT). (14) 


的 一 个 上 界 , 其 中 丁 是 逆 时 针 方 向 绕 贺 周 1 z1 = 2 一 周 的 周 线 . 


例 5 |f en? nas 
解 ”首先 注意 到 积分 路 径 的 长 度 是 《 =4m， FEREN e (I +1) 在 1z1 =2 上 的 一 个 上 
JM. 没 z=x+iy, Hd zl =Vx +y =2 时 ,我 们 有 
lel=|le ”|l=e se, 
利用 三 角 不 等 式 ， 当 1 z1 =2 时 ， 
12+1121lz1l?-1=4-1=3, 
所 以 当 1 z1 229, [e'/( +1)|<e*/3， 故 由 定理 5 得 
La PL " 
rz +1 


3 
最 后 指出 ， 尽 管 一 些 实 的 定 积分 可 被 看 作 一 个 这 域 的 面积 ， 而 周 线 积分 却 没有 相应 的 直观 
几何 解释 ， 不 过 ， 在 后 面 的 几 章 中 我 们 将 看 到 ， 周 线 积分 在 一 些 实际 问题 中 非常 有 用 、 


练习 4.2 


l 设 Y 是 一 条 有 向 光滑 曲线 ,起 点 和 终点 分 别 是 e,B. 由 定义 3 直接 证 明 | edz = c(B -a) ,其 中 c 是 任意 复 常数 . 


上 式 对 于 沿 连 接 a,p 的 任意 一 条 周 线 的 积分 都 成 立 吗 ? 
2. 利用 定义 3 证 明 性 质 (1) 、(2) 和 (3)- 
3. 计算 下 列 积分 . 


wf c si )dr ofa + i) cos(ir) dt ca + 2u)'dr wf Gi 


X 积分 113 


a 


. 写 出 定理 3 的 详细 证 明 . 
.利用 例 2 的 结果 计算 


^ 


其 中 C 是 逆 时 针 绕 辆 周 1 : -il =4 -ANAR 
6. 计算 Í zdz, 其 中 
(a) 厂 是 以 递 时 针 方 向 绕 贺 周 1 :1 =2 一 局 的 周 线 . 
(b) 矿 是 以 顺 时 针 方 向 绕 圆周 1 z1 =2 一 周 的 周 线 . 
(e) 厂 是 以 大 时 针 方 向 绕 贺 周 1 z1 =2 三 周 的 周 线 . 
Ý 计算 [Rezdz, 其 中 厂 是: = 0 到 z = 1 + 2i 的 有 向 线段 . 


8. 对 于 以 z=0, z= =1+i xz=i 为 顶点 的 正方 形 ,， 设 C 为 从 z=0 出 发 以 道 时 针 方 向 绕 正 方形 一 周 的 周 


办 .证明 


[ed = 0. 
9. 计算 [o -2xy)dz R T: z =t + iP (0 < 4<1), 其 中 x = Rez,y = Imz 
10. 计算 [74z, 其 中 C R8 题 中 正方 形 的 周 界 . 


u. 计算 | s + 1)dz, 其 中 卫 是 起 点 为 * = - i 终点 为 = 1 的 下 列 周 线 : 


(a) 简 单 的 线段. 
(b) 两 条 简单 线段 ， 一 条 从 z= -i 到 :=0, 另 一 条 从 z=0 到 :=1. 
(BE 2-6, -m/2«:s0. 


12. HWI: f, Fdz =f, Ld. 


ha ai z 
13. im [o :-lbsil'-z)drJCP P APRA z= -iee", Ost. 


A4. 应 用 定理 5 验证 下 列 估 计 . 
(035 C 为 绕 圆周 1 :| =3 一 周 的 周 线 ， 则 


Lz5 


(b) 荐 y 为 从 z=R( >0)F]z=R+2ri HERE, M 


[ijz 
lee e-i 


(ce) 若 卫 为 圆周 1 *1 =1 3608 — e RIO BUE, M 
|f toe sis] Fu 
(23 y IA 20 到 :=i 的 线段 ， 则 


I EE n 


15. 设 / 是 实 区 间 [a, 56] 上 的 复 值 连续 函数 .证 明 
| eos f f) di. 
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[提示 : 考虑 7 在 [ae，6] 上 的 黎 皮 和 . ] 
16. 设 y 是 起 点 为 a 终点 为 B 的 有 向 光滑 曲线 .利用 (5) 式 及 定理 3 证 明 
EZ EIS. 
17. 利用 16 题 结果 ， 证 明 对 任意 闭 周 线 厂 有 
EZ = 0. 
18. 设 P, 是 一 条 闭 周 线 ， 参 数 函 数 为 :=z,(1) ，a<ts<6， 在 区 间 (a, 5) 上 选择 一 点 <， 令 e 为 这 条 周 线 的 新 
的 起 点 -~ 终点 ， 这 样 得 到 的 闭 周 线 记 为 厂 ,， 它 的 参数 函数 为 
z(t) cstsb, 
POE { 
s(t-b+a) batsb-ate 
对 任何 D, 上 的 连续 函数 /， 证 明 
INS = fA 


4.3 积分 与 路 径 的 无 关 性 


复 分 析 理论 中 的 一 个 重要 结果 是 把 微 积分 基本 定理 推广 到 周 线 积分 上 ， 这 意味 着 在 某 些 条 
件 下 函数 的 积分 与 连接 起 点 与 终点 的 路 径 无 关 ， 事 实 上 ， 周 线 积分 基本 定理 完全 刻画 了 复 积分 
上 述 性 质 成 立 的 条 件 ， 在 本 节 ， 我 们 将 主要 研究 复 积分 的 这 种 性 质 ， 首 先 介绍 基本 定理 ， 利 用 
它 ， 不 用 参数 函数 就 能 由 被 积 函数 的 原 函数 计算 出 积分 . 

定理 6 设 夯 数 J(z) 在 区 域 品 内 连续 ，F(z) 是 f(z) 在 D 内 的 一 个 原画 数 ， 即 对 任意 zeD， 
dF(z)/dz = f(z), NAF D LEERS, 终点 为 zr 的 周 线 厂 ， 有 


f Aaz = F(z1) - F(z). a) 


(TERESUR RU de HL F(z) 在 区 域 D 内 解析 ， 从 而 在 区 域 D 内 连续 ， 例 如 函数 Log z, 
它 在 任意 包含 负 实 轴 上 的 点 的 区 域内 都 不 是 1/z 的 原 函 数 . ] 
定理 6 能 使 某 些 周 线 积分 的 计算 变 得 简便 ， 定 理 证 明之 前 ， 我 们 先 看 一 个 例子 . 


例 1 计算 积分 /eos zdz, 其 中 厂 是 图 4-19 所 示 的 周 线 


解 ” 由 于 对 任意 z， 被 积 函 数 有 一 个 原 函 数 F(z) = sin z， 
所 以 不 必 青 求 T 的 参数 函数 .因此 由 定理 6， 这 个 积分 的 
值 仅 由 古 的 两 个 端点 就 可 计算 出 来 : 

J, coszdz = sinz ”= sin(2+i) -sin(-1). W 
r E 图 4-19 例 1 的 岗 线 

定理 6 的 证 明 证 明 十 分 简捷 ， 先 写 出 /(z) 的 参数 函 
数 的 积分 ， 再 根据 链 式 法 则 及 上 一 节 的 定理 3 即 可 . 

BTE D 内 连接 z 与 zr 的 一 条 周 线 . 选取 一 的 一 个 参数 函数 =l), asish, Eti 
WE, inle HT EERME yli 的 端点 所 对 应 的 : 值 [特别 地 ，z(ro) =z, z(7,) =z], W 
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[roas- Bh = OA (2) 


应 用 严 是 /的 一 个 原 函 数 这 一 事实 ， 可 以 改写 (2) 式 中 的 被 积 函 数 ， 为 此 ， 注 意 到 在 每 个 分 区 
WT. Vna ia rare: 因此 由 链 式 法 则 


Airaa] s SF 2 Ja Gu mim n). 


dz dt 
又 由 定理 3， 所 以 
三 wz(D)z(Dd= f. FEG) ldt = foc) - Fito) 


因此 有 
JADdz= Xie» -F(z(71))] 
= [FGG) - F(z(70))] + [F(z(7,)) - F(z(7,))] (3) 
+e + [F(a(T.)) - F(z(7.))]. 
即 


SLE F(z(7,)) - F(z(5)) = FGj) - F(z). E 


例 2 计算 [iris Set Cor 4-20 所 示 的 周 线 . (b) 厂 是 图 4-21 所 示 的 周 线 . 


图 4-20 例 2(a) 中 的 周 线 图 4-21 例 2(b) 中 的 周 线 
解 (a) 在 图 4-20 中 周 线 厂 的 每 一 点 处 ， 函 数 1/z 都 是 log z 的 主 值 分 支 的 导 函数 ( 见 3.3 节 ). 
因此 
E = Log |. ; = Fi-(- fi) = m 


(b) 对 于 图 4-21 中 的 周 线 厂 ， 由 于 它 的 分 支 割 线 与 周 线 栈 相交 ， 从 而 不 能 利用 函数 Log z. 
用 函数 Co(z) =Log1 z! +i argz,，0 <argz «2m iÈ, 它 是 在 沿 着 非 负 x 轴 割 开 的 :平面 上 对 数 
函数 的 一 个 分 支 ， 这 样 
-| i " 


rz 


因为 环线 即 闭 周 线 的 端点 重合 ， 由 定理 6 立即 得 到 下 面 的 推论 
推论 2 车 /在 区 域内 连续 且 在 口内 有 一 个 原 函 数 ， 则 对 口内 的 任意 环线 厂 有 


f Aaz =0. 


2 
2 


176; 
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推论 2 提供 了 4.2 节 例 2 中 Hn -1 R, (z - 20 4: 9L Ae BRI E) = (> - 


27 ME KG) 是 函数 F(z) = (z -6)"/(n+1) 的 导 函 数 , 它 在 复 平面 上 除去 点 > = 的 任意 区 
域内 是 解析 的 . (事实 上 只 有 在 ”为 负数 的 情况 需要 除去 .为 什么 ?) 由 于 C, 是 刀 内 的 闭 周 线 ， 
由 推论 我 们 得 到 | G- aa)"dz = 0,n 关 一 1 


由 (1) 式 还 可 以 得 到 的 一 个 重要 结论 是 : RAS 
在 区 域 D 内 有 一 个 原 函数 时 , 它 沿 着 D 内 的 周 线 积分 
只 依赖 于 周 线 的 端点 wzr, 即 积分 与 连接 这 两 点 的 路 


径 无 关 ! 例 如 ,如 图 4-22 所 示 , 在 上 述 条 件 下 ,积分 | 


Sdz, f, Adz, f, Aa) dz 是 相等 的 . 基于 这 样 的 事 


实 ,对 于 连续 函数 /(:) ,我 们 将 建立 本 节 已 经 讨论 过 的 图 4-22 路 径 无 关 性 
三 个 性 质 的 等 价 性 . 

定理 7 设 /是 区 域 刀 内 的 连续 函数 ， 则 以 下 结论 是 等 价 的 : 

G) ED ARA HK. 


Cf 36 D 内 任意 环线 的 积分 等 于 0.[ 即 车 厂 是 上 D 内 任意 环线 , 则 | f(z)dz = 0]. 
(iii)/ 活 万 内 的 周 线 积分 与 路 径 无 关 [ 即 若 太太 Æ D 内 任意 两 条 有 公共 的 起 点 和 终点 的 
LESIN fd: = J /f(z)dz]. 


diis Cii) 1. 为 了 完成 定理 7 KUEN, ANEH Cii) AO 


证 由 定理 6 知 (i) 蕴 涵 
(iii) Æ (iii) £f Ci) BI aT. 

fib Cu). BT, D. 是 忆 内 任意 两 条 有 公共 的 起 点 z 及 终点 zr WAR, EXT HIE 
沿 刀 从 = 到 z， 然 后 再 沿 - 由 zr 到 z 的 周 线 ， 则 由 4.2 节 的 (10) 式 ， 我 们 有 


[Amas f, Aaz + PEGLE 


i) [ 


š [feo - foods 
另 一 方面 ， 由 于 厂 是 闭 曲 线 ， 由 (ii) 知 
faz =0. 
if Gii) RSZ- 
现在 证 明 只 要 (证 ) 成 立 ，(i) 也 成 立 ， 为 证 明 ARAN, 我们 需要 定义 一 个 函数 F(z) 并 
证 明 它 的 导数 就 是 /(:)， 前 面 的 定理 6 为 我 们 寻找 函数 F(z) 提供 了 线索 : 如 果 已 知 f 有 一 个 
原 函 数 ， 则 (1) 式 成 立 ， 所 以 利用 (1) 式 来 定义 函数 P(z) 然 后 证 明 它 确 实 是 j 的 一 个 原 函 数 . 
因此 ， 固 定 内 一 点 n, REH D 内 任意 一 点 z, 设 F(z) 为 了 沿 忆 内 连接 z，zo 两 点 
的 某 一 周 线 厂 的 积分 。 因 为 D 是 连通 的 ， 至 少 存在 一 条 这 样 的 周 线 人 (例如 有 向 多 边 形 路 径 ) ， 
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由 条 件 ( 证 ) 知 积分 与 周 线 的 选择 无 关 ， 即 对 于 所 有 可 能 的 连接 :，z 的 路 径 ，F(z) 的 值 都 相 
A. 因此 F(:) 是 在 D 上 合理 定义 的 一 个 单 值 函 数 ， 为 了 
证 明 (i) ,我 们 计算 F(z+Az) -F(z). 

为 计算 F+ Ar), EWR T A am 到 :， 再 沿 从 :到 
z+Az 的 直线 段 对 /进行 积分 。 因 为 D 是 一 个 开 集 ， 可 取 
Az 充分 小 使 连接 z 与 z+ Ar 的 线段 落 在 D 内 ， 如 图 4-23 
所 示 ， 而 差 值 F(z + Az) -F(z) 正 是 f 沿 这 条 线段 的 积分 . 
设 这 条 线段 的 参数 函数 为 z(1) =z+taz，0<:<1, 我 
们 有 


图 4-23 定理 7 中 的 积分 路 径 


F(z+Az) - F(z) = [4e + tAz) Azdt, 


从 而 

Euran Aa P [re + tAz) di. 
由 了 的 连续 性 ,容易 看 出 (参见 习题 10) , 当 Az 0 时 ,最 后 -个 积分 区 于 | fo = f(z). 因此 
F'(z) 存在 且 等 于 /(:). 这 样 就 完成 了 等 价 性 的 证 明 . L] 


现在 看 来 定理 7 或 许 作用 不 大 ， 我 们 甚至 怀疑 是 否 能 够 去 验证 一 个 函数 沿 着 任何 闭 曲线 的 
积分 为 0， 在 下 一 节 中 我 们 将 得 到 一 个 令 人 惊讶 的 定理 : 柯 西 定理 ， 它 给 出 了 使 上 述 性 质 成 立 
的 一 个 简单 条 件 ， 现 将 本 节 结论 总 结 如 下 : 连续 函数 /在 D 内 有 一 个 原 函 数 当 且 仅 当 它 沿 D 内 
任意 环线 的 积分 为 0. [177] 


练习 4.3 


L 计算 下 列 积分 ，( 可 参照 基本 积分 表 ， 想 一 想 为 什么 . ) 
Wf GP -Sz + idz, 其 中 卫 是 从 > = i 到 : = 1 的 线段 


(feda th rele 1 上 从 : = 1 到 = =-1 的 上 半圆 周 . 
(o) f, L/zdz 8 T JEFE ER : = - 3i 到 z = 3 的 任意 周 线 
(A) [ esc'sdz, Job ERARO, m, 22m, 的 任意 用 周 线 

(e) [ sint zcoszdz, JG T 18 4-24 中 的 周 线 . 

(D f e'coszdz Jr 了 是 图 4-24 中 的 周 线 . 

(8) f ^ dz i $^ 的 主 值 分 支 ,其 中 三 是 图 4-24 中 的 周 线 . 

Ch) f (Log a) dz JE P BK z = 上 到 = = i NRB 


CGI + 了 )dz, 其 中 也是 从 > = 1 到 +: = 1+i 的 线段 . 图 4-24 JEI 中 (e) (D (g) 的 周 线 
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2. 车 P(z) 是 一 个 多 项 式 ,三 是 任意 闭 周 线 ,解释 为 何 | P(z)dz = 0. 


3. 在 第 5 章 中 我 们 将 证 明 : 若 /是 一 个 整 摧 数 ， 太 是 任意 周 线 ， 则 对 任意 a >0， 存 在 一 个 多 项 式 P(z) 使 得 
1 f(z) -P(z)1 <e, (Yzer). 利用 这 个 事实 证 明 : 车 f(z) 是 整 函 数 ， 则 


CAs = 0, 其 中 厂 是 任意 闭 周 线 . [提示 :利用 习题 2 的 结论 . ] 
[DL ILCOLIIS 
4. 判断 对 错 : 若 /在 闭 周 线 丰 上 的 每 一 点 都 解析 , 则 | /(=)dz = 0. 


5. 解释 例 2， 说 明 函数/(:) = 1/z 在 有 和 孔 平面 C\ 10i 上 无 原 函 数 的 原因 . 
6. 虽然 在 有 和 孔 平面 C\ Ix! 上， 两 数 1/(:-z。) 不 能 应 用 推论 2， 但 定理 6 能 用 来 证 明 


Í. di 。 2mi 


PEs 
Xr C 是 绕 以 am AO RO CEREIE IS LRL MAHN. EMF: 
SI AA z, 到 m 的 一 条 水 平分 支 制 线 ， 如 图 4-25 Pis. TEM 
FH PE, HEI- z) HARK Log(z -aa)， 应 用 定 
理 6 计算 1/(z-z) 沿 图 4-25 所 示 的 C 上 由 a 到 部 分 的 积 
D. WES a, 有 油 制 线 趋 于 点 r 从 而 得 到 被 积 质 数 沿 5 的 
Bur 

7. 证 明 : 车 C 是 一 正 向 圆周 ，z 是 C 外 一 点 ， 则 


LZ = 0. 
8. 直接 证 明定 理 7 rp f C FC Ci) 
9. 我 们 知道 ， 原 函数 在 相差 一 个 常数 的 意义 下 是 唯一 确定 的 . 
这 种 性 质 在 定理 7(iii) 蕴 涵 (i) 的 证 明 中 是 怎样 体现 的 ? 
10. 证 明 ; 若 / 在 = 点 连续 ， 则 A: 一 0 时 ， 


图 4-25 习题 6 的 周 线 


[ve + Ar) d f2). 
[提示 : Hia f 
[^e + tAz) dt - f2) = ft fiz + tz) - f(z) di. ] 
11. 证 明 分 部 积分 公式 ; FS, & 在 包含 周 线 厂 的 区 域内 具有 连续 的 一 阶 导数 ， 则 
[A Oeds  foace | - [reco 


Jt, zs 分 别 是 古 的 起 点 和 终点 [提示 : 对 函数 d(Jg) /dz 应 用 定理 6. ] 
12. HARANERA 内 有 连续 导 函 数 ， 且 对 圆 盘 D: 1:1 <1 内 的 所 有 :满足 1/'(:) 1 <M 证 明 
1f) -fa)leMIz-ni (az EDA). 


[提示 :观察 到 (za) -a) = |/"(z)dz, 积 分 路 径 可 取 从 = 到 的 线段. ] 
4.4 柯 西 积分 定理 


本 节 的 主要 内 容 是 柯 西 积分 定理 ?， 由 一 条 周 线 到 另 一 条 周 线 的 连续 形变 概念 为 这 个 定理 
的 证 明 提供 了 清晰 、 直 观 的 方法 . 一 些 人 可 能 认为 ， 应 用 人 们 感 兴趣 的 向 量 分 析 法， 特别 是 格 


O 事实 上 ， 柯 西 (Cauchy) 发 表 此 定理 之 前 高 斯 于 1811 年 已 经 发 现 了 此 定理 
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林 定 理 来 证 明 会 更 加 得 心 应 手 ， 因 此 ， 我 们 给 读者 提供 了 两 种 可 供 选择 的 方法 ， 即 4.4. 1 节 和 
4.4.2 节 ,掌握 其 中 的 任 一 种 方法 .都 不 会 对 后 面 的 学 习 造 成 影响 . 

为 了 4.4.1 节 和 4.4.2 节 内 容 的 独立 完整 性 ， 有 一 些 内 容 是 重复 的 ， 例 如 4. 4.2 节 中 的 定 
理 12 是 4.4.1 节 定理 9 的 复述 而且 两 节 中 有 些 相同 的 例子 (尽管 解决 方法 不 同 ) 

练习 4.4 分 为 三 部 分 ， 分 别针 对 4.4.1 节 、4.4.2 节 以 及 4.4.1 节 和 4.4.2 节 的 内 容 ， 
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上 一 节 中 已 经 证 明 : 如 果 连 续 函 数 / 在 区 域 D 内 有 一 个 (解析 的 ) 原 涌 数 ， 则 它 沿 D 内 任 
意 环线 上 的 积分 等 于 零 ， 反 之 亦 然 ， 现 在 我 们 来 研究 这 个 性 质 与 /的 解析 性 之 间 的 关系 ， 首 先 
介绍 一 些 必要 的 几何 知识 . 

在 平面 上 给 定 区 域内 环线 到 环线 的 连续 形变 是 一 个 重要 的 概念 ， 形 变 看 起 来 很 显然 ， 但 难 
于 用 精确 的 数学 语言 表达 . 在 大 多 数 情况 下 ， 仅 靠 观察 就 够 了 . 为 此 ， 我 们 首先 给 出 一 个 直观 

如 果 环线 Fu( 将 D, 看 作 有 方向 的 带 弹 性 的 细 绳 ) 可 以 在 平面 上 连续 移动 ， 且 不 跑 出 区 域 
D， 以 这 种 方式 最 终 能 与 个 (在 位 置 和 方向 上 ) 一致， 则 称 环线 三 可 在 区 域 D 内 连续 形变 到 环 
Arn. 

下 面 举例 说 明 这 个 概念 . 

(a) 设 DD 是 如 图 4-26a MRKI, To. T, 是 D 内 的 两 个 同心 的 圆 形 周 线 ， 因 为 两 个 
圆周 的 方向 都 是 正 向 ， 将 的 半径 由 1 伸 长 到 2， 则 “弹性 "圆周 D, 在 D 内 能 够 连续 形变 到 
六 ， 即 我 们 形象 化 了 当 半 径 由 上 变 为 2 时 同心 贺 的 一 个 连续 统 ， 图 4-26b 中 的 虚线 描述 了 形变 
过 程 中 的 一 些 圆周 ， 注 意 到 它们 都 在 区 域 D 内 . 

(b) 设 DD 是 如 图 4-27 所 示 的 环形 域 ，F, 是 刀 内 的 三 角形 周 线 ， 刀 是 D 内 的 贺 形 周 线 . 
通过 扩张 rs 的 半径 使 它 的 边 同 时 变 得 越 来 越 圆 ，T 在 D 内 可 连续 形变 到 夏 ， 图 4-27 给 出 了 
变化 过 程 中 的 一 些 环线 ， 它 们 也 都 含 在 区 域 D N. 


图 4-26 圆 形 周 线 的 扩展 图 4-27 三 角形 的 形变 
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(e) 设 万 是 整个 复 平面 ，F。 是 如 图 4-28 MRR, D, 是 单 点 周 线 ==0， 如 图 4-28 所 
示 ， 通 过 简单 的 收缩 和 平移 ， 在 D 内 T, 能 够 连续 形变 到 T, 

(DRD 是 复 平面 的 第 一 象限 ，I,， D, 是 图 4-29a 中 的 圆 形 周 线 ， 注 意 到 仅 将 T 向 右 
平移 并 不 能 得 到 我 们 想 要 的 形变 ， 因 为 Fe 5T 虽然 位 置 重合 ,但 方向 不 同 。 为 此 ， 先 将 
T 收缩 成 一 个 点 (没有 方向 ) ， 再 将 这 点 扩张 为 厂 ， 且 总 保持 形变 在 D 内 进行 。 如 图 4-29b 
所 示 . 


ioo bo 
a) b) 


图 4-28 周 线 到 一 点 的 收缩 图 4-29 通过 将 周 线 收缩 到 一 点 来 使 周 线 的 方向 反 向 


(e) 设 D 是 复 平面 去 掉 两 个 点 +i 的 区 域 ， 太 ,是 圆 形 周 线 ， 
D, 是 “杠铃 " 形 周 线 ， 如 图 4-30 Bros, W D, 可 以 在 D 内 连续 
形变 到 P... [8 4-30 中 的 虚线 表示 了 形变 过 程 中 的 一 些 环线 . 

现在 我 们 用 严 谦 的 数学 语言 描述 形变 的 概念 前面 的 例子 说 
明 : 如 果 环 线 D, D WFD 内 的 一 个 连续 统 | 7 ,0<s<1， 
使 得 对 于 D 内 任何 一 对 环线 厂 ,， 厂 .， 当 s' 充 分 接近 SUM, DS. 
厂 - 可 以 任意 接近 ， 则 称 D, 可 以 在 D 内 连续 形变 到 Do X UE 
求 周 线 | ,1 的 参数 函数 1z,(1) | 关于 变量 s 连续 ， 利 用 环线 的 标 
准 参 数 区 间 [0，1] ， 记 (四) 为 :(s，1+) ， 我 们 把 以 上 想法 归结 图 。30 guns ANE 
在 下 面 的 定义 中 、 

定义 5 HT, ,为 区 域 品 内 的 两 条 环线 ， 若 存在 在 单位 正方 形 0<s<1, 0<1<1 上 的 
连续 函数 2(s，!) ， 满 足 如 下 条 件 : i 

G) Vse[0, 1], ditz(s, 1!) 在 内 是 一 条 环线 的 参数 台数 . 

Cii) hd z(0, ARA Fo 的 参数 函数 . 

Ci) dd z(1, NARAT, 的 参数 函数 . 

MERA T, 可 在 区 域 也 内 (in the domain) ÆRE (continuously deformable) 到 P, (I 
图 4-31). 


o 有 时 也 称 同 伦 . 
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2(04) 
图 4-31 形变 的 参数 化 


例 1 通过 建立 形变 函数 zx(s，:) ， 证 明 在 环 域 D: 1/2< 1 z1 <3 KRR M: zoe (Ont) 
可 连续 形变 为 环线 D. 2-267", 0<t<1. 

解 ”此 形变 可 参见 图 4-26， 中间 环线 (0<s<1) 是 半径 在 [1，2] 间 的 一 族 同 心 圆 ， 因 此 
Rls, t) = (1+s)e"(0<s<1，0<t<1) 实 现 了 这 个 形变 . m" 

例 2 建立 一 个 形变 函数 ， 证 明 整 个 平面 组 成 的 区 域 上 任意 环线 都 能 收缩 为 单 点 周 线 z = 0. 

解 ”此 即 为 图 4-28 的 情形 ， 设 古 的 参数 函数 是 :=zo(t) ,0<1s<1， 则 (+) 乘 以 一 个 从 0 
变 到 1 的 缩放 因子 即 可 实现 收缩 形变 . 这 个 形变 函数 可 由 下 式 给 出 ; 


i(4) = (1 -732(0) (Osss1,0<1<1). L| 
对 连续 形变 的 初步 观测 在 于 它 的 序 性 ， 首 先 注意 到 如 果 :(s，4) 实 现 了 环线 D, 到 D, 的 形 
"e. W-s, OÈ D, AT, 的 形变 。 而 且 ， 如果 在 一 个 给 定 区 域内 Fe。 和 古都 能 被 形变 为 


单个 点 ， 则 在 这 个 区 域内 [可 形变 到 T (AJE 2). 

正如 例 2 中 我 们 看 到 的 ， 在 整个 复 平面 组 成 的 区 域 D 内 ， 任 意 环线 都 能 形变 为 单个 点 2 = 
0.( 因 此， 在 这 个 区 域内 任意 两 个 环线 都 可 以 相互 形变 . ) 许 多 其 他 的 区 域 也 有 这 样 的 性 质 
例如 ， 圆 的 内 部 ， 正 多 边 形 的 内 部 ， 半 平面 等 . 下面 将 这 样 的 区 域 归 类 如 下 

定义 6 对 于 任 一 区 域 万 ， 若 万 内 的 任意 环线 都 能 在 刀 内 连续 形变 为 一 个 点 ， 则 称 万 为 
PA : 5 

粗略 地 说 ， 单 连通 区 域 是 没有 任何 * 洞 "的 区 域 . 如 果 D 内 有 一 个 洞 ， 则 围绕 这 个 洞 的 环 
线 在 D 内 不 能 收缩 为 一 个 点 ， 拓 扑 学 中 已 经 证 明 : Ey 是 任意 一 条 简单 闭 周 线 ， 则 它 的 内 部 
是 单 连通 区 域 ， 事 实 上 ， 这 个 结论 常 被 看 作 是 若 尔 当 曲线 定理 的 一 部 分 ， 以 上 所 述 提供 了 判断 
某 个 区 域 是 否 单 连通 的 一 个 简便 方法 (参见 图 4-32). 

如 果 一 个 区 域 不 是 单 连 通 的 (这 种 区 域 称 为 多 连通 的 ) ， 这 时 会 出 现 一些 有 趣 的 情形 ， 例 
如 ,， 设 刀 是 复 平 面 去 掉 原 点 的 区 域 ， 太 是 以 z=1 为 起 点 绕 单位 圆周 1 z1 =1 逆 时 针 旋转 一 周 
的 周 线 ， 下 面 我 们 列举 一 些 不 能 在 内 连续 形变 到 T 的 环线 


[185] 


122 $43* 


acoQ 


单 连通 区 域 单 连 通 区域 。 ”多 连通 区 域 多 连通 区 域 
图 4-32 单 连通 区 域 与 多 连通 区 域 的 例子 


(a) 参 数 函数 为 :(1) =4+ex™(0<1<1) 的 圆周 不 能 - 
形变 到 六， 因为 形变 过 程 中 总 会 有 圆周 通过 点 :=0( 参 
WE 4-33). 

(b) 太 不 能 收缩 为 也 内 的 一 点 . [但 (a) 中 的 圆周 可 
以 做 到 . ] 

(c) 研 不 能 连续 形变 为 它 的 反 向 周 线 - (读者 应 
该 尝试 找 一 族 联 系 厂 与 - 厂 的 环线 ， 弄 清楚 孤立 的 原点 
阻止 形变 的 原因 . ) 图 4-33 有 和 孔 平 面 上 不 可 形变 的 环线 

(d) 太 不 能 形变 为 以 正 向 绕 单位 圆周 两 周 的 周 线 ， 

这 里 我 们 想 插 上 几 句 话 安慰 读者 ， 大 家 可 能 正在 为 自己 构造 形变 函数 (s, 1) 的 能 力 感 
到 悄 届 不安， 下 面 的 定理 8 说 明 ， 实 际 上 ， 只 有 连续 形变 的 存在 性 才 是 重要 的 ( 至少 对 于 解 
析 函 数理 论 来 说 是 这 样 )， 因 此 ， 大 多 数 情况 下 ， 我 们 可 直接 在 直观 上 判断 形变 的 存在 性 而 
不 必 证 明 . 

F 面 叙述 本 节 的 主要 定理 . 

定理 8( 形 变 不 变性 定理 ) 设 / 在 包含 环线 fT 的 区 域内 解析 车 其 中 任 一 条 环 
Ak D 内 可 以 形变 为 另 一 条 ， 则 

.AD = NISI 


定理 8 的 严格 证 明和 需要 的 知识 已 远 远 超出 复 分 析 的 范围 ， 这 里 我 们 仅 就 r。 和 ENELZLI 
数 z(s,!) 具 有 连续 二 阶 偏 导数 的 情形 给 出 定理 的 一 个 非 严 格 证 明 . 我 们 还 要 假定 /'(:) 连续 
(注意 到 /解析 仅 要 求 /存在 ). 

事实 上 不 必要 求 /'(:) 连续 ， 因 为 对 此 数学 家 古 萨 (Edouard Goursat) 首先 给 出 了 证 明 ， 可 
参见 参考 文献 2， 将 定理 的 受 限制 情形 扩展 到 定理 8 的 一 般 情形 是 受 逼 近 论 技巧 的 影响 ( 参考 
文献 5). 

定理 8 非 严 格 情形 的 证 明 ”如 前 面 所 讲 ， 假 设 形变 函数 z(s, 1) (0<s<1, 0<1<1) 具 有 连 
续 的 二 阶 偏 导数 ， 并 且 f'(:) 是 连续 的 现在， 对 任意 固定 的 s， 方程 :=z(s, t) (0<1<1) E 
LT D 内 的 一 条 环线 D. 设 IG)OS FIR D. 的 积分 ， 从 而 


D-CNO] 
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Ks) := | fede = foco) BO, (1) 


我 们 希望 求 出 1(s) 关 于 :的 导 函 数 。 由 假设 ，(1) 中 的 被 积 函数 关于 s 是 连续 可 徽 的 ， 所 以 由 
积分 的 莱 布 尼 荧 法则 ( 见 参 考 文献 7) ， 可 在 积分 号 下 求 微分 ， 应 用 链 式 法 则 ， 得 


n 


= 人 [re 0) 8. E e fals, D) £2]a. (2) 


E e faw) È 


ð L2 T 
aec o) 8] = reca» Z E 


由 连续 条 件 知 ，:(s，, 1) 的 混合 偏 导数 相等 ， 因 此 上 述 表达 式 与 (2) 中 的 被 积 冰 数 相等， 
这 样 ， 
xd e E 
= f(z(s,1)) Su) -f(6,0)) 55,0). 


但 是 ， 因 为 每 条 二, 都 是 闭 的 ， 所 以 对 所 有 的 *， 我 们 有 z(5，1) =z(s，0)， 从 而 这 此 函数 1(s) 
(Yse[0, 1]) 的 导 函 数 都 相等 ， 因 此 1(s) 是 一 个 常数 。 特 别 地 ，1(0) = 1(1) ， 即 


Jes = f, fas " 
下 面 是 定理 8 的 一 个 简单 推论 ， 常 称 为 柯 西 积分 定理 
定理 9 若 三 在 单 连 通 区 域 刀 内 解析 ,三 是 忆 内 的 任意 环线 ( 闭 周 线 ) ， 则 
f Adz = 0. «| 
证 ”证明 很 直接 ， 在 单 连通 区 域内 的 任意 环线 都 可 收缩 为 一 点 ， 从 而 在 一 条 收缩 环线 上 连 
续 函 数 的 积分 收敛 到 零 . [] 


应 用 拓扑 方法 可 以 证 明 : 如 果 厂 是 一 条 简单 闭 周 线 , f 在 厂 内 及 厂 上 的 每 一 点 都 解析 ， 则 
了 一 定 在 包含 栈 的 某 个 单 连 通 区 域内 解析 ， 这 样 ， 由 定理 9， 只 要 被 积 函 数 “ 在 厂 上 及 其 内 部 ” 
解析 ， 它 沿 三 的 积分 必 为 零 . 

将 柯 西 定理 与 上 一 节 的 内 容 和 函数 的 解析 性 质 联系 起 来 ， 可 以 推出 如 下 定理 : 

定理 10 在 单 连通 区 域内 的 解析 函数 有 原 函 数 ， 它 的 周 线 积 分 与 路 径 无 关 ， 且 沿 环线 的 
积分 为 零 . 

在 上 一 节 我 们 证 明了 : 若 C 是 以 为 心 的 任意 圆周 ，n 为 一 整数 ， 则 

中 ce -araz= f? mech (4) 


2mi n--1 
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(参见 4.2 节 例 2). 在 (4) 式 中 取 s = 0 作为 我 们 要 讨论 的 例子 ， 当 n 为 正 整数 或 零 时 ，z' 在 整 
个 复 平面 上 是 解析 的 ， 复 平面 是 单 连通 区 域 ， 由 定理 10，z* 有 一 个 原 函数 [z*'/(n+1)]， 且 
它 沿 环线 的 积分 为 0. 

M n CB URBI, zh 仅 在 不 含 原点 的 有 孔 平面 内 解析 ， 这 个 区 域 不 是 单 连通 的 ， 所 以 不 能 再 
应 用 定理 10， 事 实 上 ， 当 n= -1 时 ，z 在 有 孔 平面 内 甚至 没有 原 函数 ( 因为 log z 的 任意 分 支 
在 分 支 制 线 上 是 不 连续 的 ) ， 且 它 的 环线 积分 (4) 肯 定 不 为 零 ， 另 一 方面 ， ine -2 时 ，z 在 
有 和 孔 平面 内 的 原 函 数 仍 是 z…/(n + 1) ， 它 的 环线 积分 (4) 为 0， 这 两 种 情况 的 每 一 种 都 能 出 现 
在 多 连通 区 域内 . 

形变 不 变性 定理 的 主要 价值 在 于 计算 积分 时 可 以 用 我 们 熟悉 的 周 线 代 共 复杂 的 周 线 ， 下 面 
用 几 个 例子 来 说 明 ， 

例 3 iE [1/24 XCP T RORIS S! + 47 = 1 闭 时 针 旋转 一 周 的 周 线 . 如 图 4-34 


BUR. 

解 ”被 积 函数 1/z 在 除去 原点 外 的 复 平 面 内 解析 . 
此 外 ， 六 可 以 不 通过 原点 连续 形变 为 单位 圆周 r, H 
方向 为 正 向 ， 因 此 ， 由 形变 不 变性 定理 及 公式 (4) 得 


[ La - f. Laz = 2ri. " 


例 4 计算 


WO ”上 式 中 的 符号 表示 积分 路 径 是 绕 圆周 | :1 =2 逆 时 针 旋 
转 -一 周 的 周 线 ， 被 积 函数 e'/(z -9) 在 除 分 母 为 零 的 点 = = +3 外 
都 解析 ， 由 图 4-35 可 知 周 线 可 收缩 为 解析 区 域内 的 一 点 ， 从 而 积 
分 为 零 、( 这 个 例子 也 可 以 应 用 柯 西 定理 . ) " 
LE 写 出 /1/(z - a) de Bt T feto nb r Je v tat 


方向 绕 不 通过 点 = a 的 任意 圆 一 周 的 周 线 . 

解 ”被 积 函 数 在 由 去 掉 点 z=a 的 复 平面 得 到 的 区 域 D 内 是 
解析 的 如果 a 在 厂 的 外 部 , NU D (e D 内 可 连续 形变 为 一 点 ， 从 而 积分 为 零 、 如 果 a 在 丁 的 
内 部 , DE D 内 可 连续 形变 为 以 a 为 心 的 正 向 旋转 的 圆周 ， 这 时 由 (4) 式 知 积分 为 2mi， 综 上 
所 述 ， 我 们 得 到 


图 4-35 例 4 的 周 线 


[La af r ARS, (5) 
P 2mi afr D WB. a 


z-a 
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例 6 计算 


[G:- 2/0 -dz， 


Ht r 是 如 图 4-36 所 示 的 简单 闭 周 线 . 

解 ” 我 们 不 必 写 出 古 的 精确 表达 式 ， 因 为 被 
积 函数 /(z) = (3z -2)/(z -z) 除 去 z=0, z=1 外 
是 解析 的 ， 这 条 周 线 可 形变 为 如 图 4-37 所 示 的 “村 
铃 " 形 周 线 而 不 影响 积分 值 ， 通 过 观察 可 知 沿 水平 
线段 积 分 两 次 ， 但 方向 相反 ， 从 而 两 个 结果 抵消 
T. Wk 

f fenas = f foods [foods 

其 中 贺 Co, C, 如 图 4-37 BUR 

我 们 将 在 6. 1 节 介绍 计算 上 述 积分 的 方法 ， 现 


在 由 部 分 分 式 展开 法 将 被 积 函数 写 为 
3:-2_4,8 (6) 


P-: z z- 
(6) 式 中 的 常数 4， 有 可 由 3. 1 节 公式 (21) 给 出 : 
-2 22, B= iim(z-1D 下 -2 la 


F 
z-zi 


"m" 
A = limz 
29 g -i 


这 样 
Line - Lenz LO e 
上 式 右 喘 可 看 作 是 四 个 积分 之 和 ， 它 们 都 是 例 5 类 


型 的 积分 因此 由 (5) 式 ， 积 分 等 于 
2(2mi) +0+2.0+2mi=6mi E 


例 7 HASI - 1)dz, 其 中 三 如 图 4-38 所 示 


解 ”观察 到 1/(z -1) 只 有 两 个 不 解析 点 
z= +1， 因 此 太 可 不 通过 这 两 点 连续 形变 为 一 
个 绕 z= - 1 逆 时 针 旋 转 的 小 圆周 C， 由 部 分 
分 式 展开 得 

人 
2 -1 2(z-1) 2(2+1) 
因此 


fz : ma Ila 1) "as gli» 
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图 4-36 例 6 的 周 线 


图 4-37 图 4-36 的 周 线 的 形变 


图 4-38 例 7 周 线 的 形变 
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再 应 用 例 5， 它 等 于 
Lo- Li) =- mi. 回 
注 : 习题 在 4.4b 节 后 . 
4.4.2 向 量 分 析 法 


在 4.3 节 中 我 们 证 明了 连续 函数 拟 z) 在 区 域 D 内 有 一 个 (解析 的 ) 原 函数 当 且 仅 当 它 沿 D 
内 任意 环线 的 积分 等 于 零 ， 现 在 我 们 研究 这 一 性 质 与 f(z) 的 解析 性 之 间 的 关系 .为 此 ， 要 引用 
一 些 向 量 分 析 ( 参 考 文献 9) 的 概念 和 定理 首先 ， 我们 说 明 /(z) 在 周 线 六 上 积分 的 定义 与 线 
积分 的 向 量 概念 有 关 . 
设 V=(WV，V) 是 在 平面 上 菜 区 域 D 内 每 点 (x*,，y) 都 有 定义 的 二 维 向 量 ， 即 V 是 一 个 
向 量 场 
V = V(x,7) = (o) V. (y). 
我 们 要 求 V,(x,，y) 和 VY,(x,y) 是 连续 函数 ， 进 一 步 假 定 D 内 的 (有 向 ) 周 线 厂 的 参数 方 
程 为 
x2x(0, y=y(t) (aste). (7) 


则 V 沿 三 的 线 积分 用 记号 
[e + V,dy) 
来 表示 ， 定 义 为 
f ide van := [v oco nc» t £V. GQ (0) Phoe 
物理 系 的 学 生 可 将 上 式 理解 为 力 V(x*，7y) 使 物体 沿 周 线 厂 移动 时 所 做 的 功 . 
为 得 到 线 积分 与 复 积分 的 关系 ,我 们 利用 参数 方程 (7) ,将 | /(z) dz 写 为 实 部 与 虚 部 之 和 的 

形式 . 注意 到 f(z) = u(x,y) + iv(x,y) ,我 们 有 

finas [ioc S9 


= f Eaa (0) + ivo CO D (E iae 


= [pew Ei -v(x(t) y Q)) EI 


, 
eif [60 (00 SE e ico sco» jas 


即 
INO = f; (udz - vdy) + if, Codz + udy). (8) 
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由 上 式 看 出 | fco)ds eg re u, -v) 沿 古 的 线 积分 , 虚 部 等 于 向 量 场 (v,u) 沿 厂 的 线 


积分 9. 

既然 复 积分 可 由 线 积分 来 表示 ， 向 量 分 析 的 许多 定理 就 可 以 转移 到 复 分 析 中 .在 这 个 思路 
下 ,习题 6、7 和 8 将 引导 读者 重新 去 证 明 一 些 早期 的 定理 ， 下 面 我 们 证 明 格林 定理 在 复 积分 
中 的 一 个 推论 

为 了 应 用 格林 定理 ， 先 介绍 一 个 新 的 几何 概念 一 一 单 连通 区 域 ， 粗 略 地 说 ， 如 果 一 个 区 域 
没有 洞 ， 即 它 是 一 条 简单 闭 周 线 的 内 部 (回忆 车 尔 当 曲线 定理 )， 则 称 其 为 单 连通 的 ， 下 面 的 
定义 7 提供 了 一 种 判断 单 连 通 区 域 的 方法 

定义 75 具有 以 下 性 质 的 区 域 称 为 单 连通 区 域 (a simply connected domain); 如 果 厂 是 
内 的 任意 一 条 简单 闭 周 线 ， 则 厂 的 内 部 也 完全 含 在 D 内 ， (参见 图 4-39. ) 


四 co 多 


单 连通 区 域 单 连通 区 域 。 “多 连通 区 域 多 连通 区 域 
图 4-39 单 连通 区 域 与 多 连通 区 域 


下 面 给 出 格林 定理 的 一 种 叙述 ( 参考 文献 [8] ). 
定理 11 RVV, 内 ) 是 定义 在 单 连 通 区 域 刀 内 连续 可 微 5 的 向 量 场 ， 三 是 刀 内 一 条 正 | 
向 简单 闭 周 线 ， 则 V 洛 厂 的 线 积分 等 于 ( ya/ar -V1/3y) 在 厂 的 内 部 区 域 D' 上 的 积分 ， 即 


fds + vady) = LG ES 


将 定理 11 应 用 到 线 积 分 | A) dz 利用 (8) 式 ,我 们 有 
f Aaz [ot -ady) + D + udy) 


Ee men n (e me d 


注意 到 已 经 假设 u,v 是 连续 可 微 的 . 


O 观察 到 向 量 (w，-+) 对 应 复数 -i =，(v, HR If. 
O 定义 7 与 定义 6 等 价 - 
© 这 意味 着 偏 微分 39Y x, OV, foy, 9V, fox, aV, /oy 存在 且 连 续 - 
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现在 我 们 作 进 一 步 讨论 。 若 /(z) 在 D 内 解析 ， 则 由 柯 西 - 歼 曼 方程 知 (9) 式 中 的 两 个 积分 


EI BAO 换 句 话说 ,我 们 已 经 证 明了 车 函数 在 一 个 单 连通 区 域内 解析 且 导 函数 /'(z) 连 续 (回想 
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解析 只 说 明 /' 存 在 ) ， 则 它 沿 此 区 域内 任意 简单 闭 周 线 的 积分 等 于 零 、 这 个 结果 的 更 一 般 的 形 
式 即 是 著名 的 柯 西 积分 定理 
定理 125 著 函 数 / 在 单 连通 区 域 D 内 解析 , 厂 是 上 任意 环线 ( 闭 周 线 )， 则 | 


f. feas = o. 

可 见 定 理 12 在 两 处 进行 了 推广 ， 第 一 ， 只 要 求 丁 是 一 
条 环线 ， 而 不 必 是 简单 闭 曲 线 ， 从 几何 上 的 一 个 显然 事实 
可 知 ， 沿 一 条 环线 的 积分 总 是 可 以 分 解 为 沿 几 条 简单 闭 曲 
线 的 积分 ， 参 见 图 4-40. 

第 二 ,去 掉 了 /'(z) 连续 的 假设 条 件 、 数 学 家 古 萨 i < 人 > 
(Edouard Goursat) 首先 作出 了 证 明和 参见 参考 文献 2. 

我 们 注意 到 ， 用 拓扑 方法 可 以 证 明 : 如 果 太 是 一 条 简 图 4-40 环线 的 分 解 


单 闭 周 线 , /在 厂 上 及 其 内 部 解析 ， 则 /一 定 在 包含 太 的 某 个 单 连通 区 域内 解析 ， 因 此 ， 由 定 
理 12， 只 要 被 积 函数 在 六 上 及 其 内 部 解析 ， 则 它 沿 厂 的 积分 必 为 零 

柯 西 定理 将 4. 3 节 的 内 容 与 了 的 解析 性 联系 起 来 了 ， 结 合 定理 7 和 定理 12， 立 即 有 下 述 
定理 . E 


L[IIIGTETIPUIITUETEEETTNEEPYTTYTEYOEN Ren 
积分 为 零 . 
在 上 一 节 中 我 们 证 明了 : 如 果 C 是 以 za 为 心 的 圆周 ，n 为 一 整数 ， 则 
0 只 天 一 1 
fece f (10) 


2mi n=-1 


(参见 4.2 35012). (10) s 2, =0 作为 我 们 要 讨论 的 一 个 例子 ， 当 为 正 整数 或 零 时 ，:" 
在 整个 复 平面 上 是 解析 的 , 复 平面 是 单 连通 区 域 , 应 用 定理 13，z" 有 一 个 原 函 数 
[z""'/(n+1)]， 且 它 的 环线 积分 为 0. 

当 为 负 整 数 时 ，z" 在 不 含 原点 的 有 孔 平面 内 解析 ， 这 个 区 域 不 是 单 连通 的 ， 所 以 不 能 再 
应 用 定理 13， 事 实 上 ， 当 n= -1 时 ，z 在 有 和 孔 平面 内 甚至 没有 原 函 数 ( 因为 log z 的 任意 分 支 
在 分 支 割 线 上 是 不 连续 的 ) ， 它 的 环线 积分 也 一 定 不 为 零 ， 另 一 方面 ， 当 n< -2 时，z 在 有 和 孔 
平面 内 仍 有 原 函 数 :"“'/(n +1)， 它 的 环线 积分 (10) 为 0。 这 两 种 情况 中 的 每 一 种 都 能 出 现在 
非 单 连通 区 域内 (这 样 的 区 域 称 为 多 连通 区 域 ). 


O 定理 12 与 定理 9 等 价 - 
O 定理 13 与 定理 10 等 价 - 
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例 1 计算 


$. em £ rus 


解 LX RES dcn RAE PRISJESEINUN 121 =2 t SEXE SE ER aR C 
e/i -9) 在 除 分 母 为 零 的 点 z= +3 外 都 解析 ， 因 为 这 两 个 点 都 在 周 线 的 外 部 ， 由 柯 西 积 分 定 


理 ， 该 积分 等 于 零 . 
定理 12 和 定理 13 常常 能 用 来 改变 积分 周 线 ， 下 例 说 明了 这 一 点 . 


例 2 计算 [iei 3t 卫 是 绕 椭圆 x cay! - 1 逆 时 针 旋 转 一 周 的 周 线 , 如 图 4-41a 


Bim. 


图 4-41 例 2 的 周 线 


解 ”我 们 将 证 明 : 若 把 周 线 厂 换 为 正 向 单位 圆周 ， 则 积分 值 不 变 ， 参 见 图 4-41b， 在 复 平 
面 上 ， 从 原点 起 割 开 负 y 轴 ， 形 成 了 一 个 单 连通 区 域 ， 函 数 1/z 在 这 个 区 域内 解析 . 因此 由 定 


理 13， 


同 理 ， 沿 正 y 轴 割 开 复 平面 ， 得 到 


因此 


rs ed e 


由 (10) 式 知 它 的 积分 值 为 2mi- 
下 面 的 例子 也 用 到 了 这 种 技巧 . 


例 3 写 出 | 1/(z -a)dz 所 有 可 能 的 值 ,其 中 丁 是 以 逆 时 针 方向 绕 任意 不 通过 点 : = a 的 简 


单 闭 周 线 . 
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解 注意 到 被 积 函数 在 除去 =a 外 的 任 
意 点 都 解析 .从 而 ， 如 果 a 在 丁 的 外 部 ,由 
柯 西 积分 定理 知 其 积分 为 0 如 果 a 在 厂 的 内 
部 ， 选 择 以 a 为 圆心 的 小 圆周 C, 并 使 之 含 在 
THAN. ETC 之 间作 两 条 线段 ， 如 
图 4-42 所 示 ， 线 段 的 端点 P A P, D AL 2 
TARAR T, MT, MAP, PH C, 分 成 Wai Ainin 
Ty, n 两 部 分 ， 注 意 到 周 线 三 和 由 有 向 线 


B PP, y, 及 有 向 线段 P,P; 所 组 成 的 复 周 线 围 成 一 个 不 包含 a 点 的 单 连通 区 域 ， 这 样 由 


定理 13 得 


KEE n h hed 
h lha h hk 


将 两 式 相 加 ， 消 去 沿线 段 上 的 积分 ， 得 


Toss" eese FILS ere tie ton 


(回忆 公式 (10)). 
综 上 所 述 ， 我 们 有 


同 理 ， 


e. 0 ar, 
L. a f£ P RE. 


例 4 计算 | (3: - 2)/(z - dz, 其 中 卫 是 如 图 4-43a 所 示 的 简单 闭 周 线 . 


a) 
图 4-43 例 4 的 周 线 


(a1) 


X 积分 
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解 ” 被 积 函 数 /(z) = (3z-2)/(z -z) 在 复 平面 上 除 分 母 为 零 的 点 z=0 和 z=1 外 都 解析 . 
如 图 4-43b 所 示 ， 将 这 两 点 分 别 用 小 圆周 C。，C, 围 住 ， 由 定理 13， 沿 周 线 丁 的 上 半 部 分 T, 


的 积分 等 于 沿 周 线 D, 的 积分 ， 同 理 ， 沿 r 的 积分 能 被 沿 六 的 积分 来 替换 .由 这 些 事实 并 消 
去 沿 实 轴线 段 上 的 积分 ， 我们 得 到 


[ion (ef ras = $ Adz, foods 
我 们 将 在 6. 1 节 中 介绍 计算 上 述 积分 的 有 效 方法 .现在 由 部 分 分 式 展开 法 将 被 积 函 数 
写 为 


下 -2 -4 : (a2) 
z-: 
(12) 式 中 的 常数 4，B 由 3.1 节 的 公式 (21) 确 定 : 
A = le-2 22, B = ln(z -1) £72 21 
E MET m 


z -3 
这 样 
3 | 
人 D? 7 A z ji- Je $4 Fer E 
上 式 右 端 可 看 作 四 个 积分 之 和 ， 它 们 都 是 例 3 类 型 的 积分 ， 因 此 由 公式 (11 ) ， 积 分 等 于 
2(2mi) +0+2.0+2mi = 6i. 


a 
例 5 计算 [1/(z -1)dz, 其 中 厂 如 图 4-44a BUR. 


a) b) 


图 4-44 例 5 的 周 线 


解 ” 注 意 到 1/(z* -1) 仅 在 z= + 上 1 处 不 解析 ， 由 图 4-44b 所 示 的 周 线 ， 我 们 可 以 证 明 沿 r 
的 积分 等 于 沿 以 -1 为 心 的 小 圆 C 的 积分 ， 再 由 部 分 分 式 得 


TH 


1 
7-1 2G-1) 2G«1Y 
因此 


d d 
[zh [xA = faz -3epl* 
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又 由 例 3， 所 求 积分 等 于 二 .0 -二 (2ri = ni " 


练习 4. 4 


习题 1~5 适用 于 4.4a $. 
1 设 了 为 复 平面 去 掉 三 点 0，2i，4 的 区 域 ， 厂 为 图 4-45 所 示 的 周 线 ( 实 线 )， 判 断 下 列 周 线 能 否 在 D 内 连续 
形变 为 
(a) 图 4-45 所 示 的 虚线 周 线 TP. 
《b) 以 正 向 绕 圆周 1 zl =3 旋转 一 周 的 周 线 ， 起 点 为 =3. 
(c) 以 正 向 绕 贺 周 1 z1 =10 旋转 一 周 的 周 线 ， 起 点 为 = < 
(4d) 以 正 向 绕 贺 周 1 2-21 =1 旋转 一 周 的 周 线 ， 起 点 为 ==3. 


2. 证 明 课文 中 的 一 个 结论 ; 如 果 周 线 TS. T, 在 区 域 D 内 都 可 收 EI 
缩 形变 为 一 点 ， 则 在 D 内 T, 可 以 连续 形变 到 T. (P.L EE AE pd 
一 定 收缩 为 同一 个 点 ). M24 Mos 

3. 设 卫 为 圆 环 1< 1z1 «5, 卫 是 以 正 向 绕 贺 周 1 z-31 =1 旋 
转 一 周 的 周 线 ， 起 点 为 z=4， 判 断 下 列 周 线 能 否 在 D 内 连续 形 图 4-45 习题 1 的 周 线 
变 为 
(9) 以 正 向 绕 贺 周 1 : -31 =1 旋转 一 周 的 周 线 ， 起 点 为 z=2 
(b) 223i. 


(e) 以 正 向 绕 圆 周 1 :1 22 旋转 一 周 的 周 线 ， 起 点 为 z= 2. 
(d) 以 正 向 绕 圆周 1 z+31 =1 旋转 一 周 的 周 线 ， 起 点 为 z= -2. 
(e) 以 负 向 绕 圆 周 1 2-31 =1 旋转 两 周 的 周 线 ， 起 点 为 ==4. 

L 设 卫 是 以 :=1 为 起 点 逆 时 针 绕 单位 圆周 1 z1 =1 旋转 一 周 后 青 顺 时 针 旋转 一 周 的 周 线 ， 求 使 Fo 在 
包含 单位 加 的 任意 区 域 D 内 形变 为 单 点 z=1 的 形变 函数 zx(*，!)， 证 明 对 这 两 条 周 线 定理 8 的 结论 
成 立 . 

. 写 出 区 域 D 内 T AT, 的 形变 函数 :(s，+) ， 其 中 r, 是 以 (2, 0) 为 起 点 逆 时 针 绕 椭 图 x*/4 +y /=1 旋转 
MBRR, D, 是 以 z= (1, 0) 为 起 点 逆 时 针 绕 单位 圆周 ! =1 =1 旋转 一 周 的 周 线 ， 区域 D ALII 1/2 < 
1z1 <4. [提示 : 设 的 参数 化 函数 为 <(1) =2eos2mt, y(t) 23sin2mt, 0<t<1.] 

习题 6~8 壬 用 于 4.4b s. 

,由 位 势 理 论 知 : 若 向 量 场 V(x,y) 的 线 积分 与 路 径 无 关 ( 即 V 是 “守恒 " 场 )， 则 存在 一 个 位 置 标量 函数 
(x, y) RU V, = ab/az M V, = ab/ay( 这 时 称 由 为 V 的 位 势 )， 将 上 述 结论 应 用 到 向 量 场 (z) 和 if(z) 以 证 
明定 理 7 中 的 性 质 (ii) 荀 涵 性 质 (i). (解析 的 ) 原 函数 F(z) 与 位 势 之 间 有 什么 关系 ? 

7. 向 量 分 析 中 向 量 场 V = (V,，, VV,) 称 为 无 次 形 的 ， 如 果 它 的 分 量 满 足 


a 


^ 


a 


aV, av, 

CARH 
它 称 为 螺 线 形 的 ， 如 果 它 的 分 量 满足 

ax ay 


(Qu) WEB]. 如果 所 z) 是 解析 函数 ， 则 所 z) 所 对 应 的 向 量 场 既 是 无 旋 形 的 也 是 螺 线形 的 
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(b) 假 设 向 量 场 是 连续 可 微 的 ， 证 明 (a) 的 逆 命 题 也 成 立 . 
8. 位 势 理 论 的 一 个 重要 结果 是 ， 如果 单 连通 区 域 D 内 的 向 量 场 V 是 无 旋 形 的 (参见 习题 7)， 则 在 D 内 存在 

Va, 7) 的 位 势 函 数 ， 将 这 个 事实 应 用 到 用:) 和 if(z) ， 证 明定 理 13 的 第 一 个 论断 
习题 9~19 适用 于 4.4a 节 及 4.4b $$. 
9. 下 面 哪些 区 域 是 单 连通 的 ? 

(a) 水 平 带 形 1 Im zf <1. 

(b) 环 域 1 < Iz! «2. 

(6) 复 平面 上 除去 非 负 * 轴 的 点 集 . 

(d) BIB 4x* +y =1 的 内 部 ， 

(e) 椭 圆 4x* ey! =1 的 外 部 . 

(人 ) 如 图 4-46 所 示 的 区 域 D. 图 4-46 D 是 单 连通 的 吗 
10. 确定 下 列 函数 的 解析 区 域 并 说 明 

$, „Adz =0 
的 原因 . 


(a) f() = (b) f(z) «e "(22+1) (OF OLE mrar 
zr +25 z 


(DG) log(zr3) (e) SG) esee ( 3) 

11. 解释 函数 。 fE WEA MEP- I L A DA B CES ICE 

12. 设 是 一 个 含有 闭 周 线 厂 的 区 域 ，s 是 不 在 D WR, H | (n) drm OL AERE DRE PG RAY 
原因 

13 计算 用/ + Ddz, 它 的 积分 路 径 分 别 沿 如 图 4-47 所 示 的 周 线 ,人 ,人 


n n c 
n 
a) b) 9 £ 


图 4-47 习题 13 的 周 线 图 4-48 习题 14 的 周 线 


14. 考虑 图 4-48 中 由 正 向 简单 闭 周 线 C，C, ，C; MC 围 成 的 阴影 区 域 ， 设 /(:) 在 区 域 D 及 其 边界 上 解析 ， 
解释 


IZOLE = [ios [iod [rone 
的 原因 . 
15. 计算 


2 
| ne 
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16. 


17. 


其 中 厂 为 以 顺 时 针 方向 绕 1 :1 =4 旋转 两 周 的 周 线 . 
ER: 若 f 有 以 下 形式 : 


f(s) = 
其 中 & 在 1z1 =1 的 边界 及 内 部 解析 ， 则 


$a) ds = 2ail,- 


++e(:) (k>1), 


计算 
2) -2+1 
frd) 
其 中 厂 是 绕 如 图 4-49 所 示 的 8 字形 旋转 一 周 的 周 线 。[ 提示 : 利用 部 分 分 式 展开 式 二 全 "it 
GFT 参见 3.1 节 .] 
设 


下 面 是 证 明 /=0 的 步骤 、 验 证 每 一 步 都 是 正确 的 . 
{a) 对 任意 R>2， 有 1=/(R)， 其 中 


(b) 对 于 R>2， 有 1 IK) 1 SR-IY 


(oO K(R) =0. 
(d) 


=r. 则 


.应 用 习题 18 的 证 明 方法 建立 如 下 定理 : 设 P 是 一 个 关于 :的 次 数 至 少 为 2 的 多 项 式 ， 其 零点 都 在 圆 zl 


20. 设 古 为 绕 四 叶 形 曲线 (如 图 4-50 所 示 ) 一 周 的 周 线 ， 分 别 应 用 部 分 分 式 展开 法 和 习题 19 的 结论 证 明 


f Ee = 0. 


m 


图 4-49 习题 17 的 周 线 图 4-50 习题 20 的 周 线 


E ' P 
TUR 
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4.5 柯 西 积分 公式 及 其 推论 


设 / 在 简单 闭 周 线 了 及 其 内 部 解析 ,由 柯 西 积分 定理 知 | f) de = 0. 然而 ,如 果 考 虑 积分 


AEG -aa)dz, 其 中 四 是 三 


内 部 的 点 , 则 由 于 被 积 函数 在 也 的 内 部 有 一 个 奇 点 ， 从 而 就 没 


有 理由 期 望 它 的 积分 值 为 0。 作 为 这 一 节 的 主要 结果 ， 我们 将 证 明 对 于 D 内 的 任意 点 z。， 上 述 
积分 值 与 /(z%) 之 比 是 一 个 常数 . 


定理 14( 柯 西 积分 公式 ) 
D AMA, s 为 三 内 任意 


设 厂 是 一 条 正 向 简单 闭 周 线 ， 若 /在 包含 厂 的 某 个 单 连通 区 域 


fo) -二 人 人 


2mi 


a) 


b) 


图 4-51 柯 西 积分 公式 中 的 周 线 


证 KAA) (2 x) E D 内 除去 点 外 处 处 解析 从 而 由 4.4 节 中 的 方法 ， 沿 周 线 厂 上 


的 积分 等 于 沿 厂 内 某 个 小 的 主 向 圆周 C, : 


|z-z%| =r 的 积分 . 图 4-51a 说 明 的 是 4. 4a 节 中 的 连 


续 形变 法 ， 而 图 4-51b 给 出 的 则 是 4.4b 节 中 的 一 个 方法 ， 因 此 


Í f) gz =Í f) as 
Ir z = Zo z= z 
将 上 式 右 端 表示 为 两 个 积分 之 和 : 
Í Ka) a. [ Eas Ka) Io) gz, 
lc, z = zo EP ce z-z 
因为 
fo) 
Lx 
从 而 
[£2 = f(n)hmi + 4 (2) 
rz- zo c z- 


注意 到 (2) 式 中 的 前 两 项 是 与 


无 关 的 常数 ， 因 此 当 r 趋 于 0 时 (2) 式 最 后 一 项 的 值 不 变 ， 即 
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[£a - room + limf, Rn (3) 


T 7-7 
因此 ， 只 要 能 够 证 明 (3) 式 中 的 极限 等 于 0， 则 柯 西 积分 公式 成 立 

为 此 ， 令 机 :=max| |/(z) - f) |: zeC,i， 则 对 C, 上 的 点 z， 有 
SE) f) | LIE - FG) M, 


FE r r 


因此 由 4.2 节 定理 5， 
£2 A) < Kece) - Manr = 27M, 


EFIE 
又 由 于 /在 aa 点 连续 可 知 limM, =0， 所 以 

p K2 -f(z) 
ab t 


Z-z 


=0, 


这 样 由 (3) 推 出 了 (1). " 
柯 西 积分 公式 的 重要 之 处 在 于 ， 只 要 知道 了 解析 函数 了 在 三 上 的 值 ， 那 么 通过 计算 (1 ) 式 
中 的 积分 ,就 可 以 得 到 /在 丁 的 内 部 的 全 部 值 ， 换 句 话说 ,解析 函数 在 区 域内 的 性 质 完全 由 它 


在 边界 上 的 性 质 所 决定 . 

下 面 我 们 给 出 一 些 应 用 柯 西 积分 公式 计算 某 些 积分 的 例子 ， 在 第 6 章 中 我 们 还 将 介绍 计算 
积分 更 加 有 效 的 方法 和 技巧 . 

pii 计算 积分 


f tsin ta, 
en 


z 
Hep r ERNEA glz -2| =3 旋转 一 周 的 周 线 . 
解 ” 注 意 到 函数 f(z) =e +sinz 在 厂 上 及 其 内 部 解析 ， 点 z。=0 在 厂 的 内 部 ， 从 而 这 个 积 
分 满足 公式 (1) 的 形式 ， 它 的 值 等 于 
2«if(0) = 2ri[e" + sin0] = 27i. " 
92 计算 积分 
局 $t, 


周 线 厂 如 图 4-52 所 示 . 
E 首先 注意 到 被 积 函数 的 不 解析 点 是 z= +2, 但 
只 有 z=2 在 周 线 厂 的 内 部 ， 记 
cosz _ (cosz)/(z +2) 
z-4 z-2 i 
利用 公式 (1) ， 积 分 等 于 


cosz) ys _ 2mi cos2 
n: ds = 2mi eosz/(z+ 2)1..，= T7977. 图 4-52 例 2 的 周 线 
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$13 计算 
Qe. 
lc 2z +i 
其 中 C 是 以 顺 时 针 方向 绕 单位 圆周 |z| = 1 旋转 一 周 的 周 线 . 
M 本题 不 能 直接 应 用 柯 西 公式 . 首先 ， 分 母 不 是 z -za 的 形式 其次， 周 线 是 负 向 的 ， 因 


此 我 们 先 将 被 积 函 数 变形 为 (注意 到 奇 点 == -了 在 C 的 内 部 ) 


lae 
ze 


ze 2 
2z+i iD 
为 了 解决 C 的 负 向 问题 ， 我 们 必须 在 公式 (1) 中 加 上 一 个 负 号 ， 于 是 
loe 
e 


NET 2omi oua 
[£c zu arro EE E " 
AMARO PARE, HRE, M 
=r i : 
IO «zc raro rmm. (4) 
上 式 的 优点 在 于 它 旱 示 导 数 公 式 /"(z) 可 形式 地 在 积分 号 下 关于 = 微分 后 得 到 ， 所 以 我 们 猜想 : 
TEN AD , 
fG aub d yt G f r BI. (5) 


为 验证 这 个 等 式 ， 我 们 给 出 如 下 一 个 更 加 一 KHU 
定理 15 设 8 在 周 线 三 ( 见 图 4-53) 上 连续 ， 且 对 不 在 三 上 的 任 一 点 z， 令 


Cla) := | Egu. (6) 
则 函数 C 在 三 外 的 任 一 点 上 解析 ， 且 它 的 导数 为 
"(uz (0) 
| ec = [ra uad (0) 


(定理 15 在 两 个 方面 有 所 推广 其 一 ， 不必 假设 D 是 闭 的 或 g 是 解析 的 ; 此 外 ， 当 
ie D BERE G(z) 的 极限 值 没 做 任何 要 求 (参见 习题 13). ) 


图 4-53 定理 15 的 周 线 
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定理 15 的 证 明 设 z 为 三 外 任 一 固定 点 ， 为 了 证 明 6'(z) 的 存在 性 及 公式 (7) ， 我 们 需要 
证 明 


lim SEEMS - 6(z) el EG ar 
aes TE 
即 要 证 当 Az-*0 时 ， 差 值 


.Clz+Az) -C(z) [ e) 
J E T rp (8) 
也 趋 于 0， 为 此 ， 首 先 把 了 写 为 一 种 方便 我 们 计算 的 形式 . 
由 (6) 式 ， 知 
G(z + Az) - G(2) 1 
Az "adl mE Faz) peo 


-f g()dc 
r(-:-a20(-2' 
其 中 选取 Az 充分 小 ， 使 得 + Az 不 在 T b. 则 由 (8) 式 和 一 些 初等 代数 的 知识 ， 有 
ú g(t) dg £D a 
Deania La nm Dd e 
g g(g)dg 
af (Q-:-A0Q-2* 
为 证 明 当 Az—0 时 J 一 0， 对 上 式 进行 估计 ， 为 此 , 设计 为 |g(Y) | 在 厂 上 的 最 大 值 , d 
为 :到 丁 的 最 短 距离 ， 从 而 对 Ye 三 有 |2 -z|>=d>0， 因 Az 趋 于 0， 所 以 可 假设 |Az| < d/2. 
于 是 ， 由 三 角 不 等 式 ， 


lf-z-Azl> Iz-zlcladmd-$ 2$ Ger 


(BRE 4-53) , AffiVcer, 


| glg) |< : 
(Q-:-a2)(q-2" dn d 
2 


因此 由 4.2 节 定 理 5， 得 


P: sD |i AZI2n(D). 
U (af gareana e 
其 中 (CT) T MH. K Ao 时 了 趋 于 0， 故 (7) 式 成 立 ， 证 毕 . m 
我 们 继续 前 面 的 讨论 ， 考 虑 函数 
Ho) := 上 du Gen. ao) 
HOEM H E 斑 以 外 的 任意 点 上 解析 ， 和 :微分 得 到 
wo) =2] Es Ger), aD 


上 式 的 证 明 与 定理 15 的 证 明 类 似 ， 留 给 读者 完成 . 
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这 些 结果 的 一 个 重要 推论 是 解析 函数 的 导数 还 是 解析 函数 ， 因 为 假若 了 在 z。 解析， 我 们 希 
望 也 在 aa 解析 ， 即 FE PEE za 的 某 个 邻 域内 可 导 . 为 此 ， 选择 充分 小 的 正 向 圆周 
C: | 上 -和 | =r， 使 7 在 C 上 及 其 内 部 解析 ， 因 为 [有 柯 西 积分 表达 式 


SO = gph EEG Caw, 


2mi. 


由 定理 15 得 
fG = 了 sal Aue t cim, 
rj 
但 上 式 右 端 是 形 如 (10) 式 的 函数 ， 从 而 /在 C 内 任意 点 可 导 ， 所 以 广 必定 在 an 解析 . 


同 理 得 到 函数 /' 的 导数 /" 在 解析， 更 一 般 地 ， 由 /'” 的 解析 性 可 推出 1"*" 的 解析 性 ， 
从 而 由 归纳 法 得 到 如 下 结果 . 


定理 16 GAK/ABADRAWE, NCEDAGSAESKI, P, JO, AER 


定理 16 的 惊人 之 处 在 于 类 似 的 结论 在 微 积分 中 是 不 成 立 的 ， 例 如 ， 实 函数 Kx) =x” 对 任 
AER x RISE, (B f(x) 252773 在 x=0 不 可 导 . 

我 们 知道 ， 如 昌 解 析 函 数 / 写 为 /(z) mu(x, y) + ip(*，7) 的 形式 ， 由 2.4 节 ， 它 的 导数 
有 如 下 表达 式 : 


FO ELA (12) 


现在 知道 /解析 ， 从 而 是 连续 的 ， 因 此 由 (12) 式 ,u,v 的 所 有 一 阶 偏 导数 必定 是 连续 的 ， 同 
理 ， 由 于 f/" 存 在， 由 (12) 式 及 /" 的 柯 西 - 黎 曼 方程 得 到 表达 式 


Ov jou 0 Fu ja 

axy — 'axoy ay 
由 了 "的 连续 性 知 ，u，v 的 所 有 二 阶 偏 导数 在 了 的 解析 点 都 是 连续 的 ， 继 续 这 样 的 过 程 ， 我 们 得 
到 下 面 的 定理 : 

定理 17 设 /=u+iv 在 区 域 忠 内 解析 ， 则 u,v 的 各 阶 偏 导 数 在 DD 内 存在 且 连 续 . 
(这 个 定理 验证 了 2.5 节 中 的 一 个 结论 ， 即 解析 函数 /= zx + in 的 实 部 与 虚 部 都 是 调和 的 . 
把 这 个 结论 应 用 到 函数 /"，/"，…，/"”，…， 则 知 4，。 的 所 有 阶 偏 导数 也 是 调和 的 . ) 

导数 的 解析 性 也 可 用 这 种 方法 叙述 ， 只 要 函数 在 区 域 D KARR, WSE D 内 一 定 解 

iO. 由 4.3 节 定理 7， 连 续 函 数 存 在 原 函 数 等 价 于 它 沿 所 有 环线 的 积分 等 于 0， 从 而 得 到 下 面 
的 英 累 拉 ( Morera) 定理 : 


O L5 节 中 我 们 假设 了 u,v 的 二 阶 篇 导数 是 连续 的 . 
O ” 康 冰 数 之 所 以 是 解析 的 ， 是 因为 它 有 导数 ! 
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定理 18 GE/RRGRD AEE, L DAESAARTA 
[AD =0, 
则 /在 DD 内 解析 . 
在 推导 (7) 式 和 (11) 式 的 过 程 中 ， 我 们 实际 上 证 实 了 对 于 某 些 积分 关于 = 微分 的 过 程 可 转 
换 为 关于 《 积分 的 过 程 ， 事 实 上 ， 由 柯 西 积分 公式 ， 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 ， 积 分 号 下 对 z 进 
行 累 次 微分 即 可 得 到 关于 /的 逐次 导数 公式 ， 从 而 我 们 有 一 般 的 柯 西 积分 公式 . 
定理 19 设 三 在 正 向 简单 闭 周 线 三 上 及 其 内 部 解析 ，z 是 三 内 部 的 任意 一 点 ， 则 


. ntf f z 5 
f) = za. TE PR (n = 1,2,3,-). (13) 
为 了 使 用 方便 ， 把 (13) 式 改写 为 如 下 等 价 形式 : 
2nif (a) Sy 
[oro =n o0 ET WAR, m = 1,25). a4) 


例 4 计算 | eras eh n EBH EIE |z = 1 一 周 的 周 线 . 
解 注意 到 函数 /(z) =e” 在 厂 及 其 内 部 解析 ， Aie, de(14) stus 20, m=3, 8 
2mif”(0) : 
[ge e = 25i. " 
$5 计算 
2:41 
bra air - T 
Hp C 为 沿 如 图 4-54 所 示 的 8 字形 周 线 一 周 . 


解 ”注意 到 沿 曲线 C 的 积分 相当 于 绕 C 的 右 叶 T, 
正 向 一 周 的 积分 加 上 绕 C 的 左 叶 D, 反 向 一 周 的 积分 : 


2z +1 
ez(z-1) 
gii - Get De f Qs 7G -*, 
n (z-1) nr. z d 
这 里 为 了 把 有 关 奇 点 明确 表示 出 来 ， 我 们 对 上 式 右 端 
的 被 积 函 数 进 行 了 改写 ， 由 公式 (14 ) 即 可 计算 沿 TD. 图 4-54 S 的 周 线 
D, 的 积分 ， 这 里 m 分 别 等 于 2 和 1， 所 求 的 积分 值 为 
2i d ] -€— " 
UE mE 3l a7 2ni Ga |a dni tn " 
练习 4.5 
1. 设 /在 简单 闭 周 线 厂 及 其 内 部 解析 ， Aerem 积分 


Lon 
sal e x 


A 积分 141 


的 值 是 什么 ? 
2. Bf. g 在 简单 环线 栈 及 其 内 部 解析 . 证明: 若 对 厂 上 的 任意 点 z 有 /f(z) =g(z)， 则 对 丁 内 的 任意 点 z 也 有 
ORTON 
3. 设 C 是 以 正方 向 绕 圆 周 1 *1 =2 旋转 一 周 的 周 线 ， 计 算 下 列 积分 : 
sin3z cos z 
c om Wft Of 
um 
Sett et sinz 
qim e es rer 
4. 计算 
zi 
I5 vast 
其 中 [为 


(a) 以 逆 时 针 方向 绕 圆周 | :| = 1 旋转 一 周 的 周 线 . 
(b) 以 递 时 针 方 向 绕 圆周 |z+2 -i| =2 旋转 一 周 的 周 线 . 
(e) 以 逆 时 针 方 向 绕 圆周 |: -2i| =1 旋转 一 周 的 周 线 . 

. BEC 是 以 正方 向 绕 桶 加 **/4 y /9 = 1 旋转 一 周 的 周 线 ， 定 义 


ca) := [£z CHAR). 


a 


GOD, G'GO REL G ~i). 
6 计算 


可 
Lo ay 
EIN DELLPILLILIMEES LAE LDLLMELEMPIPQUUUDLECEILALFETI 
的 两 小 圆周 的 积分 之 和 . ] 
7. 计算 


cos z 
f. z(r PETIA 


T Hin 4-55 所 示 的 周 线 . 
由 柯 西 公式 证 明 : 若 / 在 圆周 1 -nl =r 上 及 其 内 部 解析 ， 则 


JG) = fes reae. 
证 明 更 一 般 的 结论 : 
f = 


AL [P fes + re” Jed 0. 图 4-55 习题 7 的 周 线 
2mr 


9. 设 / 在 单位 圆周 1 z1 =1 上 及 其 内 部 解析 ， 证明: 如 果 在 1 zt =1 上 ,有 1 f(z)1 «M, 则 |f(0)|<M， 
I'O) |<M， 对 于 1/"(0) |， 你 能 给 出 它 的 上 界 估计 吗 ? 
10. 设 / 在 简单 闭 周 线 卫 及 其 内 部 解析 ， 由 本 节 定 理 证 明 ， 当 ze 三 时 ， 有 
[£a EN ON 


FEES r(z-x) — 


11. 设 /=u+iv 在 区 域 D 内 解析 . mutis D 内 调和 的 原因 . 


(212 
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12. 证 明 由 (10) 式 定义 的 函数 月 在 栈 的 内 部 解析 且 它 的 导 函 数 由 (11) 式 给 出 . 
13. 由 定理 15, 车 厂 为 一 简单 闭 周 线 ， 由 


ERE 
Ste s zal P 


定义 的 函数 6 在 以 卫 为 边界 的 区 域内 解析 (只 假设 5 在 厂 上 连续 )， 在 厂 为 正 向 圆周 |z| =1 且 &(z) =1/z 
的 情况 下 ,说 明 当 一 gs 忆 时 ，C(z) 的 极限 值 与 5(5) 的 值 不 必 相同 [提示 : 利用 部 分 分 式 展开 式 计 
算 C. ] 为 什么 这 与 柯 西 公式 不 矛盾 ? 


14. 设 厂 是 过 点 2+3i 的 正 向 简单 闭 周 线 . 令 


6G) i= gf £a. 


2m 认 5 -z 
求 下 列 极限 : 
lim,C(z)， 其 中 z 从 二 的 内 部 趋向 2 +3i 
Jim GG), Jh zM D 的 外 部 趋向 2 +3i 
[ 好奇 的 读者 可 能 会 思考 当 点 SCR UL 2 + 3i) 在 下 上 时 对 这 个 积分 的 解释 在 8.5 BHRIN AREK 
基 (Sokhouikyi) 和 普 勒 梅 利 ( Plemelj) 理论 ， 它 告诉 我 们 在 这 种 情况 下 ，C(z) 等 于 内 部 和 外 部 极限 从 的 二 
均值 ] 


15. 设 几 z) 在 闭 圆 盘 1 z1 «1 的 每 一 点 解析 且 CO) =0， 证 明 函数 


f(z)/z2 290, 

(0) :-0 

在 |zls1 上 解析 [提示 : 为 了 证 明太 在 z=0 解 析 ， 注意 到 由 定理 15 知 函数 
Aa: KOA, 
D := iban poe 

在 z=0 解析 ， 利 用 部 分 分 式 展开 式 推出 ， 对 于 |z| <1 GG) =F(z).] 


Fo) = f 


16. 设 /(z) 为 单 连通 区 域内 永 不 为 鹤 的 任 一 解析 函数 ， 则 在 D 内 存在 log /(z) 的 一 个 单 值 解析 分 支 ， 下 面 是 


此 全 题 的 证 明 要 点 ， 证 明 以 下 各 条 . 
"(2) 
CoL Ge p nir 
f ts D tr rito Rn c, tai HG). 


(e) PRI JG) e" e D 内 是 常数 ， 所 以 /(z) e ee" 
(d) 4 a J& loge 的 一 个 值 ， 则 函数 H(z) +a 是 log/(z) 在 D 内 的 一 个 解析 分 支 


17. 利用 16 题 结果 证 明 单 位 圆 盘 |:| <1 内 存在 (2* - 1) ”的 一 个 单 值 解析 分 支 
4.6 解析 函数 的 界 


关于 解析 函数 模 的 上 界 的 估计 有 很 多 有 趣 的 结论 ， 在 这 方面 ， 我 们 已 经 有 了 一 个 结果 ， 即 


4.2 节 定 理 5 的 积分 估计 ， 下面 应 用 柯 西 积分 公式 推导 解析 函数 导数 的 柯 西 估计 . 


定理 20 设 / 在 以 z 为 心 ，R 为 半径 的 较 周 C+ 上 及 其 内 部 解析 ， 若 对 Vze Can， 有 | 


[f(z)1<M， 则 


ele sc aaa. a) 


WE 在 图 4-56 rh, C, 的 方向 为 正 向 ， 由 一 般 的 柯 西 公式 (定理 19) , STE 


t ap KD | 
f" (s o "zal c absit 
XPPIeC, HWBUREUS LK M/R, C, 的 长 度 为 2rR， 因 
此 由 4.2 节 定 理 5 C? 
OG) 1< gi ga2aR, 
从 而 得 到 (1). m" 


这 一 看 上 去 无 关 紧要 的 定理 实际 上 对 于 解析 函数 的 性 质 
加 上 了 相当 严格 的 限制 ， 例 如 ， 假 定 了 在 整个 复 平面 C 上 解 
析 且 有 上 界 M， 则 对 任意 的 z。 和 R,f 满 足 定理 20 的 条 件 ， 在 (1) 式 中 取 n=1, $ Ro, df 
广 =0( VzeC)， 即 / 必 是 一 个 常数 ， 这 个 令 人 震惊 的 结果 称 为 刘 维 尔 定理 
定理 21 有 界 整 函数 必 为 常数 . 
显然 ， 非 常数 的 多 项 式 (在 整个 复 平面 上 ) 是 无 界 的 .粗略 地 说 ， 由 于 次 数 为 n 的 多 项 式 
的 首 项 对 于 次 数 较 低 的 敌 起 着 支配 的 作用 ， 因 此 对 于 大 的 1z|， 我 们 希望 此 多 项 式 与 有 同样 
WER. PEE, 如果 P(z)-az +aiz +…+az+ao(e 天 0)， 则 


图 4-56 ”用 于 柯 西 估计 的 圆周 


P(z) = z'(a, + a, /z € & a,/z"* + ao/2"). 
所 以 当 |z| 一 时 ， 
P(z)/z — a, (2) 
由 此 及 刘 维 尔 定理 可 证 明代 数学 基本 定理 ， 如 3. 1 节 所 允诺 的 那样 
[ XH2 任意 非常 教 的 复 系数 多 项 式 至 少 有 一 个 过 点 . ] MN 


证 假设 P(z) saa ea az e aztala 天 0) 没 有 零点 ， 从 而 /(z) =1/P(z) 是 整 
函数 ， 下 面 证 明 它 在 整个 平面 上 是 有 界 的 . 
(由 (2) ， 当 |z| 充 分 大 ,不妨 设 |z|>p 时 ， 有 |P(z)《z"|> |a.|/2， 从 而 


ER T — 2. cs 2 
IDI = rg * ira pT al 


(Gi) S [z| «p 时 ，|/(z) | 为 这 个 闭 圆 盘 上 的 连续 函数 ， 由 微 积 分 理论 知道 它 必 然 有 界 ( 事 
实 上 ， 它 可 在 闭 圆 盘 上 取 到 最 大 模 ). 

然而 ， 如 果 1/P(z) 有 界 且 是 整 函 数 ， 则 它 一 定 是 常数 ”所 以 P(z) 也 是 常数 (次 数 n 为 0 
的 多 项 式 )， 换 句 话 说 ， 只 有 没有 零点 的 多 项 式 才 是 常数 . " 

现在 我 们 再 回来 看 柯 西 公式 ， 设 函数 /在 以 az 为 圆心 ,半径 为 尺 的 圆 Cs 上 及 其 内 部 解析 ， 
它 的 柯 西 公式 为 


(zI <p). 


Kao) = d$, La (3) 


Dmi cz -zo 
MEC, 参数 化 : zou +Re"，0<t<2m， 把 (3) 式 写 为 
1 (7f + Re*), 


fa) = aa Rede, 


3 
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Ka) = zs + Re") di. (4) 


BD Gs) 9 f de C, 上 的 值 的 算术 平均 数 ， 称 (4) 式 为 平均 值 性 质 ， 显 然 ， 若 在 Ce 上 有 
IA) |<W， 则 |7(a) | e M GERER GERE 20 中 =0 的 情况 ， 其 中 0! 21). 但 更 加 重要 的 是 ， 
我 们 可 以 利用 (4) 式 证 实 下 述 结论 . 

[ 35i EAn 5 cENAAME, RLAXXGUGOL HUG &B& $4. 


证 假设 | /(z) | 不 是 常数 ， 则 圆 盘 内 一 定 存在 一 点 z 使 得 |/(z。)| > lKa) l B Cr 
以 aa 为 圆心 通过 = 的 圆 ， 由 假设 ， 对 Cx 上 的 任意 点 z， 有 |/(za) | |/(z) |， 又 由 /的 连续 性 ， 
在 C, 的 包含 =, 的 一 段 圆 弧 上 有 严格 不 等 式 |/(zo) | > |/(z) |， 这 与 (4) 式 矛盾 ， 这 是 因为 了 在 
这 段 圆 弧 上 的 值 小 于 (4) 式 中 的 平均 值 ， 而 这 个 “ 亏 值 " 又 不 能 由 C, 上 其 他 点 处 的 值 补 上 . 
(习题 9 中， 请 读者 给 出 这 段 讨论 的 一 个 严格 的 证 明 . ) Li 

引 理 1 表明 解析 函数 的 模 不 能 在 圆 盘 中 心 达到 最 大 值 ， 除 非 /| 是 常数 ， 下 面 应 用 这 个 引 
理 证 明 最 大 模 原 理 . 
[定理 23 若 / 在 区 域 刀 内 解析 且 |/(z) | 在 人 内 一 点 达到 最 大 值 ， 则 /在 中 内 是 常数 

证 只 需 证 明 |/| 在 D 内 是 常数 ,因为 由 练习 2.5 中 的 
习题 12 知 f 也 是 常数 . 

假设 |/(z) | 不 是 常数 ， 那 么 在 D 内 必然 存在 点 an 使 
lAr) l> lfa) |， 设 y 是 D 内 连接 由 z 到 z 的 一 条 路 径 ， 
如 图 4-57 所 示 ， 以 am 为 起 点 ， 考 虑 |/(z) lE y 上 的 值 ， 那 
么 在 y 上 一 定 存在 一 点 w， 从 这 点 起 |/(:) | 在 y 上 的 值 开始 
减少 ， 即 在 y 上 存在 一 点 w 具有 以 下 性 质 : 

(让 对 于 y 上 w 之 前 的 所 有 点 z， NICO | = lfa) l 

《ii 存在 7 上 任意 接近 uw 的 点 z， 使 |/(z) | < |/(zo) | ”图 4-57 用 于 定理 23 证 明 的 图 形 

(w 可 能 与 z, 重合 . )w 的 存在 性 可 由 实数 系 公理 严格 证 明 ， 这 里 不 再 玩 述 ， 由 性 质 (i) 及 了 
WERE, RIH |o) | = LG l- 

由 于 区 域内 的 任何 点 都 是 内 点 ， 从 而 一 定 存在 一 个 以 w 为 心 的 贺 盘 含 在 D 内 ， 由 引 理 1 
可 知 jj/| 在 此 圆 盘 内 是 常数 ， 这 与 性 质 (ii) 相 矛 盾 ， 所 以 我 们 开始 的 关于 = 的 假设 是 错误 的 . 
因此 ，|/| 在 D 上 是 常数 ， 从 而 /在 D 上 是 常数 . " 

下 面 考虑 在 有 界 区 域 D 内 解析 且 在 D 上 及 其 边界 连续 的 函数 SG). 由 微 积分 理论 知 连 
续 函 数 |f(z) | 在 这 个 闭 有 界 区 域内 必然 达到 最 大 值 ， 另 一 方面 ， 定 理 23 又 指出 这 个 最 大 值 
不 可 能 在 刀 的 内 部 取得 ,除非 了 是 一 个 常数 ， 这 样 ， 我 们 得 到 如 下 最 大 模 原理 的 改进 形式 : 

定理 24 如果 函数 在 有 界 区 域内 解析 ， 在 区 域内 及 边界 上 连续 ， 则 它 的 最 大 模 在 边界 上 
达到 . 

例 1 求 | 了 +3z-1| 在 圆 盘 |z|<1 上 的 最 大 值 . 
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解 ” 由 三 角 不 等 式 ， 
[2+3:-1|< jz2l+3|zl+1<5 (对 |z|<1) (5) 
下 面 分 析 证 明 它 的 最 大 值 确实 小 于 5. 
了 +3z-1| 的 最 大 值 一 定 在 圆 盘 的 边界 |z| =1 上 取得 . 设 |z| =1 的 参数 函数 为 : *=e ， 
0<ts2mr， 由 此 得 


Hz 432 - 1 = Ce? 43e" -DD(e™ +30* -1). 
展开 并 合并 同类 项 得 到 (11 - 2eos2:).. 所 以 |#+3z -1| 的 最 大 值 为 V13, 在 := +i 取得 . 
«32 - 1 | 的 函数 图 像 如 图 4-58 所 示 Zis] 


图 4-58 |2 43:-1]fE | e| «1 的 图 像 LI 
练习 4.6 


L fa) 1/0725, O<R<1, 证 明 max | f(z) | 24/0 - R)! Rf? (0) =(a+1)!1， 从 而 由 柯 西 估计 得 


(aee Ln S, 
Rm - R) 
2. 设 / 在 1z!1 <! 内 解析 且 1 [(z)1 <1/(1-1z1). 证 明 
"PS a! 
fries mg (0<R<D， 


it — JP ESL R S n/(n * D BETERCI E IG 
3. 设 /在 1 :1 <r 内 解析 且 有 界 M. 证 明 
Ia) PEET iler) 
4. iB p(i)sa,*az*- taz 是 一 个 多 项 式 ， 且 max |p(z) | = 村 ,证 明 系 数 as(k=0, 1, =, n) MH 
r5 


[220] 
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5. 设 / 是 整 两 数 并 假定 对 于 所 有 的 :有 Re f(z) & M. 证明/ 一 定 是 常数 . 【提示 : 对 函数 ef 应 用 刘 维 尔 定理 . ] 

6. 设 f 是 整 函 数 且 假定 /在 整个 复 平面 上 有 界 。 证明/ 一 定 是 次 数 不 超过 5 的 多 项 式 . 

7. R / JE PRÉ, B E DEA CR Iz |» n) RE, ELIGO |< Iz. 证 明 / 一 定 是 次 数 至 多 为 2 的 多 项 
x. [提示 : 由 柯 西 估计 证 明 当 RR 充分 大 时 有 |/ CG) 13! (R+ I D'7R', Aii f? =0(zeC). ] i 
广 这 个 结果 . 

8. 设 / 在 圆 环 1< |z|<2 内 解析 , 在 |z|=1 上 |f(z)|<3, 在 |:|=2 上 |f(z)1<12, 让 明 : 对 于 1< |z|<2， 
I s3 lal. [提示 : 考虑 函数 a). ] 

9. 如 果 解 析 丙 数 / 对 圆周 C, 上 的 所 有 := 满足 |/(a) | = |/(z) |， 其 中 C, 的 参数 函数 为 : s + Re”, 0r 2n. 
利用 公式 (4) 证 明 Ce 上 不 存在 点 ,使 得 |/(z。) | > |/(z,) | [提示 : 假设 存在， 由 /的 连续 性 知 存在 
e>0 使 得 在 :的 某 个 区 间 上 有 | (am + Re |< [fo | oe. 利用 这 个 区 间 将 (4) 式 的 积分 分 段 写 出 ， 最 后 推 
BOE UG E DG E] 

10. 求 出 所 有 满足 下 列 条 件 的 函数 1: 在 D: |:|<R 上 解析 , (0) =i, 对 YzeD 有 |/(z) |<1 [提示 ; 考虑 最 
大 模 在 哪里 取得 . ] 

11. i f fe f nil e C 及 其 内 部 解析 ， 对 YzeC 有 |/(z) -1|«1. ERASE C 的 内 部 没有 零点 [提示 : 假 

设 在 C 的 内 部 某 一 点 aa 处 fm) =0， 考 虑 函数 5(z):= fO) 71.1 
12. 在 第 6 章 中 将 让 明 : 在 区 域 上 任意 非常 数 的 解析 本 数 将 开 集 映射 到 开 集 ， 应 用 这 个 事实 给 出 最 大 模 原 理 
(定理 23) 的 另外 一 个 证 明 . 

13. 设 /和 & 在 有 界 区 域 D 内 解析 ,在 D 及 其 边界 8 上 连续 ， 且 g 没有 零点 ， 证 明 : FHV BH |A) |< 

lel) |， 则 对 Yze D， 这 个 结论 肯定 也 成 立 . 【提示 : 考虑 函数 f(z:)/g(z). ] 

14. 证 明 最 小 机 原理 ; 设 /在 有 界 区 域 D 内 解析 且 在 D 及 其 边界 上 连续 ， 著 在 D AH, W |A) |E D 

的 边界 上 取 到 最 小 值 . [提示 : 考虑 函数 1/ f(:). ] 举例 说 明 / 在 忆 内 没有 零点 的 条 件 是 必要 的 . 

15. 设 非常 数 函 数 /在 有 界 区 域 D 内 解析 且 在 D 及 其 边界 8 LER, EA: |) | 在 B 上 是 常数 , 则 /在 人 D 
内 至 少 有 一 个 零点 . 

16. 证 明 ; max jaz eb] Tal ebd. 

17. WE: max | (2-1) (21/2) |. [提示 利用 微 积分 理论 . ] 

18. 设 P 是 一 个 多 项 式 ， 且 在 正 向 简单 闭 周 线 厂 上 没有 零点 ,证 明 : P 在 厂 内 部 的 零点 个 数 ( 计 算 重 数 ) 等 于 
积分 


ag PG) 
2nilr P(z) ~ 


[提示 : 参见 练习 3.1 的 习题 17. ) 
19. 证 明 : 对 任何 形 如 P(z) 2z +a, taza, 的 多 项 式 P，max | ,1.1 |PC) | 1. [提示 考虑 多 项 
RQU) =PO), 并且 注 意 到 8(0) =1 及 max | QC) |= max 1P(z)1.】 


*4.7 在 调和 函数 中 的 应 用 
第 2 章 末 我 们 讨论 了 调和 函数 ， 它 是 拉 普 拉 斯 方程 


io" 
299,99 .9 
a y 


的 二 元 连续 可 微 解 ， 特别 地 ， 在 假定 解析 函数 的 实 部 与 虚 部 具有 二 阶 连续 偏 导数 的 条 件 下 ， 我 
们 证 明了 它们 是 调和 的 . 现在， 这 个 假设 已 被 定理 17 证 明 . 反之 ， 给 定 某 特定 区 域 ( 例 如 圆 
盘 ) 内 的 一 个 调和 函数 ， 若 将 它 看 作 一 个 解析 函数 的 实 部 (或 虚 部 ) ， 我 们 也 可 以 由 给 出 的 方法 
求 出 它 的 共 思 调 和 函数 。 现在， 我 们 利用 这 些 解 释 得 到 调和 函数 更 多 的 性 质 . 
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我 们 首先 通过 定理 25 将 调和 -解析 二 元 论 推广 到 单 连通 区 域 . 
定理 25 设 中 是 单 连通 区 域 刀 内 的 调和 函数 ， 则 在 刀 内 存在 解析 函 教 了 使 得 由 = Re 
证 ”假设 奇 在 这 样 一 个 解析 函数 ， 设 为 /= 中 + 让 ， 则 广 的 一 个 表达 式 应 由 广 = ad/ar -iah/ay 
给 出 (利用 柯 西 - 黎 曼 方程 ) ， 从 而 /为 这 个 解析 函数 的 一 个 原 函数 

h, EX glz): 2 8d/ox -id/ay， 我 们 断言 g(z) 在 也 内 满足 柯 西 - 黎 曼 方 程 ， 由 于 小 
调和 ， 从 而 


(96). 3( 3$ 
a ox X N ay!" 
又 因由 的 混合 二 阶 偏 导 数 相等 ， 所 以 
这 (中 --i(-3 . 
DE ox\ ay 
因为 调和， 它 的 这 些 偏 导数 都 是 连续 的 ， 因 此 g(z) 解 析 ， 由 4.4 节 定理 10( 或 13) ，&(z) 在 
单 连通 区 域 D 内 有 解析 的 原 函数 C =u+iv， 因 为 GC'=g， 因 此 
ðu ðu _ ð$ .9 
ax y 3 g G 

此 式 表明 u 和 由 在 D 内 有 同样 的 一 阶 偏 导数 ， 从 而 ,由 1.6 WHER A, o-u tE D AER 
数 ， 即 由 =w+c， 由 此 可 知 /(z) ; =C(z) +e 是 满足 定理 条 件 的 解析 函数 . m 

有 了 定理 25 ， 我 们 就 完全 具备 了 应 用 解析 函数 理论 研究 单 连通 区 域内 的 调和 函数 的 基础 . 
设 b(x*，y) 是 一 个 调和 函数 , /= 中 + 让 在 单 连通 区 域 D 内 是 一 个 关于 由 的 “解析 完备 "函数 . 
现在 考察 孙 数 ef” : 

Leld =l ets l etll el = e*. (1) 

由 于 指数 函数 是 关于 实 变量 的 单调 递增 函数 ， 所 以 (1) 式 表明 由 的 最 大 值 点 就 是 解析 函数 e" 
模 的 最 大 值 点 ， 从 而 我 们 立刻 得 到 了 调和 函数 的 最 大 值 原理 ! 另外 ， 由 于 中 的 最 小 值 点 就 是 调 
和 函数 -由 的 最 大 值 点 ， 这 样 ， 调 和 函数 的 最 大 值 -最 小 值 原理 可 叙述 如 下 : . 

定理 26 设 由 是 单 连 通 区 域 刀 内 的 调和 函数 ， 若 中 (z) 在 万 内 菜 点 za 达到 最 大 值 或 最 小 
值 ， 则 中 在 DD 内 是 常数 


”定理 27 设 函数 中 在 有 界 单 连通 区 域内 调和 且 在 区 域内 和 边界 上 连续 ， 则 它 在 边界 上 达 


参见 习题 3， 今 后 我 们 将 应 用 定理 的 这 些 推广 形式 . 
下 面 是 出 现在 电磁 学 、 流 体力 学 和 热传导 中 的 一 个 常见 的 重要 问题 . 
EE UDLEILI WE GN Y YYYG DOEXYGE. EY WTTYTEYT y), ÈZ] 
在 了 的 边界 上 取 给 定 值 . E m. n 
函数 四 可 表示 电势 、 速 度 位 势 或 恒温 ， 在 研究 狄 利克 雷 问 题 时 ， 我 们 关心 的 主要 有 两 点 : 
解 是 否 存在 ; 如 果 解 存在 ， 是 否 由 所 给 定 的 边 值 唯一 确定 ? 对 于 有 界 区 域 的 情形 ， 唯 一 性 问题 
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是 肯定 的 ， 由 下 述 定理 给 出 . 
定理 28 Rol, 7) 和 中 (x, 7)) 均 为 有 界 区 域 中 内 的 调和 函数 ， 且 在 及 其 边界 上 连 
续 ， 若 在 刀 的 边界 上 中 = 由 ， 则 在 万 内 有 中 = 中 :- 


证 考虑 调和 函数 四 : = 中 , -0 它 的 最 大 值 和 最 小 值 一 定 在 边界 上 达到 ， 但 是 都 为 0! 所 
以 在 D 内 有 由 =0. LI 

狄 利克 雷 问题 的 解 ， 可 以 通过 一 个 公式 ， 把 调和 函数 由 在 D 内 的 值 用 它 在 边界 上 的 ( 指 
定 ) 值 表示 出 来 ， 这 使 我 们 联想 到 柯 西 积分 公式 ， 它 能 将 公 /= 中 + 访 在 D 内 部 的 值 由 边界 值 表 
示 出 来 (这 里 /是 四 的 解析 完备 )， 所 以 ， 如 果 在 柯 西 积分 公式 中 能 够 "分开"f 的 实 部 与 虚 部 ， 
我 们 就 可 以 得 到 狄 利克 雷 问题 的 解 . 

事实 上 ， 我 们 可 以 应 用 上 述 方法 解决 圆 盘 和 半 平 面 上 的 狄 利克 雷 问题 ， 后 者 留 作 习题 ， 下 
面 只 研究 圆 盘 的 情况 . 

为 简便 起 见 ， 设 圆 盘 以 正 向 圆周 Cx: |z| =R 为 边界 .由 柯 西 积分 公式 ， 解 析 函 数 在 这 个 
圆 盘 内 部 的 值 可 由 其 在 圆周 上 的 值 表示 + 


-Lf KD. 
fo 二 人 (121 < R) (2) 


(假定 这 个 解析 区 域 包括 加 盘 |z| <R)， 我 们 希望 将 (2) 式 变形 为 一 个 只 含有 /的 实 部 的 公式 . 
为 此 ， 对 固定 的 :，|z| «R, HK 


fq) 
R -g3 
El SRELXF 的 解析 函数 ，( 这 是 由 于 分 母 不 为 零 )， 因 此 由 柯 西 定理 
Ip Riya 
2milc, R? g 9 
把 上 式 与 (2) 式 相 加， 得 


1 1 x 
fo zd (x Luo 


1 R -lzl” 
s;L[ AR ear. 
25i/e (g - 2) (R Lp : 

若 取 Cr 的 参数 方程 为 = Re", 0<1<27, WOREK 

ap PEU 

ID zs (Re - z) (€ - Re" i) 

QR Pen AR") 
2r (Re - 2) (Re* - z) 


QR pug = f(Re') at. 
2m 1 Re" -zl 77 


最 后 ， 取 上 式 的 实 部 Ref 作为 调和 函数 四 ， 并 以 极 形式 z= re" 表 示 z， 得 到 如 下 的 泊 松 积分 
AR. 


(3) 


f(Re*) Ri e*dt 


dt 


E 积分 149 


定理 29 设 由 是 含有 国 盘 |z|<R 的 区 域内 的 调和 肖 款 ， 则 对 于 0<r<R,， 有 
人 $CRe*) " 
2m R? p -2rReos(t -9) 
实际 上 ， 泊 松 积分 公式 有 更 一 般 的 形式 ， 我 们 将 在 下 面 叙述 ， 对 于 它 的 证 明 ， 有 兴趣 的 读 
者 可 以 参考 文献 [10] 或 [11]. 
定理 30 设 口 是 定义 在 国 周 Cs: |z| = 尺 上 的 实 值 函 教 ， 在 Cs 上 除去 有 限 个 跳跃 间断 点 
外 连续 ， 则 函数 


ó(re^) = (4) 


Pon UCRe*) di 
2n R +r? -2r R cos(t - 0) 
在 C, 内 部 调和 ， 并 且 当 rete T C, EU Edi H np, ure") ae TU E A M 

U 在 其 间断 点 处 的 性 质 肯定 是 很 复杂 的 .例如 ， 考 虚 如 图 4-59 所 示 区 域 上 的 调和 函数 
Arg(z+1)， 它 是 Log(z+1) 的 虚 部 ， 显 然 ， 除 去 点 z= -1 外 ，Arg(z+1) 都 以 适当 的 方式 趋 于 
它 的 边界 值 ， 而 在 := -1 处， 它 就 变 得 很 不 稳定 (边界 值 由 mr/2 BERI - 7/2). 

于 是 ， 在 非常 一 般 的 情况 下 ， 泊 松 公式 解决 了 圆 盘 的 狄 利克 雷 问题 . (练习 3.4 的 习题 6 
是 最 简单 的 一 种 情况 ， 其 中 U 是 一 个 常数 . ) 

例 1 求 单位 圆 盘 内 部 每 点 的 恒温 7， 其 中 单位 圆 盘 在 第 一 象限 边缘 部 分 的 温度 为 +1， 其 
他 处 为 0( 见 图 4-60). 


(5) 


u(re*) := 


Te 


图 4-59 Arg(z 1) 图 4-60 求 加 盘 内 部 的 温度 


解 温度 7 由 取 上 述 边界 值 的 调和 函数 给 出 ， 由 (5) 式 ， 
二 1 

Ty eL Em» 
例如 ， 圆 心 处 的 温度 为 
T(0) = ETT s 
2v. 4 

它 是 在 圆周 上 的 值 的 平均 数 . L] 

练习 4.7 


1. 求 在 单位 圆 盘 D: 1 z1 <1 内 对 所 有 :满足 (iV2) = -5 及 由 (z)>= -5 的 所 有 调和 函数 四 
2. 举例 说 明 在 多 连通 区 域内 ， 调 和 函数 不 一 定 存在 解析 完备 [提示 : 考虑 Log1z1.] 


225 


|226 
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3. 证 明 任意 区 域内 调和 函数 的 最 大 值 - 最 小 值 原理 . [提示 : 由 定理 26 建立 类 似 于 4.6 节 引 理 1 的 引 理 ， 再 仿 
照 定理 23 的 方法 证 明 . ] 
4. 最 大 值 -最 小 值 原理 在 恒温 热流 中 的 物理 意义 是 什么 ? 
5. 举例 说 明 儿 利克 雷 问题 在 无 界 区 域 的 解 不 唯一.[ 提 5 
取 值 均 为 0. ] 
6. 证 明 调和 两 数 的 园 周 平均 值 定理 ; 设 由 在 包含 圆 盘 | :1 <p 的 区 域内 调和 ， 则 
$(0) = as [ eoe 
7. 证明 调和 两 数 的 立体 乎 均值 定理 : 设 中 在 含有 闭 圆 盘 D: z) <R 的 区 域内 调和 ， 则 
1 
$(0) = sah 


[提示 : 将 习题 6 的 平均 值 公式 两 边 乘 以 pdp 再 积分 
8. 不 需 计 算 ， eae 


a 
E -e—a ldi CUP PPM 
RUE 2rReos(t - 8) 


9. 证 明 哈 纳 克 不 等 式 : Er zl RR 的 区 域内 调和 且 非 负 ， 则 对 于 0<r<R， 
Rer 


构造 两 个 在 上 半 平 面 上 的 调和 函数 ， 它 们 在 * 轴 上 


e) £ Iu ‘< olre”) < $(0) x 


[提示 : ARNERRXINASANEK: 注意 到 
(R-D! « R +r -2HRcos(1- 0) < (R +r)’. ] 
10. 证 明 调 和 函数 的 刘 维 尔 定理 设 办 存 整 个 平面 上 调和 上 且 有 上 界 
和 下 界 ， 则 中 是 常数 . 
[提示 : 修改 由 从 而 应 用 哈 纳 克 不 等 式 (习题 9). ] 
11. 单位 圆 盘 边缘 上 的 温度 如 图 4-61 所 示 . 那么 圆心 处 的 温度 是 
E 
12. GEK X pra K) bf sueiv EMA |z| e R ARES, ni B 
分 公式 ， 实 部 u FERA BUB P 09 (CST H E FE P 8c LP E 9 (fO 
表示 ， 试 通过 下 面 的 步骤 推导 一 个 表达 式 ， 使 虚 部 "可 由 实 部 
4 在 圆周 上 的 值 来 表示 . 图 4-61 求 圆心 的 温度 
(a) 证 明 泊 松 积分 公式 (4) 可 写 为 


ula) = do ( PC )uCRe')dt, 


2) 


其 中 光 松 核 己 为 


FAMEM 


Paad = ELE 


《b) 证 明 


itl mg 
r E Ti 
即 PC, 28 2/0 -2) 的 实 部 
(BERE IS, 证明 
zu( 
mo» gf, Ett 


nagz 


是 |:|<R 内 的 解析 函数 
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(DHEAN LS Re RA HG) BU, RESI 
Re H(s) = ES rae sce 


由 泊 松 积分 公式 知 它 等 于 4(z). 
(e) 由 于 H(z) 和 和 f(z) 是 实 部 相等 的 两 个 解析 函数 ， 利 用 2.5 节 的 理论 证 明 它们 只 相差 一 个 虚 常 数 ， 即 
fz) = HG) + iC. 
将 z=0 代 人 上 式 , 利用 圆周 平均 值 定理 (习题 6) 证 明 C 必然 等 于 v(0). 
综合 以 上 结果 得 到 施 瓦 英 积分 公式 


rim d 
4 EA SUMI + iv(0),1 zl < R. 


《 们 巾 施 瓦 蒋 积 分 公式 两 端的 虚 部 相等 得 到 "的 用 “ 人 
nz) = as ee scena *»(0, 1zl<R, 
prs 


[a2 =- 


其 中 
Q.D: IS 
13. 设 /是 一 个 整 琢 数 ， 当 | z | 的 值 充分 大 时 ， 它 的 实 部 满足 | Re /(:) | M |z|, QU M 是 一 个 常数 ， 通 过 以 
下 步骤 证 明 /一 定 是 一 个 多 项 式 . 
《由 施 瓦 获 公式 [习题 12(e) ] 及 R=2|:|， 证 明 |:| 充 分 大 时 ，|/(z) | 不 超过 |z| 的 某 个 常数 入. 
(b) 应 用 练习 4.6 中 的 习题 7 证明: /是 一 个 次 数 不 超 过 2 的 多 项 式 . 
14.( 半 平面 内 的 泊 松 积分 公式 ) 设 /= 由 + 访 在 包含 
* 轴 和 上 半 平 面 的 区 域内 解析 ， 且 在 这 个 区 域内 
IAG) |<K， 则 调和 丙 数 四 在 上 半 平面 的 值 可 由 Ty 
它 在 x 轴 上 的 值 给 出 : 
eon = o» 
下 面 是 这 个 积分 公式 的 简要 推导 过 程 ， 给 出 每 
步 的 证 明 . 
(a) 如 图 4-62 所 示 ， 有 


foy = hf 
(b) 由 图 4-62， 又 有 


-R R 
图 4-62 MERHAR 


=f KO, 
s inb. - se 
(<) 两 式 相 减 得 到 
fa) = 


z Imz 2i lmz 
zi. unns dd zal; AD £-0G-: 


其 中 c; ÆT, RERA. 
{《d) 证 明 沿 C, 的 积分 的 界 是 


(e) fe BUG ff] Ji Bir Roe 并 取 实 部 - 
15. 习题 14 的 泊 松 积分 公式 还 可 以 做 一 些 推广 对 合适 的 函数 0(E) ,积分 


[227 


228 


[229 
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18. 


bz = E LU sar 


G-2 «y 
定义 了 半 平 面 上 的 一 个 调和 函数 ， 当 = 趋向 于 U 的 连 
续 点 x 时 有 极限 值 U(z)、 若 = 输 上 的 温度 分 布 如 
图 4-63 所 示 ， 则 利用 上 述 积分 公式 可 求 上 半 平 面 内 的 
温度 ，( 这 个 向 题 已 在 3.4 节 的 例 3 中 用 初等 方法 作 图 4-63 求 上 半 平 面 内 的 温度 
了 解答 . ) 


，( 半 平面 上 的 施 瓦 英 积分 公式 ) 设 /=u+ip 在 上 半 闭 平面 内 解析 且 1 S 有 界 ， 那 么 由 泊 松 积分 公式 ， 对 于 


7>0，u(x，7) 的 值 可 由 “在 实 轴 上 的 值 表 示 ( 习 题 14)， 如 果 / 满 足 一 个 更 强 的 条 件 ， 那 么 对 习题 14 的 推 
导 过 程 做 些 修改 ， 当 y>0 时 ， 虚 部 v(x，y) 的 值 也 可 以 由 4 在 实 轴 上 的 值 表示 . 
(a) 习 题 14 的 (a)(b) 两 步 不 变 , 在 (c) 中 将 两 式 相 加 得 到 
Lf ga 2-9 1 2-2 
Au s sal In ET * hal D Q-24-2)^ 
《b) 证 明 ， 在 上 半 闭 平面 上 当 |z| 充 分 大 时 ， 若 /满足 不 等 式 |/(z) [8 K^ z| (a 20), RIS Roe 时， 沿 
C, 的 积分 趋 于 0， 因 此， 对 这 样 的 太 


加 (-2 
Ao = [AD EE Otima > 0). 


(ec) 使 上 式 虚 部 相等 得 
srir RCEDE » 
ab(z) = vj. ET. Imz > 0. 


(d) 缚 合 上 式 及 泊 松 积分 公式 ， 得 到 上 半 平 面 的 施 瓦 英 积 分 公式 


. 在 习题 16 的 假设 下 ， 施 瓦 获 积 分 公式 也 可 定义 一 个 下 半 平面 的 函数 ， 记 为 7(z) 


(a) 证 明 ; 对 Im 2 «0, 有 /(z) = -人 (=)， 从 而 7(z) 在 下 半 平面 内 解析 
(b) 由 (a) 中 的 等 式 证 明 当 * 从 上 方 穿 过 * 轴 时 ， 积 分 
1p" uu(€,0) 
alper 
的 改变 量 为 实数 - 2e, 0). 
利用 习题 16 和 习题 17 中 的 结果 推导 


PE ES SR k 
xl. i erst. 


(由 练习 6. 3 习题 12 可 直接 验证 这 两 个 积分 . ) 证 明 : 当 : 穿 过 zx 轴 时 积分 值 的 改变 量 等 于 -2x/(z 1). 


小 结 


复 平面 上 的 积分 是 沿 周 线 取 的 ， 其 中 周 线 由 有 向 光滑 曲线 首尾 相连 而 得 ， 复 变 函 数 沿 光滑 曲线 上 的 定 积 


分 定义 与 微 积分 中 歼 曼 和 的 定义 类 似 . 周 线 积分 | SO) dz FFR 三 的 光滑 部 分 的 积分 之 和 


计算 沿 周 线 厂 的 积分 的 基本 方法 是 : 先 确定 周 线 矿 的 一 个 参数 方程 zx=z(!) ， at<5， 然 后 把 这 个 周 线 
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职 分 按照 下 面 的 形式 转化 为 关于 实 变量 :的 积分 
[fi = [ JEA 
HURAR SO) 在 含有 六 的 区 域内 解析 时 ,下 面 的 结论 在 计算 | fa) dz 时 可 以 使 用 : 
1 ( 微 积分 关 本 定理 ) 若 在 一 个 含有 三 的 区 域内 有 原 范 数 F， 则 
[ios = F(z) - F(z), 
Hha, z 分 别 是 厂 的 起 点 和 终点 
2.( 柯 西 定理 ) 若 厂 为 简单 闭 周 线 ( 即 5 =zr 但 无 其 他 自 交点 ) , /在 厂 上 及 其 内 部 解析 , W | fC) d =0， 


3.( 柯 西 积分 公式 ) 若 厂 为 正 向 简单 闭 周 线 , f(z) =g(z)/(z -za) ， 其 中 加 在 三 上 及 其 内 部 解析 ， 又 aa 在 
THAR, W 
[rom - f. £a = 20ig(4). 


更 一 般 地 ， 有 


[ &(z)dz _ 2mig 7 (n) 
liz-q) — (m-D!^ 


4. 如 果 / 可 写 为 /(:) = a G)/ LG 7 2)" G7 2)7*] ,其 中 8 是 情形 (3) PIRR, e z, A z, 在 简单 闭 周 线 
也 的 内 部 , 则 由 部 分 分 式 可 将 | SC) de 转化 为 (3) 的 情形 . 

5. (形变 不 变性 定理 ) 若 闭 周 线 三 不 经 过 j/ 的 任何 奇 点 可 连续 形变 到 另 一 条 闭 周 线 T, M 

EOIS = I 

若 了 的 解析 区 域 是 单 连通 的 ( 即 没有 “ 洞 " ) ， 则 /有 原 函 数 县 了 的 积分 与 路 径 无 关 、 

关于 解析 函数 ， 柯 西 积分 公式 有 许多 的 推论 ， 例 如 ， 解 析 函 数 的 无 穷 次 可 微 性 (参见 3) ， 刘 维尔 定理 (有 
界 整 函 数 是 常数 ) ， 代 数学 基本 定理 (任何 非常 数 多 项 式 都 有 一 个 零点 )， 以 及 最 大 模 定 理 ( |/| 的 最 大 值 在 有 
界 区 城 的 边界 上 达到 ). 

在 单 连 通 区 域内 ， 调 和 函数 可 看 作 是 一 个 解析 函数 的 实 部 ， 因 此 调和 函数 的 有 些 性 质 与 解析 冰 数 类 似 ， 
例如 无 穷 次 可 微 性 ， 最 大 值 原理 和 泊 松 公式 (类 似 柯 西 积分 公式 ). 


参考 文献 


下 列 参 考 文献 对 本 章 的 一 些 主题 有 更 为 详细 的 介绍 ， 供 有 兴趣 的 读者 参考 . 


曲线 理论 ， 弧 长 

[1]™ Apostol, T.M. Mathematical Analysis, 2nd ed. Addison-Wesley Publishing 
Company, Inc., Reading, MA, 1974. 

[2] Nevanlinna, R., and Paatero, V. Introduction to Complex Analysis. Addison- 
Wesley Publishing Company, Inc., Reading, MA, 1969. 


若 尔 当 曲线 定理 
[3] Pederson, R.N. "The Jordan Curve Theorem for Piecewise Smooth Cutves” 
American Mathematical Monthly 76 (1969), 605-610. 


E85, RI 
参考 2. 


O ”本 书 的 中 文 版 、 影 印 版 已 由 机 械 工 业 出 版 社 引 进出 版 ， 中 文书 名 为 (数学 分 析 》， 一 一 编辑 注 


230; 


231 


233 


154 


第 4 章 


曲线 的 连续 形变 ， 柯 西 定理 


[4] Conway, J.B. Functions of One Complex Variable, 2nd ed. Springer-Verlag, 
New York, 1978. 


[5] Flatto, L., and Shisha, O. "A Proof of Cauchy's Integral Theorem." Journal of 
Approximation Theory 7 (1973). 386-390. 


[6] Courant, R., and Hurwitz, A., Vorlesungen uber Allgemeine Funktionentheorie 
und Elliptische Funktionen, Springer, Berlin, 1964. 


积分 的 莱 布 尼 菊 法 则 
(7] Taylor, A.E., and Mann, W.R. Advanced Calculus, 3rd ed. Wiley, New York, 
1983. 


格林 定理 


[8] Borisenko, A.L, and Tarapov, THAT IS Vector and Tensor Analysis with Appli- 
cations (trans. from Russian by R.A. Silverman). Dover, New York, 1979. 


[9] Davis, H., and Snider, A.D. /ntroduction to Vector Analysis, 7th ed. Quant 
Systems, Charleston, SC, 1994. 


泊 松 公式 

[10] Fisher, S.D. Function Theory on Planar Domains. Wiley-Interscience, New 
York, 1983. 

[11] Hille, E. Analytic Function Theory, Vol. 2, 2nd ed. Chelsea, New York, 1973. 

其 他 问题 


(12 Spiegel, M.R. Theory and Problems of Complex Variables. Schaum's Outline 
Series, McGraw-Hill Book Company, New York, 1964. 


985 8 解析 函数 的 级 数 表 示 


5.1 序列 与 级 数 


在 第 2 章 我 们 给 出 了 复数 序列 收敛 的 定义 ， 即 当 n 充分 大 时 ， 若 1 4 -4.1 可 以 任意 小 ， 
则 称 序列 14,17, 以 4 为 极限 ， 为 了 计算 上 的 方便 ， 通 常 把 序列 中 的 菜 一 4, 作为 4 的 近似 值 . 
例如 ， 在 计算 加 的 面积 时 ， 我 们 通常 用 序列 3. 14，3. 141，3.141 5，3. 141 59，… 中 的 一 个 作 
为 普 的 近似 值 ， 使 用 序列 ， 尤 其 是 使 用 这 种 同 级 数 有 关 的 序列 ， 是 解析 函数 的 理论 和 应 用 上 
的 重要 工具， 本 章 将 深入 讨论 这 一 课题 
任何 一 个 做 过 
下 
2 4 4" 2 4 8 8" 2 4 8 16 16" 
这 种 加 法 运算 的 人 都 会 遇 到 对 无 限 个 数 求 和 的 问题 ， 由 于 上 述 和 序列 显然 以 1 为 极限 ， 所 以 我 
muamo dprd 将 这 一 问题 推广 ， 如 果 当 n EFt, ÉA co + cl + 
c+… 的 无 穷 级 数 的 前 n 项 的 和 趋 近 于 5， 则 称 此 级 数 的 和 为 S$， 常用 的 术语 归纳 在 下 面 的 定 
义 中 
定义 1 一 个 级 数 是 形 如 


co *6 6 on 


的 表达 式 , 记 作 Y, ,其 中 项 均 为 复数 . 它 的 前 n+ 1 项 的 和 称 为 级 数 的 第 严 个 部 分 和 ,通常 记 


为 5,, 即 5S,:= Y cf 如 果 部 分 和 序列 |5,1”.。 具 有 极限 5, 则 称 级 数 收 钱 于 5, 或 级 数 的 和 ( sum) 


为 5, 记 作 S = Y ci 不 收效 的 级 数 称 为 发 散 的 . 


f 


注意 ,级 数 收敛 的 概念 是 根据 序列 收敛 来 定义 的 . DER um 是 级 数 3 +0.1 +0.04 +0.001 + 
0.000 5 + 0. 000 09 + … 的 和 . 


显然 可 以 这 样 验证 级 数 收敛 于 5, 即 证 明 当 n 一 % 时 ,前 n+ 1 项 求 和 后 的 余 项 S - Y c 


名 


近 于 0. 我 们 用 这 种 技巧 描述 几何 级 数 X c! 的 收敛 性 ,这 是 一 种 简单 但 是 极为 有 用 的 级 数 ， 


引 理 1 如 果 | cl <l, MAR Y cep 1/(1 - c); 
f 


peesd edem e pL PIPEN (1) 


(习题 6 表明 这 一 级 数 在 1 cl >I HRK.) 
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证 注意 
(I -e)l eccl a te ac) 
dece ace a cec c cet oe oen 
i 
整理 得 
Te E an) 2s (2) 


1- 1-c 

因为 1 c1 <1， 所 以 引 理 得 证 ， 公 式 (2) 说 明 余 项 为 70e), M ne 时 ， 余 项 趋 近 于 0 

(参见 练习 2.2 中 习题 6). " 

SA — Fe VERBI M CHEN) TIRE 7 t EE R EL P RD ACRIOR LG. F TE KO XE PETIT 

了 微 积分 中 的 一 个 结论 ， 似 乎 是 显然 的 ， 读 者 自 证 并 参看 5.4 节 . 

定理 1( 比 较 判别 法 ) 设 J 为 茉 个 数 ， 如 果 当 JJ 时， 有 
lolsM,, 


MSukY M, EI gaki. 


例 1 证 明 级 数 A + 2i)/(j + 1)! Kat 


证 LI 
e 342i _ p *20 ,  €2) , (3 $2) |. 
2 Or n O20 + TTD EE E RE E (3) 
同 收敛 几何 级 数 
到 二 -二 (4) 
相 比 较 ， 因 为 13+2il = /13«4, BE 
3 «2i 
G*1» "guy 
并 且 当 />3 时 ， 上 式 小 于 1/2. AFAR) IER, BEREIT, SUR) uic Sc LJ 


有 时 采用 比值 判别 法 判别 级 数 的 敛 散 性 . 


l 定理 2( 比 值 判别 法 ) IDIT 3 j— e 时 ,比值 1 cj,/cj1 趋 近 于 极 
限 


RL 那么， 当 上 < 1 时 级 数 收 伊 ,1 > 1 HAREK. 


可 以 将 给 定 级 数 同一 个 由 几何 级 数 5 L 修改 得 到 的 级 数 相 比较 来 证 明 这 一 定理 见 习题 15. 


例 2 uam 5 ua. 
i jt 
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证 我 们 有 


gaj 4 jt 


EA 

«e| G*0Dt4 j+r 
当 jm 时， 比值 赵 近 于 0， 所 以 级 数 收 化 m 
我 们 指出 ， 如 果 级 数 $ he MOERS. c, Psi 4t. 应 用 通常 的 比较 判别 法 易 知 


任何 绝对 收敛 的 级 数 一 定 是 收 鳃 的 . 

在 复 分 析 中 常见 的 序列 和 级 数 的 项 是 复 变 量 z 的 函数 所 以 如 果 有 一 个 函数 序列 F(z)， 
F(z) ,Fy() ,… ,我 们 必然 要 考虑 对 哪些 z 序 列 收敛 ,对 哪些 z 序列 发 散 . 例如 , 当 1 z1 <12il = 
2 时 ,序列 (z/2i)"(n = 1,2,3,…) 趋 于 0, 当 z = 2i 时 , 它 (显然 ) 趋 于 1, 当 z 取 其 他 值 时 没有 极 


限 (见习 题 4). 类 似 地 , 复 变 本 数 项 级 数 富 f 可 能 对 某 些 :的 值 收敛 ,对 某 些 :的 值 发 散 . 


例 3 如 果 z( 天 0) 固定 ,证 明 级 数 2 (1/2) [5AA Gn KERR] 当 1 zl <1 zl 时 


Wes. > 
证 这 仅仅 是 引 理 1 的 一 个 细小 变化 ， 事 实 上 ， 在 公式 (2) 中 令 e=z/z 得 
1 r 2 Wy Ga)" 
ia oral es ere (5) 
所 以 ， 当 1 z1 cV z 1 时 ， 级 数 和 收敛 于 函数 1/(1 72/2). " 


将 这 一 理论 应 用 于 解析 函数 时 我 们 需要 更 强 的 收 剑 概念， 例如， 考虑 实 函 数 序列 F (x) = 
*"， 图 5-1 是 其 在 半 开 区 间 [0，1) 上 的 图 形 ， 显 然 ， 在 这 个 集合 上 序列 1F.,(z)1>-, 收 敛 于 函数 
F(x)50; 即 对 任意 给 定 的 x， 当 PK, Wa 变 得 很 小 ， 但 是 曲线 y=x"(O<x<1) 中 的 
任何 一 条 都 不 能 够 很 好 地 通 近 曲线 y=0， 这 是 因为 每 一 条 曲线 在 [0，1) 中 每 点 的 右 邻 域 总 有 
x" 的 (相对 ) 较 大 值 ， 我 们 称 这 种 收敛 是 点 态 ( pointwise) ICE, MR & — & ( uniform) 收敛 ， 从 
而 我 们 有 下 面 的 定义 . 


y 


0 0.5 10 


图 5-1 函数 F(x) =z 点 态 收 伍 于 0， 但 在 [0，1) 上 不 一 致 收敛 
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定义 2 如果 对 任意 的 e >0， 存 在 一 个 整 教 N， 使 得 当 m > 时 ， 对 所 有 的 ze 了 有 
1 F(z) - F,(2)1 < £, 


则 称 序列 |F,(z)17., 在 集合 7 上 一 致 收敛 于 FCD. 
相应 地 ,如 果 级 数 SO) 的 部 分 和 序列 在 了 上 一 致 收 化 于 _/(z) RESI Y fO) 在 了 上 
名 E 


一 致 收 妆 于 Ja OOOO f 
Sil DL e HO XHERHS e > 0, 都 能 够 找到 一 个 与 7 中 所 有 的 :都 无 关 的 ,使 得 当 n > 
NN 时 ,1 FG) - 已 (2) 1 < 而 对 点 态 收 化 来 说 ,N 同 : 有 关 ( 见 习题 17). 显然 ,在 了 上 一 致 收 全 
448 fl 
例 4 证 明 当 ， <1 a 1 时 , 例 3 PARRY, Gs) 在 每 个 半圆 盘 1 :1 < rh Roc 
证 ”给 定 。 > 0, 我 们 要 证 明 当 n 充分 大 时 ,对 辕 盘 内 所 有 的 点 ,n + 1 项 后 的 余 项 小 于 8 
这 是 容易 做 到 的 . 事实 上 , 当 1 :1 < 7 时 ,由 公式 (5) 可 以 找到 余 项 的 一 个 与 :无 关 的 上 界 : 


(7n) G/V a l0)" 
T-n l-i l' 


因为 + <1 z1, 此 上 界 可 以 任意 小 . ". 
从 例 3 mpl 可 以 看 出 ,级 数 袜 Gs 在 开 圆 盘 1 z1 <1 z, 1 内 点 态 收敛 ,在 任意 闭 子 圆 盘 
1z1sr<lazol 内 一 致 收敛 . 


练习 5.1 
1. 求 下 列 收 敏 级 数 的 和 ， 
cox D» a eXco(i 
eo»X( eX o X35 -zril 
2. FA HE MEAN SREO F A RD 


zai - iga n6 Lal 
IP. D» i oOExE (EX 

3. 证 明 : 如 果 序列 |z.17., CR IDE ee REG, 一 二， 

4 dta 关 0. 证 明 如 果 1z1>1 g lrA g MEAG) Ca = 1,2,…) 发 散 . [提示 : 当 1z1 =1 am1 时 ,注意 


IG ay. 


并 利用 习题 3 的 结论 . ] 
5. 证明: 如 果 级 数 Xs 收敛 , 则 当 ) 一 一 时 ,o 一 0.[ 提 示 : 考 虑 相 邻 部 分 和 的 差 5. - 5,-,. ] 
E 


6 pm. 如 果 1 cl > 1, 则 级 数 Y RC DR ELS] 
7. AFAMAR EM. 
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ox Os X 
oii 5 OPEET oX( y 
8. 证 明 下 列 结论 . 


(2) MERR c, 6 ROS S. RIO Y, c RUN S. 
(b) 如 果 级 数 D e, 的 和 为 5,4 为 任何 复 常数 , 则 级 数 Y, Ac, 的 和 为 AS 
名 名 
Ce) 如 果 级 数 于 6 的 和 为 5, 级 数 F d, 的 和 为 7. 则 级 数字 (< + d) 的 和 为 3 + T. 


9. 证 明 级 数 Y; KACHIA F, Re(z ) 和 级 数 X Im) BECA. 


10. 证 明 函 数 序列 P,(z) = z《[(z -3")(n = 1,2,…) 8121 € 3 BECOCT 0,0460 21» 3 时 收 剑 于 1. 
M. 利用 比值 判别 法 ， 条 一人 的 和- 


wE EE oi (0 Y arsan 
f 名 
12. $ F (2) = [nz/(n +1)] + (3/n),n = ia - 证 明 序列 1F.(z) 17 在 每 个 闭 圆 盘 1 z1 < R 上 一 致 收 化 于 
F(z) =z 
13. 证 明 当 p > 1 时 级 数 于 1 信 CC. PLENIS 理解 为 面积 ,然后 将 也 1/7 看 作 面积 并 进行 比 
名 A 
较 . ] 
14. 利用 比较 判别 法 以 及 习题 13 的 结论 ,证 明 下 列 级 数 收 剑 . 
eod 5 osin(E) S kit 5k n 
DOT rx [D»» va OX exc D(A 
15. 证 明 比 值 判 别 法 (定理 2). [EMR L < 1, 选 取 e > 0 FC M m J 时 ,1 <L+e <1. 然后 
证 明 上 > JüBf le El el CL e) JERIRI EROR RR . ] 
16. 证 明 序列 {z,|” WOCHE B GCRSHURC Y Gu s) OC 
f 


17. 考虑 实 区 间 T = (0,1) 内 的 函数 项 序列 R(x) x(n = 0,1,2,4), CETELASKAF F(x) = 0. 证 明 : 
对 0 < x < 1, 当 且 仅 当 n > N, BE 


1 F(x) - FOE e n 


其 中 := Ger GEB n1) MN, ^m. 所 以 当 e = ERE E THRHR x AX NWE 


定义 2. 这 说 明 此 序列 在 7 了 上 不 一 致 收 但 . ) 
18. 假设 函数 序列 | .(z) jy ERA T -BRAF FC). 证 明 : 如 果 对 了 上 所 有 的 :,1 F(z) 12 p > 0, 则 存在 


整数 ,使 得 n > N 时 不 等 式 1 F,(z) 1 > p/2 对 T 上 所 有 的 :成 立 . [提示 :在 定义 2 中 选取 e = EF 
三 角 不 等 式 . ] 
19. 在 下 一 节 我 们 将 证 明 级 数 J PL MERI I ib RE—SORRCE e. 利用 这 一 结论 ,证 明 对 充分 大 的 n， 


当 1z1< 5 时, 多项式 5.(:) = Vk! 中 没有 一 个 有 零点 [提示 :利用 习题 18. ] ( 贺 盘 1 z1 < 5 没有 特殊 


240. 


| 
[S 
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性 ,在 任意 有 界 集 上 有 同样 的 结论 成 立 . ) 


20. 证 明 在 开 出 盘 1z1 < 1 上 ， angr- SUSUP 1/(1 - 2. 
21. — RRDEHEBUOE R EIOS MERE AE WTI KOA: = 0 到 z = 1) ,第 二 跳 跷 了 1/2 米 ,第 三 跳 跳 


f 1/4 米 , 第 四 跳 跳 了 1/8 米 , 依 此 类 推 ,而 且 每 一 次 跳跃 都 在 其 前 一 次 跳 由 路 径 上 向 左 转 一 个 角度 a. 用 复 
代数 验证 不 论 “ 取 什么 值 ,青蛙 最 终 必 将 趋 近 于 圆 ! z - 4/31 = 2/3 上 的 菜 一 位 置 


5.2 泰勒 级 数 


假定 我 们 希望 找 一 个 次 数 最 多 为 n 的 多 项 式 p.(z) ， 它 在 am 的 某 一 邻 域内 逼近 于 解析 函数 
/f(z)， 当 然 对 于 多 项 式 通 近 解 析 函 数 的 优 劣 程度 有 不 同 的 标准 ， 现 在 构造 一 个 在 点 am 处 和 
f(z) “看 起 来 相似 "的 多 项 式 ， 这 种 相似 的 意义 是 它 在 za 处 的 各 阶 导 数 同 f 在 za 处 的 各 阶 导 数 尽 
可 能 相同 : 
PaCo) = f(z0) 
p) =/"(z0) 


pi (n) Tm) 
[当然 ， 任 意 次 多 项 式 的 nm+1 阶 导数 必 为 0. ] 
由 3.1 节 可 知 ， 上 面 等 式 决定 了 p,(z) 的 泰勒 形式 ， 按 照 3. 1 节 的 公式 (2) ， 在 za 处 的 导 
数值 依次 为 Nro), FG Pons f (S) RE BR AUR 
fe ) 


G-2) 


p.G) =/(zo) + f'l) (z-z) + 


" 
+ NN a) 
n! 


自然 地 ， 我 们 猜测 随 着 ”趋向 于 = 时 ，P.(z) 在 z Bil 55 SAC) RER KRA. KR 
上 ， 读 者 或 许 已 经 注意 到 ，P.(z) 看 起 来 像 是 一 个 级 数 的 部 分 和 ， 所 以 可 以 预测 这 一 级 数 收 全 
TfG). 下面 的 定义 和 定理 给 出 了 这 个 问题 的 精确 陈述 . 
定义 3 PRA) En 解析， 则 级 数 
t a) ( 


P^ Go 


f) +f'(za) (z-z) + G-2)* (z-z) (2) 
称 为 上 在 z 处 的 泰勒 级 数 (Taylor Séries): 特别 地 ， 当 z =0 ^e 称 其 为 的 麦克 劳 林 
(Maclaurin) 级 数 . 


定理 3 BeX/AERi:n! <R AMH, TLLLIIS 其 泰勒 级 数 (2) 收 
AF) ER, HACETEHBIT BA Lion! <R'<R 上 一 至 收 化. 

证 注意 到 如 果 我 们 证 明了 级 数 在 每 一 个 闭 子 圆 盘 1 2-4! <R'<R 内 一 致 收 化 ， 则 级 
数 在 开 圆 盘 1 zz, | <R 内 每 个 点 z 处 点 态 收敛 (为 什么 ); 所 以 我 们 只 考虑 闭 子 圆 盘 的 情 


O 实际 上 ， 如果 /人 "(zo。) =0，p.(z) 的 次 数 将 小 于 
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况 ， 假 设 C 为 正 向 圆周 1 z -aa | = 全 全 (参见 


图 5-2)， 根 据 柯 西 积分 公式 ， 对 闭 子 圆 盘 内 任意 
的 点 z， 有 


fo «aL. 


RII (-: 7 8m(:-x)/(-2)f8 
等 的 儿 何 级 数 的 形式 来 重 写 被 积 函数 ， 由 图 5-2， 
Iz-ul /18-zo1 <1， 所 以 这 个 几何 级 数 收 
A 令 c= (z-a) /( -aa)， 利 用 5.1 节 公 


式 (2)， 有 图 5-2 在 闭 子 圆 盘 上 一 致 收 煞 
1 1 v 1 "m 
l-z Q-ok)-G-A) Qo i-5 (CA 
"£78 
G-2)"' 
zli aa a a a aT ds. (3) 
t- (Z-z) G-a) , zza E 7h 
£n 


把 上 式 代 人 柯 西 积分 公式 并 逐 项 进行 积分 ， 得 到 


1 in i 1 4 
fo E cE -zo + E kU- zE 


(z-2)! KG) ar fü 
tUm bg tt ua fq! 


其 中 7,(z)( 稍 加 变形 ) 可 被 表示 为 


-Lf AO G-a 
LO tis) 5 


2) t T.(), (4) 


Wt 


fü) NEN 
aa iiu g00. he 6o. 


zal f» fo) 
2mije (£- z y 2! 

此 公式 (4) 等 号 右 端的 前 n+1 项 为 (2) 中 级 数 的 第 = 个 部 分 和 ， 所 以 7.(z) 是 余 项 ， 我 们 必 
须 证 明 当 n 充分 大 时 ， 对 于 子 圆 盘 内 所 有 的 z>，7.(z) 可 以 “一 致 地 小 ”. 

为 此 ， 只 需 应 用 第 4 章 中 的 积分 不 等 式 (4.2 HERS), AEI -zl / 15 -zl 进 
行 估计 .对 于 式 (5) 中 被 积 函 数 的 各 项 ， 我 们 有 
R+R' lz-zl 2R' 

2" I£-«! R«R" 


Iz-A4l€ R, d£-nlblc- 
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由 图 5-2， 又 有 


g-as E. zc 
注意 到 曲线 C 的 长 度 为 2w(R+R’)/2. 所 以 对 于 子 圆 盘 内 的 z， 
1 2 2R' |") RER 
LTO saco mant 1 x Rn e) 2 人 2 ) 

从 为 上 式 右 端 与 :无关 ， XR <R+R, MUK n 充分 大 时 ，1 7.(z) 1 可 以 小 于 任意 给 定 的 
正 数 e. L] 

Pe IMELLCIDENEMESTSEGLDDEREEIPDLCCEON 

例 1 计算 并 说 明 下 列 各 函数 在 指定 点 处 的 泰勒 级 数 的 收敛 性 . 


(a)Logz, z, 21. 

(b)l/(1 2), z, 20. 

(e)e', 2, 20. 

解 (a)Logz BEBE SON Loge, 27, 727, 2:7, 23-2687, s 一 般 地 ， 有 
dee (DI Geddes. 


通过 计算 z=1 时 各 阶 导数 的 值 ， 我 们 得 到 
G-1) (z-1) (:-10* 
a 4b yp 


Logz=0 (2-1) - 


-5 CD GD (6) 
1 j 


上 式 对 于 1z-11 <1 成 立 ，Logz 在 这 个 以 1 为 心 的 最 大 开 圆 盘 1 2-11 <1 内 解析 . 
(b)(1 ->) 7&7, 02727,20727,3:207371, … 一 
般 地 ， 
Za -a)" s jt(1-2) ^. 
计算 z=0 时 各 阶 导数 的 值 ， 得 到 在 1 :| <1 成 立 (为 什么 ) 的 泰勒 级 数 


1 2 32 ! 
pert terop qan Z e 


这 个 级 数 正 是 引 理 1 中 的 几何 级 数 . 
(e) 因 为 


这 些 导 数 在 z=0 时 的 值 均 为 1， 所 以 
2 oyp Lp 


; z 
e-ltzt 


2713311 7 ^ A jn 
因为 e 是 整 函 数 ， 上 式 对 所 有 的 z 都 成 立 . " 
我 们 再 回 到 由 公式 (6) 表示 的 Log 的 泰 勤 级 数 . 如 果 对 级 数 逐 项 微分 ， 得 到 
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1-G-DG-D'-G-D' e 2 Y0-3y, (8) 
恰好 去 掉 了 各 项 前 的 负 号 ， 青 用 1 -z 代替 z， 则 级 数 (8) 就 具有 同 公式 (7) 中 级 数 相同 的 形式 . 
所 以 级 数 (8) 实 际 上 收敛 于 函数 1/[1 - (1-z)] = 1/z 换言之 ， 通 过 对 Logz 的 级 数 微分 得 到 
1/: 的 级 数 展开 式 ， 而 1/z 实际 上 正 是 Logz 的 导数 .这 就 引发 了 我 们 如 下 的 猜想 . 
定理 4 如果 /在 解析 ， 则 通过 对 三 在 ao 处 的 泰勒 级 数 逐 项 求 导 得 到 三 在 3 处 的 泰勒 级 
数 ， 并 且 二 者 具有 相同 的 收效 轩 瘟 . 
证 因为 /' 的 j 阶 导数 是 /的 j+1 阶 导数 ， 所 以 "在 处 的 泰勒 级 数 为 
LPG-a) 4L 09 
另 一 方面 ， 对 泰勒 级 数 (2) 逐 项 微分 ， 得 出 和 (9) 式 相同 的 式 子 
OHP € GG) Hift Y ems 


并 且 ， 将 定理 3 应 用 于 函数 广 (z) ， 可 知 级 数 (9) 在 以 为 心 , f TEE E A HT OD CK EDU A V c 
fü. E, RAE 4. 5 节 定理 16, /解析 时 , /' 也 解析 ， 定理 得 证 . " 
例 2 R sinz 和 cosz 的 麦克 劳 林 级 数 . 
解 按 通 常 方法 展开 sinz， 它 的 0，1，2，… 阶 导数 依次 为 sinz，cosz，- sinz, - cosz， 
sinz, e. 计算 它们 在 原点 的 值 ， 得 


(而 ) t (9) 


z Li 
RET RET E 
因为 sinz 是 整 函 数 ， 上 式 对 所 有 的 z 都 成 立 ， 为 了 得 到 cos 的 麦克 老林 级 数 ， 对 公式 (10) 
Lon 


(10) 


sinz 2z- 


Greci ELE (a1) 
21741 6! 
读者 现在 应 该 能 够 预料 到 如 果 对 公式 (11 ) 进行 微分 会 得 到 什么 结果 . Ë 


下 面 两 个 定理 有 时 可 以 简化 泰勒 级 数 的 计算 . 


定理 5 假设 /和 g 是 解析 函数 ,它们 在 点 z 处 的 泰勒 级 数 分 别 为 1(z) = Y a (z-z) 
和 g(z) = Bb] M 
f 
Ce f) 的 泰勒 级 数 是 了 calz- 5) ,其 中 是 常数 . 


(i) f(z) 土 g(z) 46 A SA AGE Y (a, + b) (2 5). 
i 


证 明 很 简单 ， 留 给 读者 作为 练习 .f+g 的 收敛 圆 盘 当 然 至 少 和 /与 g 的 收敛 圆 盘 中 较 小 的 
一 样 大 . 
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例 3 3K cosz + isinz 的 麦克 劳 林 级 数 . 
解 ” 由 展开 式 (10) 和 (11)， 对 所 有 的 z， 我 们 有 


ie Ei £z db or ds Lk 
cosz +i sinz = 1+i -37 “37 tats = 
(这 给 出 了 1.4 节 例 1 中 所 做 的 计算 的 依据 . ) LJ 


定理 5 自然 引导 我 们 思考 相应 的 有 关 乘 积 的 命题 ， 首 先 需要 找 出 一 种 两 个 泰勒 级 数 相 乘 的 
合理 方法 ， 建 议 通 过 应 用 分 配 律 ， 然 后 按 (z - z) 的 等 组 合 各 项 的 方式 定义 在 点 am 处 的 两 个 泰 
DWARHA ARE. MI, WME z =0， 求 得 柯 西 乘积 为 

[as * az a£ € ay 6] [bo + hs+b ebur n] 
= a,b, + (a b, + ab )s + (a,b + a b, + a bs (12) 
+ (a,b, + ajb, + a,b, + agb)? + ee. 
所 以 = 的 系数 为 
c; = aj, + aj b, + a,b, + taba + aob, = Xe. (3) 


定义 4 两 个 泰勒 级 数 X a(z DRY b (z-z) WV RIBSEEUEOUS GUAE) 级 数 


其 中 cj 由 公式 (13) 给 出 . 


AF 


ERG 假设 /和 8 是 解析 画 数 ,它们 在 点 za 处 的 泰勒 级 数 为 ALz) = F aG- a) 和 


为 


el) = Y LG - n) RIBEB fg 在 点 Zo 处 的 泰勒 级 数 由 这 两 个 级 数 的 柯 西 乘 积 给 出 . 


实际 上 ， 就 像 一 个 普通 乘积 一 样 ， 在 有 选择 地 写 出 (12) 中 的 柯 西 乘 积 时 ， 我 们 已 经 预感 
到 了 这 一 结果 ， 如 同 定理 5, fg 的 泰勒 级 数 至 少 在 /与 g 的 收敛 圆 盘 中 较 小 的 圆 盘 内 收敛 . 
定理 6 的 证 明 ”计算 乘积 /g 的 各 阶 导数 : 
(Je)'=f'g +fe', 
(fg)"=f'g *2f'g' * fa", 
e)” = f"g * 3M"g' +3f'g" fg", 
一 般 地 ， 对 g 8958 j FESEER, PUTES JG (Leibniz) AR: 
i 7-6 m 
(p = X LE aa) 


9U-OV 
这 一 点 请 读者 在 习题 10 中 证 明 . 
另 一 方面 ， 如 果 把 公式 (13) 中 的 常数 a, 0, WESA g 的 导数 的 表达 式 [ 即 =/ (z)/k!], 
BARUK, Vg)! 在 处 的 值 恰好 是 6， 证 毕 . a 
例 4 用 柯 西 乘积 求 sinz* cosz 的 麦克 劳 林 级 数 . 
解 RIA 
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通过 对 系数 进行 化 简 ， 避 可 以 得 到 
i 45,16. 64; 
sinz*cosz = z -—£ £l T7 4e 


3! 5! 7! s 
把 上 式 右 端 改写 为 


AGER JT sino w 2: 的 泰勒 级 数 ， 这 样 ， 我 们 重 现 了 一 个 著名 的 三 角 人 恒等式 ! LI 


BIS 求 1anz 的 麦克 劳 林 级 数 的 前 几 项 . 
解 tanz 的 高 阶 导数 的 表达 式 很 麻烦 ,所 以 我 们 准备 应 用 柯 西 乘 积 , 首先 注意 到 cosz ' tanz 


= sinz. X} | z| < T/2( 为 什么 是 mr/2) , 令 tanz = X az RE cosz * tanz 为 


f 


3 4 
(1 -5t e) (a, ta az ter tos ta +.) 


- DE a)» DERI ay a) 
=a tast (n -i)e *(s- zn) *(«- zu + (as - 8 EL + 
它 应 同 sinz2z-:'/3! «775! -… 相 等 ， 递 推 求解 得 
«70, a 71, a -0, ast, a, =0, EE 


所 以 
x 25 
LIIS 
细心 的 读者 会 发 现 我 们 实际 上 已 经 得 到 了 一 种 泰勒 级 数 相 除 的 直接 方法 ! L] 


最 后 我 们 想 要 指出 的 是 ， 泰 勒 展开 式 有 效 性 的 证 明证 实 了 2.3 节 中 的 一 个 论断 ， 即 任意 解 
析 函 数 都 能 被 只 包含 :， 而 不 包含 ,* 或 y 的 公式 表示 出 来 . 


练习 5.2 


1. 用 定义 3 GB SOR B S” (3) 的 一 般 公 式 验证 下 列 各 泰勒 展开 式 . 


(a)e” Dii Peek 
(b)coshz = Xd cm = 

: n a 
(e)sinhz = X GRE - 


[za 


[249] 


sss 


(e)Log(1 72) = Y, 


(De 2143(2-1) *3(2-0?! « (3-1), =l 
n 确定 习题 1 中 使 泰勒 展开 式 成 立 的 圆 盘 . 


Azo 于 :为 在 原点 解析 的 函数 /(:) 的 麦克 劳 林 展开 式 - 证 明 下 列 各 命题 
A 


P 


- 


(a) X 是 &(z) := AE) 的 麦克 劳 林 展 开 式 . 

W Faez h(a) := fles) 的 麦克 劳 林 展开 式 . 

(e) Xe 是 H(z) := :"/(z) 的 麦克 劳 林 展开 式 . 

(0 Es (z-2) 是 CG(z) := f(z - z) 在 zx 处 的 泰勒 展开 式 . 


4. 设 a 是 一 个 复数 . 证 明 : 如 果 (1 zr)" BOE XO emm , 则 对 1zl < 1， 


a, a(2 75 ala -1)(e -2), 


(O62) steg 1-2 1.2.3 


[注意 ; 它 推广 了 二 项 式 定理 . ] 


5. 求 出 下 列 各 丽 数 在 指定 点 处 的 泰勒 级 数 并 说 明 其 收敛 范围. 
(9) pL Es, = 0 处 (b)e f£ s, = 0 处 (e)zsin3z 在 za = 0 处 
(d)2cos: - ie fE 3, = 0 处 WHH En = i 处 (Deosz 在 a = 于 处 


E 3 
GT ^ = 0 处 


6. 直接 证 明 1/(£ ~ 2) 在 z (o C) 处 的 泰勒 展开 式 为 


= rr eae -1<16-a 


[ 注 : 这 一 展开 式 是 定理 3 的 证 明 的 核心 . ] 
7. 验证 恒等式 


Lo( 3 f. Log(1 +z) - Log(1 - x) 


TE V 21 < 1 时 成 立 .然后 ,用 Log(1 + 2) 和 Log(1 - 2) 的 麦克 劳 林 展开 式 , 求 出 Log[ (1 + 2)/(1 - 2) ] 的 麦克 


HIER. 
8 应 用 泰勒 级 数 验证 如 下 恒等式 . 

(asin(-a = - sinz (ele (e) e* = cosz = i sinz ee 
9 证 明定 理 5. 


10. 证 明 莱 布 尼 芯 公式 ”, 即 公式 (14). [提示 : 用 数学 归纳 法 . ] 


OQ JE Gottfried Wilhelm von Leibniz,1646 一 1716) 在 德国 的 美 因 兹 ( Mainz) 实践 的 定律 - 
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1L 应 用 计算 泰勒 级 数 乘积 的 定理 6, 求 下 列 各 函数 的 麦克 劳 林 级 数 的 前 三 个 非 零 项 . 


e zd. . sinhz 
(a)e'cosz PET! (e)seez = p (d)tanhz — esu 


12. 证 明 公 式 (1) 中 的 多 项 式 P,(z) 是 唯一 的 阶 数 至 多 为 = 并 且 在 za RED e B SEOCIRL Fn "在 aa 处 的 值 
相等 的 多 项 式 . 

13. 求 具有 麦克 劳 林 展开 式 六 已 z 的 解析 函数 /(z) 的 确切 公式 , [ 提示 : 从 展开 式 (1 - z) ”= Y :+ 开始 ,两 边 

e t 

同时 微分 , 乘 以 >, 再 微分 ,最 后 再 乘 以 > ] 

14， 假 设 /(:) 在 圆 盘 D:1z -aa1 < RR 内 解析 . 证 明 如 果 对 每 个 k = 0,1,2,…w (n) = 0, 则 的 z) 在 DD 内 人 恒 为 零 . 

15. 假设 /(z) 在 单位 圆 盘 D :1 :1 < 1 内 解析 . 证 明 如 果 /"(0) = f0) =/”(0) = … = 0, 旭 对 贺 盘 内 所 有 
Wz, f(- 2) = /(z). 即 /是 一 个 香 函数 

16. 将 多 项 式 P(z) = ao + qlz + … taz 改写 为 (z -1) 的 雷 的 形式 , 即 通过 a, 求 出 展开 式 p,(z) = co +c (z= 
1) + +e(z -1)" 的 系数 < 


17. 由 练习 5.1 ELELE LEEDY PERAR D: l < 1 AR-ARAFO - z). 它 为 什么 同 定理 3 
a 
不 矛盾 ? 
18， 当 余 项 可 以 估计 时 ,泰勒 级 数 提供 了 一 种 切实 可 行 的 数 表 化 数理 函数 的 方法 . 对 1 :1 < | 建立 下 列 误差 51 
估计 ， 


-£ 1 1 
wje- d ilm t£ 
y Cpu i 4m + 18n +20 
er rise ài (2k «DI Gre as s 8e sis) 


[提示 : 记 误差 为 无 穷 级 数 ,除去 首 项 的 因子 ,然后 与 几何 级 数 相 比较 . ] 

19. 根据 习题 18(a) 的 估计 ,对 1 :1 < 1 ,展开 式 Y +*/k! 中 需要 有 多 少 项 ,才能 使 计算 e DTI 
之 内 ? 

20，( 埃 尔 米 特 公式 ) 对 于 在 1 z1 < R ERRIRE /(z) ,由 定理 3 的 证 明 推出 /的 麦克 劳 林 级 数 余 项 的 埃 尔 米 特 
BR: 


on 
Ka- gew, (0), ia 
B F 


5.3 FRH 


EITRI EMARE EIEE Y a C - zo)’ 的 某 种 一 般 类 型 级 数 的 特例 . 下 面 对 这 样 
的 级 数 给 出 定义 : 


定义 5 Bs (2-2) Y LECHOS ESRB E a, 称 为 每 级 数 的 系数 . 


BARMA H- MERHEM, Him 


O 埃 尔 米 特 (Charles Hermite) 首 先 发 表 了 e 是 超越 数 的 证 明 


168 gs* 


" j 2p 
Agar ta rte A a) 
那么 自然 出 现 一 些 问 题 ，z 取 何 值 时 此 级 数 收敛 ? 和 函数 是 解析 函数 吗 ? 函数 的 寡 级 数 展开 式 
是 唯一 的 吗 ? 简 而 言 之 ， 每 个 寡 级 数 都 是 泰勒 级 数 吗 ? 这 一 节 主 要 回答 这 些 问 题 . 
下 面 的 结果 解决 了 和 宪 级 数 的 收敛 问题 ， 这 些 结果 同 泰勒 展开 式 有 些 相似 . 


定理 7 对 任意 的 壬 级 数 a,(z -zo)', 存 在 一 个 只 依赖 于 系数 1a,| , 且 含 于 0 和 四 之 间 的 


Xd 尺 , 使 得 

G) 级 数 在 1 z - zo1 < Rakat. 

(ii) 级 数 在 任意 闭 子 园 盘 1z-z1<R < R 上 一 致 收敛 . 

Gii) 级 数 在 1 z -zol1 > REXK. 

LSELELLUULCLDS Ci 

特别 地 , 当 R = 0 时 , 宕 级 数 仅 在 z = z 时 收敛 ， 
MR = wm 时 ,级 数 对 于 所 有 的 z 收 敛 . 当 0 < R < o 
时 ,圆周 1 z -zol = RR 称 为 收效 加 ,但 是 对 于 圆周 上 
的 点 z 得 不 到 -- 般 的 收敛 结 论 ( 见 习题 1). 这 一 情况 
如 图 5-3 所 示 . 

尽管 定理 7 的 严格 证 明 放 到 了 后 面 的 5.4 节 ,但 
是 这 里 我 们 可 以 给 出 非 正式 的 讨论 ,以 便 说 明正 是 
由 于 知 级 数 的 特殊 形式 导致 了 它 的 收敛 域 必 须 是 
一 个 圆 盘 . 最 本 质 的 因素 是 下 面 的 引 理 ,在 这 里 我 
REB = 0 的 特殊 情况 . 


图 5-3 KAR 


引 理 2 ”如 果 敌 级 数 》 ar EAr EAKA MEER] zl < r 内 的 每 一 点 处 收效 . 


253 证 ”由 假设 ,存在 点 za 满足 ! z 1 = EMAR Y occ 这 蕴涵 项 序列 wz 有 界 ; 即 存在 


常数 M 使 得 
lag =l al SM (对 所 有 的 j). 
现在 对 1 zl er, 我们 有 
az {Lay Ly 
Lag clair s( : )sw : ): 


从 而 对 1 z1 /r < E» aiz 的 各 项 被 一 个 收敛 的 几何 级 数 的 各 项 所 控制 . 因此 ,由 比较 判别 
法 ,这 个 级 数 收敛 . n 


IRER 5 aiz ,为 了 弄 清楚 定理 7 中 数 尺 的 存在 性 ,我们 作 如 下 非 正式 的 推理 :考虑 所 有 实 
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数 r 的 集合 ,使 级 数 在 某 些 模 为 r 的 点 上 收敛. 令 R 是 这 些 数 "中 “最 大 "? 的, 则 由 引 理 2, 级 数 在 
1z1 < RR 时 收敛 ,再 由 R 的 定义 ,对 所 有 满足 1 z1 > R 的 z, 级 数 发 散 . 


在 前 面 的 讨论 中 ,如 果 用 (z - z) 代替 :可 以 推出 通常 短 级 数 呈 0( - 25)! 的 收敛 域 必 为 以 


zo 为 心 的 圆 盘 ， 

关于 朝 级 数 收敛 半径 R 的 公式 ,我们 也 把 它 放 到 5.4 节 中 给 出 . 然而 ,在 习题 2 中 ,比值 判别 
法 被 用 来 证 明 当 j 趋 近 于 oe 时 ,在 1 a/a, 有 有 限 极限 的 特殊 情况 下 LR 为 这 个 极限 的 倒数 . 例 
如 ,如 果 宕 级 数 (1) 的 系数 满足 


则 它 的 收敛 圆 为 1 z1 = R = + Eh 


如 同 下 面 三 个 结果 所 表明 的 那样 ,一致 收敛 [定理 7(ii) ] 是 序列 的 一 个 很 强 的 性 质 . 我 们 首 
先 说 明 连续 函数 的 一 致 极限 也 是 连续 的 
[C 8/H3 设 几 是 集合 CC 上 的 连续 函数 序列 , 且 在 上 一 致 收效 于 几 则 /也 在 了 上 连续 


证 ”要 证 明了 在 7 上 的 点 am 处 连续 ,必须 证 明 对 任意 的 es > 0, 存 在 一 个 8 > 0 使 得 当 z e 
7, 且 1m -z1«8Bf, I f(z) —f(z) | < & HUGE. 首先 选取 一 个 充分 大 的 整数 N, 使 得 对 7 中 所 有 
的 z, 有 1 fC) - fo) | < s/3; 由 于 函数 列 的 一 致 收敛 性 ,这 是 可 能 的 . 又 因为 f 是 连续 的 ,存在 
数 8' > 0 使 得 对 T 中 所 有 满足 1 z -zl < 6' 的 z, 都 有 1 fw(z。) -f(z)1 < e/3. 但 是 ,对 于 这 样 
的 z, 有 1 Fn) -f(z)1 < ,这 是 因为 

I fé) -Hz) 1 =1 f(5) -Sfulzo) + fy(z0) -f(z) 8 fAGDO -fz) I 
<l f(x) -f(z0) 1 +l fylzo) - falz) 1+1 fal) - fI 


E 
<F+3+ 


所 以 /在 了 上 每 一 个 点 处 连续 . L] 
知道 了 连续 函数 序列 的 一 致 极限 是 连续 的 ， 就 可 以 对 这 个 极限 进行 积分 ， 事 实 上 ， 这 个 极 

限 的 积分 等 于 积分 的 极限 

定理 8 ” 设 /为 包含 周 线 厂 的 集合 TCC 上 的 连续 函数 序列 ,并 且 假 设 f, 在 上 一 至 收敛 


= 6. 


T3» f, 则 序列 | f.) dr cio (f). 


证 证 明 非 常 简单 . 设 CON DOBLE, XERUN 充分 大 使 得 对 任意 的 n>NN 以 及 厂 上 所 有 的 
z， 有 1 /(z) -f.(z) 1 <s/t、 于 是 


Hf Aad- f Aaa [cim -Aa < E e = " 


名 ”更 商 年 级 的 学 生 将 知道 R 的 精确 定义 为 数 "的 最 大 上 界 . 


254 
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将 这 些 结果 同 莫 累 拉 定 理 (第 4 E, 定理 18) 结 合 起 来 ， 可 以 证 明 如 下 结论 . 
[定理 9 设 / 为 单 连通 吉 忠 上 的 解析 函数 序列 ， 且 在 DD 上 一 致 收效 于 /， 则 在 DS 上 解析 . | 


证 ”由 引 理 3, 函 数 /是 连续 的 . 设 三 为 含 于 刀 中 的 任意 环线 , 则 由 定理 8 ,积分 | /(z) dz 是 
[f CO de BUR; 但 是 因为 每 个 人 在 和 上 入 内 解析 ,从 而 对 于 所 有 的 ", 积 分 | f Cos 


所 以 | A(z)dz = 0, 由 莫 累 拉 定 理 即 知 /在 D 内 解析 . " 
现在 我 们 已 具备 了 对 于 震级 数 中 涉及 的 任何 问题 进行 解释 的 能 力 . 因为 震级 数 的 部 分 和 是 

解析 函数 (实际 上 是 多 项 式 ) ,并 且 它 们 在 收敛 加 的 任何 闭 子 圆 盘 内 一 致 收敛 ,定理 9 告诉 我 们 极 

限 函数 在 每 一 个 这 样 的 子 贺 盘 内 解析 . 而 收敛 圆 内 的 任意 点 都 在 这 样 一 个 子 圆 盘 内 ,所 以 可 得 下 

面 的 结论 ， 

“定理 10 “有 混 级 数 的 和 函数 在 收效 园 内 处 处 解析 

例如 ， 宕 级 数 (1) 对 1 z1 <1 定义 了 一 个 解析 函数 

注意 到 只 要 周 线 含 在 震级 数 收敛 加 内 ， 由 定理 7 和 定理 8 就 可 以 对 竺 级 数 进行 逐 项 积分 . 

运用 这 一 事实 ， 我 们 可 以 把 每 个 宕 级 数 (满足 R >0) 看 成 是 一 个 泰勒 级 数 ， 这 与 下 面 的 结果 

_ 致 


定理 11 如 果 Xe -2,)! Æ zo W X — I A ARAR PA CP CACIR 8 3E 3E E) 收敛 于 f(z)，, 则 


SP) 
j! 


a = G = 0,1,2,1). 


MA, Yao -a) A) 在 an 处 的 泰勒 展开 式 . 


证 设 C 是 以 z, 为 心 含 在 收敛 贺 内 的 正 向 圆周 ， 因 为 极限 /(z) 是 解析 函数 ， 由 推广 的 柯 
西 积分 公式 


» 22b KG) EE dn 
f") = Sal T REX (n = 0,1,2,…). (2) 
现在 把 FG) BABY a -~ 6)' 代 入 上 式 并 且 逐 项 积分 ; 因为 
K3 =z) ag = Ea #j =n; 
c (g - z) 0, #j#n. 
(2) 式 中 的 积分 仅 剩 一 项 为 n! a, " 


这 样 的 话 ， 我 们 就 有 了 两 个 以 am 为 心 的 圆 盘 ， 在 圆 盘 内 部 如 (1) 这 样 的 等 级 数 收敛 ， 一 个 圆 
盘 是 定理 7 的 “收敛 圆 "的 内 部 . 另 一 个 是 极限 函数 了 在 其 内 解析 的 最 大 的 圆 盘 ， 这 两 个 圆 盘 相同 
吗 ? 因为 级 数 在 收敛 加 外 发 表 ， 所 以 “泰勒 贺 盘 "不 能 延伸 到 收敛 圆 之 外 . 另 一 方面 ， 极 限 函 数 在 


日 ”实际 上 ， 这 个 结果 在 任意 区 域 上 成 立 ， 因 为 区 域 是 开国 盘 的 并 - 
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收 伍 圆 内 解析 ， 所 以 泰勒 圆 盘 必然 包含 这 个 圆周 的 内 部 ， 因 此 两 个 圆 盘 实 际 上 是 一 致 的 . 
综 上 所 述 ， 我 们 已 经 证 明了 如 果 寡 级 数 在 某 一 个 圆 内 收 贫 ， 则 它 是 其 (解析 ) 极 限 函 数 的 
泰勒 级 数 ， 并 且 可 以 在 圆 内 逐 项 积分 、 逐 项 微分 ; 此 外 ， 极 限 函 数 肯 定 在 收敛 圆 上 某 点 处 不 
解析 . 
Bil 求 一 个 解析 函数 /使 其 在 :=0 的 某 一 邻 域内 满足 微分 方程 


Mu = 3i fs) (3) 


且 在 z=0 处 取 值 为 1. 
解 ”因为 了 7 在 原点 解析 ， 它 必然 具有 一 个 麦克 劳 林 级 数 展开 式 ， 由 公式 (3) 计 算 各 阶 导数 
进而 求 出 级 数 . 
由 已 知 的 A/(0) =1 以 及 公式 (3) 有 /'(0) 23i 1=3i， 对 公式 (3) 进 行 微 分 ， 由 递 推 关系 得 
f'(0) = 3if'(0) = Gi)’, 
f”) = 3if'(0) = Bi)’, 


一 般 地 ， 
SPO) -3if^" (0) = (3i) f^? (0) = = (3i). 
所 以 解 为 
f) 143i epe D: v (4) 
回忆 展开 式 
PAY m. 5 
“BA e 
我 们 可 确定 (4) 的 解 为 
fce 
实际 上 ， 直 接 计 算 容 易 验证 ew 即 为 所 求 . " 
对 于 nn 阶 齐 次 线性 微分 方程 
A 2 , 
E epa Boe epu Pep) S eg Gf 0 


来 说 ， 它 的 典型 初 值 问 题 是 寻找 在 某 一 点 zo 处 满足 方程 初始 条 件 
Ka) a. f) 2a, f(x) = ag f (n) = ai 
的 解 ， 在 高 级 微分 方程 课程 中 (参见 参考 文献 [3] 和 [4] ) ， 已 经 证 明 ， 如 果 在 以 z 为 心 的 圆 盘 
内 每 个 系数 p,(z) 解 析 ， 则 对 任意 的 常数 1a。，a,，…，a,_,| ， 有 且 只 有 一 个 初 值 问题 的 解 ， 
并 且 ， 此 解 在 圆 盘 内 部 也 是 解析 的 . 
例 2 设 g 是 [0, 2] 上 实 变量 的 连续 复 值 函 数 ， 并 且 对 每 一 个 复数 :定义 


F(z) := [ee 


证 明 F 是 整 函 数 ， 并 求 出 它 在 原点 处 的 短 级 数 . 
解 首先 求 下 的 突 级 数 的 表达 式 ， 设 :固定 ,对 于 所 有 的 复数 :定义 


256] 


257 


[258 
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h(t) := e", 
则 六 是 :的 整 函数 ， 所 以 它 的 麦克 劳 林 展 开 式 


^g 
h(t) = e" MXdpjreede 


在 每 个 圆 盘 1 !1 <r 上 一 致 收敛 ; 特别 地 ， 对 区 间 [0, 2] 上 的 :一致 收 敛 ， 并且， 用 有 界 函 数 
8 逐 项 相 乘 后 保持 收敛 性 不 变 ， 即 对 0<+<2( 和 固定 的 z>) ， 级 数 


etg) = De) 
[NT 
一 致 收 仇 ， 由 定理 8， 可 以 逐 项 对 :积分 ， 得 
F(z) = ferea = D [oa]? 


因为 级 数 中 括号 内 的 量 是 仅 依赖 于 大 的 常数 ， 所 以 上 面 展 开 式 是 关于 8 — EIU, IHE 
对 所 有 的 z 收敛 到 F(z)， 从 而 由 定理 10， 严 是 整 函数 . " 


练习 5.3 
1. (a) ERAN Y :在 其 收 伍 加 1 z1 = 1 KEKA. 
名 
(b) 证 明 等 级 数 P cj EUREN 1 z1 = 1 上 处 处 收银. [提示 :参见 练习 5.1 中 习题 13]. 


2. nursan y a, (3:7 5 ,有 lim1 osa 1 = 上 由 比值 判别 法 证 明 这 个 等 级 数 的 收 全 半径 为 R = 1 
3. 利用 习题 2 的 结果 ， 求 出 下 列 等 级 数 的 收 做 图; 


wE (D XG-0' [DO WII 
名 名 fa 
SOD, y -G-0' à yc 

(Y 76-0 eX go 6:02 OL 


4. 存在 在 点 = 2 + 3i 处 收敛 而 在 点 > = 3 -AERIS or 四? 
I 


5. KG) = Y (092 EXTEPGR: 


(0/9 (0) e» f, , Ka 
C $, ends c) $,,, tina, 
6. 定义 


(a) 利用 sinz 的 麦克 劳 林 展 开 式 ， 证 明 对 所 有 的 z, 


t f 
Ka -1-5 id 
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(b) 说 明 fe) 在 原点 解析 的 原因 
Cc) Rf” (0) VLA f? C0). 


7. 求 出 Aa) := [ear 的 麦克 劳 林 展开 式 中 前 三 个 非 零 项 [提示 : 先 将 ef 展开 ]. 


8. 假设 /(:) 在 原点 解析 并 且 SO) =/"(0) = 0. EA A) TAER A) = zg(z) 的 形式 ,其 中 g(z) 在 := 0 
处 解析 
9. 假设 5 在 圆周 C :1 :1 = 1 上 连续 ,并 且 存 在 一 个 多 项 式 序列 在 C. E— BORSCTE g. 证 明 


fasa = 0. 
10. REFIN Xe nd 具有 相同 的 收 敏 半径 的 原因 
1. RR Y ah R Y iun 为 两 个 具有 正 的 收 全 半径 的 符 级 数 - 
(4) E UE RLAIS RA Y! = Y ha! , 则 对 所 有 的 二 el = br 


(b) 更 -山地 ,证 明 :如 果 对 包含 原点 的 某 一 开 区 间 内 的 所 有 实数 =* 有 立 ar = Y REESE ka = 
bs 

12. 用 和 级 数 证 明 初 值 问题 

E 
n 
(0) =1 

在 :=0 处 解析 的 唯一 解 为 /(z) ee. 

13. 下 列 初 值 问题 都 具有 在 原点 解析 的 唯一 M 通过 确定 系数 w MARAR EMNER Y n 
do 例 1 中 的 技巧 对 于 像 (<) ERRORI IH A EBES -H A) 的 大 级 数 表达 趟 代 人 方程 中 并 合并 :的 
XM CHER ] 

Sf 由- pH us Y. aps 
ele ra 470 D of 人 
(0) =1， (0) =0 (0) =1， f°(0)=1 (0) =1， f'(0)=0 
14. 用 徊 级 数 证 明 初 值 问题 


2 ear 0 


[doro 


(0) =0, f'(0) 21 
在 :=0 处 解析 的 唯一 解 为 /(z) = sinz. 
15. 假设 g 在 实 区 间 [ -1，2] 上 连续 ， 定 义 


FG) := ecosin(zodt 


(a) 证 明 下 是 整 函数 并 求 出 其 在 原点 的 筹 级 数 展开 式 . 
(b) 证 明 对 于 所 有 的 :， 有 


FG) = fete ooa 
16. 假设 g 在 实 区 间 [0，1] 上 连续 ， 并 定义 


O20 « 10). 


[260 
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证 明 HERMA) <1 上 解析 . 
对 于 任意 的 复数 a， 定义 

(a), i= ala &1)(a j-. jml, (a) 1, 
高 斯 超 几何 级 教 ,F,(b，c; di z) 定 义 为 


1 


EI 


iF, tbeid) = Y CO. 


汇合 型 超 几何 级 数 ,让 (ec; di z+) 定义 为 


(a) 验 证 
al 
TS 


=F, (1 ,1;2;2), 


o, WAGE (b, c; d; z)fE zl <1 中 收敛 且 满 足 微分 方程 
ET! -D+ eee nd E ier eo. 


(b)i9I; 如 果 dO, -1, 


(e) 证 明 : 如 果 dz0，-1，-2，…， 则 级 数 ,Fi(c; di :) 对 所 有 的 z CERE My PE 


:+ dy 


18. (广义 洛 必 达 法 则 ) 用 等 级 数 证 明 ; 如 果 /，& 都 在 点 解析， 并且 
FK) = Blz) 2G) = (1) = … S f" (n) 
但 是 5 (3) 90, HU 


e” (n) = 0， 


lim A MCI 
AEG) a (Y 
19.( 面 可 可 分 公式 ) 通 过 完成 下 面 的 每 一 步 ， 证 明 闭 单位 轩 盘 DD= jz 1 z1 <1| 上 的 解析 函数 /的 面积 积分 
表示 公式 : 对 181 <1, 
= 工 [一 Aa = 
KD- 2m cip rta 


Ca) ESI 
ferie » (7e +1), #j=k, 
A 0, Bjk 
[提示 : dxdy =r drdð. ] 
(b) 用 (a) 验 证 函数 /的 麦克 劳 林 级 数 的 系数 a, =/"(0)/k! 满足 


EH RO Fist. k= aus 
m D 


a, 


(e) 用 (b) 证 明 上 面 给 出 的 CO 的 面积 积分 表达 公式 [提示 : 2207 = Y QD PC E eds 
Ix] 
*5.4 ”收敛 的 数学 理论 
这 一 节 我 们 要 稍微 回顾 一 下 本 章 已 学 的 知识 ， 并 对 这 一 章 中 没有 证 明 的 定理 给 出 详细 的 数 
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学 证 明 ， 应 用 方向 的 学 生 可 以 跳 过 这 一 节 而 直接 学 习 5.5 节 . 

到 目前 为 止 ， 我 们 已 经 看 到 关于 极限 收敛 的 所 有 条 件 中 都 包含 极限 ， 然 而 ， 存 在 一 种 检验 
一 个 序列 是 否 收敛 而 根本 不 必 考虑 极限 的 方法 ， 它 称 为 柯 西 收效 准则 . 

定理 12 复 教 序列 14.| 7. 收 辫 的 充分 必要 条 件 是 ; 对 任意 的 5 >0， 存 在 整 教 N 使 得 对 
任意 满足 由 >N，m >NN 的 整数 对 m 和 n， 有 14,-A.1 <e A X. 

证 (必要 性 ) ”如果 序 列 收敛， 设 收敛 于 4， 选取 N 使 得 当 f >N 时 ， 每 个 4, 都 在 4 的 6/2 
邻 域内 ， 则 任何 两 个 这 样 的 A 必然 存在 于 彼此 的 e 邻 域内 . 

柯 西 准则 是 收敛 的 充分 条 件 的 证 明 要 求实 数 体系 严格 公理 化 ; 实际 上 ， 这 一 准则 可 以 被 用 
来 定义 实 无 理 数 的 概念 ， 这 里 我 们 不 去 探讨 这 一 问题 . m" 

一 个 满足 柯 西 准则 的 序列 通常 称 为 柯 西 序列 ， 由 定理 12， 每 个 收敛 序列 都 是 柯 西 序列 
反之 亦 然 
| WEL 如 果 |4,1%. 是 一 个 柯 西 序列 并 且 选 取 册 使得 对 大 于 入 的 任何 m,n 有 | 4 一 
Anl <s， 则 每 一 满足 n>NN A, 都 落 入 极限 的 s LE 

证 在 不 等 式 1 A, -4.1 <e 中 , $ mo, 得 

14, -AIS e. " 
把 柯 西 准则 被 应 用 到 级 数 的 部 分 和 序列 中 ， 可 以 得 到 如 下 结论 : 


推论 2 nay 收效 的 充分 必要 条 件 是 ; 对 任意 的 a > 0, e MEAN iA tA TRES 


足 m >n > N 的 整数 m 和 n, 有 | Y, e| e 


PER 


证 明 可 以 直接 得 到 . 这 样 的 级 数 ( 自然 地 ) 称 为 柯 西 级 数 . 显然 ,由 推论 2 可 得 如 下 结果 : 如 


RR cH j 9 时 。 一 0. 
有 了 柯 西 准则 之 后 ,我 们 可 以 给 出 本 章 定理 1, 即 比较 判别 法 的 证 明 . 然而 ,只 需 稍 做 努力 ， 
便 可 以 证 明 下 面 一 个 更 一 般 的 称 为 魏 尔 斯 特 拉 斯 村 判别 法 的 定理 . 


定理 13( 必 判别 法 ) LL» MM, 是 一 个 具有 实 非 负 项 的 收 化 级 数 , 如 果 对 某 集 合 T 上 所 有 


的 z 以 及 比 业 数 大 的 所 有 的 j, 有 1/(z) e M, MARY f(z) 在 T 上 一 致 收敛 . 
名 


证 。 RAY M 是 柯 西 级 数 ,可 以 选取 N > 7 使 得 对 任意 满足 m >n > Nim REY, MM < 
名 p 
.但 是 对 了 中 的 ,因为 


Iols E wis ŠM, <e. a) 


afa 
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所 以 级 数 X LO 也 是 一 个 柯 西 级 数 ,因此 级 数 了 f(z) 对 7 了 中 的 每 一 个 z 收 化 , 设 极限 函数 为 
F(z). 容易 看 出 这 个 收敛 是 一 致 的 ; 把 不 等 式 (1) 按照 部 分 和 的 项 改写 为 
Xo - DECIES e, 


则 上 式 对 于 7 了 中 所 有 的 z 当 m>n>N 时 成 立 所 以 ,由 推论 1,， 对 了 中 所 有 的 z 以 及 
n»N, 有 


[Fo - y4o|s e. 
这 就 证 明了 一 致 收敛 性 . B 
比较 判别 法 可 以 看 作 是 M 判别 法 在 每 个 /(z) 都 是 常 函 数 时 的 特殊 情况 . 
现在 我 们 准备 分 析 前 一 节 中 给 出 寡 级 数 的 收敛 性 质 的 定理 7， 为 方便 起 见 ， 在 这 里 重新 叙 
述 这 一 定理 . 


定理 7 MESMEUR Y a (z 一 zo) ,存在 一 个 只 依赖 于 系数 |aj| 且 含 于 0 和 中 之 间 的 


实数 尺 , 使 得 

G) 级 数 在 1z ond < ROCA. 

Gi) 级 数 在 任意 闭 子 转盘 1z ~- zo1 < R' < 及 上 一 致 收效 ， 

Gii) 级 数 在 1z -zol > R 时 发 散 . 

为 了 确定 数 尺 ,我 们 必须 引入 无 穷 实 数列 的 上 极限 的 概念 ; 它 是 极限 概念 的 推广 . 为 此 ,我 
们 首先 考虑 极限 为 x 的 实数 的 收效 序列 |x,i. 对 任意 的 a > 0, 存 在 NN 使 得 n > NN 时 的 所 有 x*, 都 
WA, x HO e 邻 域内 . 所 以 ,特别 地 ,x 具有 如 下 性 质 : 对 于 给 定 的 任意 se > 0, 只 存在 有 限 多 个 n 使 
18 x, 超过 x + e, 并且 ,没有 比 x 小 的 数 具 有 这 一 性 质 . 现在 我 们 将 这 个 概念 推广 到 任意 序列 . 

定义 6 XA. 的 上 极限 ( 简 记 为 lim sup) ELARA I FEAH RI ER E: 
对 任意 的 e > 0, 只 存在 有 限 多 个 n 使 得 x 超过 《 + e; 如 果 不 存在 具有 这 样 性 质 的 数 , 令 lim 
supx,:- om ; 如果 所 有 实数 都 具有 这 一 性 质 , 令 lim supx, := œ. 

如 前 所 述 ,如 果 |x,1 KAF x, lim supr, = x. 其 他 例子 有 lim sup( - 1)" = 1,lim sup(n) = 
c ,以 及 lim sup( - n) =- œ. 

定理 7 中 的 数 尺 现在 可 以 如 下 确定 . 由 系数 集合 | oj 得 到 序列 Vi a. | , 则 只 等 于 这 个 序列 的 
上 极限 的 倒数 ， 


(2) 


lim supi al” 
并 且 按 通常 的 惯例 有 1/0 = o, 1/o =0. 公式 (2) 称 为 柯 西 -阿达 马公 式 ， 从 此 公式 开始 ,我 们 
来 证 明定 理 7. 

定理 7 的 证 明 首先 考虑 收 和 剑 情 形 (i) 和 (ii)， 如果 R =0， 则 不 需要 证 明 。 如 果 R>0， 则 
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等 级 数 在 1 z-z。1 < 尽 的 收敛 性 可 由 它 在 所 有 闭 子 圆 盘 z-z)! <R'<R 内 的 一 致 收敛 性 得 
到 ， 所 以 我 们 只 需 解决 后 一 个 问题 . 
在 区 间 
1 1 


nw 


内 选取 数 上 ， 则 由 公式 (2) ， 几 乎 所 有 的 a, 满足 V1a1 <k 所 以 ， 如 果 z 在 闭 子 圆 盘 1 z -am 1 < 
R' 内 ， 则 对 充分 大 的 j， 有 不 等 式 
la(z -a) l= Qialtz-z 1 < GR, (3) 


因为 AR' < LITAS (UR MR ME a Gr s) BEY, CR) 相 比较 ,由 不 等 式 (3) 可 知 


满足 M 判别 法 (定理 13) JERRY o - 4)! 在 闭 子 圆 盘 上 一 致 收敛 ,从 而 命题 (ii) 成 立 . 
为 证 明 当 1 z - zs。1 > R 时 级 数 是 发 散 的 ,在 区 间 


1 1 
i a a Y 
1z-ml R 


上 选取 hk 由 上 极限 的 定义 以 及 公式 (2) ， 必 然 存在 无 限 多 个 a UE Tal >k( 回 忆 lim sup 
是 使 得 上 式 成 立 的 最 小 的 数 )， 对 这 样 的 w， 

lalz -a)l (Varlz-aD > leon» 
即 X a(z- zo) 的 无 穷 多 项 的 模 超 过 1. 这 显然 同 柯 西 准则 矛盾 ,所 以 级 数 必然 发 散 . " 
在 后 面 的 例子 中 ， 我 们 将 用 到 如 下 引 悍 . 
nes uay 
证 不 难看 出 ， 给 定 任意 的 正 整数 8， 当 n 充分 大 时 ， 阶 乘 n! 超过 B 我 们 假定 n>28 
并 且 考 察 比值 


n! - (28)1(28 +1) (28 +2)... n > (28) lyr, 


B* p^ B B B p 


由 此 看 出 ， 只 要 2" X-E2"BU/[QB)!], 就 有 中 >1. 取 n 次 方 根 可 知 ，Yn1 大 于 给 定 的 任何 


正 整数 8， 从 而 断定 Yn1 趋 向 于 %. L| 
H1 EHP- AEN ERO 


y Cn 
a 2g» M) 


JG) := 
是 整 函数 . 


O 贝 塞 尔 在 碍 尼斯 堡 主要 是 作为 天 文学 家 工作 . 
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E 我 们 的 目的 是 证 明 R=%. iMEa 是 z’ 的 系数 ,我 们 有 
0, 如 果 j 是 奇数 ， 


(cap : 
AOP 如 果 / 是 偶数 


BAJ AAR, TaT =0， 当 /为 偶数 时 ， 


y 
[ 


i 
al = 
d 2[ 972) 1]* 
由 引 理 4 知 它 趋 于 0. 所 以 ，lim sup./T aT =0, Bit Rz o. 故 J。(z) 是 一 个 整 函 数 . Lj] 
读者 可 以 验证 (习题 7)jo(z) 满 足 零 阶 贝 塞 尔 方程 : 
df; LY... 0. 


p 
435.4 
1. 求 下 面 各 序列 | x, L7. I ERR 

266 a) &, = UG) (xs=(-Dm (os 二 (Da, emi ( D) 


2. 证 明 对 任意 正 实数 序列 jx.| ， 


lim sup /2- < lim sup = 


3. RE POWE M IU DC 6. 
X sity DP Qeon e Le eX o4 

4. musean Yo, Jesuaj”. VE WA E CC IEU SA JIA IT fd I FT AA AB UAAR AE RH R43 RU 
或 者 都 不 收 化. 

5. 


着 级 数 o idee ge R, 求 下 列 级 数 的 收 合 半 径 : 
(a) Xe DE (Xs (o Ese" (o Es 


证 明 ; 如 果 级 数 X 2 的 收敛 半径 是 R, 则 级 数 X Re(m)z' 的 收 笋 半径 大 于 或 等 于 尺 


[TT TT: J,G) 满足 零 阶 贝 塞 尔 方程 ( 如 例 1 后 所 述 ). 
, kimi 


人 


EAD LO, (1-5) = 0. 


对 整数 上 >0， EAP- AERAR 


Lek. $us (2) 


是 整 函数 并 且 满 足 贝 塞 尔 方程 、( 由 守 尔 了 数 是 在 答 向 二 截流 传播 的 研究 中 提出 的 . ) 
,用 罕 级 数 求解 解析 函数 了 的 函数 方程 


» 


Ka) = z+ fiè). 
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10. £X 35101, 1, 2, 3, 5, 8, 13, = 在 自然 现象 中 出 现 的 频率 令 人 惊讶 ， 它 的 各 项 之 间 的 关系 定 
义 为 


a, =a +a (nz2). 
证 明 

f):sa +a,z + a + 
定义 了 一 个 满足 方程 

f) =1+zj(z) +è flz) 
的 解析 函数 ， 对 /(z) 求 解 并 计算 麦克 劳 林 级 数 ， 从 而 推出 表达 式 

A je 2 
“有 (5 本 - G1] 


11, HiS AROPO ERRAR 


(4 -2x:4£)"- Eror 
p 
WARWEL EESK). ERA: 已 (!) 是 关于 《 的 了 次 多 项 式 ， 并 计算 P,，P,，P, MP (这些 多 项 式 


都 是 在 三 维 位 势 论 中 提出 的 . ) 
12. E 函数 在 数论 中 有 重要 应 用 ， 它 定义 为 


KOE 


Ji j i= exp(zLog j). VEBI Rez > 1 BE £(2) 解析 . [提示 : b Rez > A > 1 AER 17/0 j^. RAMAR 
特 拉 斯 M 判别 法 . ] (数学 家 们 一 直 没有 解决 的 最 著名 的 问题 之 一 是 柳 释 假设 . 它 断 定 C) 的 解析 延 拓 
( 见 5.8 节 ) 的 所 有 非 实 数 的 零点 都 在 垂直 线 Rer = 1/2 E. ) 


13,。( 阿 贝尔 极限 定理 ) » az 是 1zl < 1 ARRAN S PUREGLIBURCEGCC PEDAL zl < 1 时 f(z) = Xe» 
假设 linytr)(r 是 实数 ) 存在 并 且 等 于 4 LT TNT 
[提示 : TAS mel Es nc o mM, oR O <r < LA 
|«n - PE | 三 or|- PX E. -Zar 


-Rr ECgeyne n] 
* M. + Moar 


Fror, Hna.) 
14. 用 阿 贝尔 极限 定理 (习题 13 ) 证 明 


1.01 
lg-bl-*y- 


生 
4 


O EQEEXLRE Leonardo Pisano(1170—1250) (68.9, fff Hindu-Arabic 位 值 十 进 制 引信 到 欧洲 . 
日 ” 勒 让 德 (1752 一 1833) 在 分 析 椭 球面 引力 时 发 现 了 这 些 多 项 式 . 


(268 
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5.5 洛 朗 级 数 


现在 研究 函数 /在 奇 点 ?附近 级 数 表示 的 可 能 性 ， 如 果 ( 例 如 ) 一 个 函数 的 奇 点 仅仅 是 它 的 
分 母 的 零点 ， 它 能 够 表示 为 4/(z -za) +g WERB? 其 中 g 是 解析 函数 ， 并 且 在 z 处 可 展 
成 泰勒 级 数 ， 确 实 ， 并 非 每 个 奇 点 都 是 这 种 类 型 (例如 logz 的 奇 点 z。=0)， 然 而 ， 如 果 函 数 在 
围绕 它 的 一 个 或 多 个 奇 点 的 圆 环 内 解析 (注意 由 于 分 支 割 线 的 原因 ，Logz 不 具有 这 一 性 质 ) ， 
我 们 就 能 够 按照 如 下 定理 展开 它 的 “奇异 部 分 ” 
定理 14 设 三 在 园 环 Sr< | z-z。1 <R 内 解析 ， 则 /可 以 表示 为 两 个 级 数 的 和 


fO) = Do-a) + Xa 727. 
这 两 个 级 数 均 在 这 个 国 环 内 收效 ， 并 且 在 园 环 的 任意 闭 子 园 环 7<pi< 12-1 <p cR 内 一 
致 收效 ， 它 的 系数 mi 由 下 式 给 出 : 


4 * suf oo Dit ( 20,21,22,7), w 


其 中 COS SCHUA 6,4 z 在 其 内 部 的 任意 一 条 正 向 简单 闭 周 线 . 
这 样 一 个 既 含 有 z - zu 的 负 宕 项 又 含有 z - zo 的 正 笑 项 的 展开 式 称 为 了 在 这 个 圆 环 内 的 洛 其 
级 数 9， 通 常 简写 为 


È al - z)’. 
A 
注意 ， 如 果 / 在 轩 盘 1 z -zl < 及 内 解析 ， 则 由 柯 西 定理 ，(1) 式 中 负 宕 项 的 系数 为 零 ， 而 其 
余 的 项 就 是 /的 泰勒 级 数 . 
定理 14 的 证 明 ”只 需 证 明 级 数 在 每 个 闭 子 圆 环 上 一 致 收敛 即 可 ， 因 为 由 此 可 推出 它 在 这 
ARARA EA) KA. 
首先 证 明 ， 对 每 个 满足 r<p, < 12-2, ! <p <R 的 任意 点 z 
有 表达 式 
fa) zs | Dar r 5 KDar, (2) 
其 中 C, 为 以 za 为 心 半径 为 R= (r+p,)/2 的 负 向 圆周 ， 而 C, 为 
以 am HLEH R, = (R1) 72 的 正 向 圆周 ; 见 图 5-4. KEE, 
式 (2) 就 是 下 面 要 说 的 柯 西 积分 公式 在 这 种 情形 下 的 一 个 简单 变 
形 . 考虑 图 5-5a 中 的 周 线 厂 ， 它 是 包含 z 在 其 内 部 的 一 条 正 向 
简单 闭 周 线 ， 因 此 图 5-4 公式 (2) 的 积分 圆周 


O BHL2.3 5, /的 奇 点 是 这 样 的 点 aa: /在 n ERW, IE o 是 /的 解析 点 的 极限 点 
O 允 许 r=0， 这 时 * 国 环 " 是 一 个 去 心 国 盘 . 
© MA (1813—1854 ) 是 负责 Le Havre 港口 的 工程 师 - 
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-1f KD. 
ID = ah (3) 


如 图 5-5b 所 示 ， 我 们 把 下 看 作 是 去 掉 了 一 小 块 的 “ 油 炸 面团 "， 太 /代表 去 掉 的 部 分 ， 因 为 被 积 
函数 全 全 在 PW T ENS, Br 
Af... 
Fail t- Pafe 
因此 ， 如 果 我 们 把 这 个 油 炸 面团 上 去 掉 的 部 分 重新 放 回去 ， 由 式 (3) 得 
ID = gif, E, 


2 这 .re -z 
Hp r +r ER S-5e 中 所 示 的 路 径 ， 但 是 对 沿 图 S-5c 中 所 示 的 线段 积分 ， 由 于 沿 不 同 的 方向 
各 积 一 次 ， 正 好 抵消 ， 于 是 得 到 公式 (2).° 


图 5-5 全 体 周 线 等 于 它 的 各 部 分 的 和 


现在 我 们 继续 对 洛 朗 展 开 式 进行 推导 . 
因为 在 C: 内 ， 式 (2) 中 沿 圆周 C, 的 积分 与 泰勒 级 数 定理 (5. 2 节 定 理 3) 中 的 积分 完全 相 


似 ; 用 同样 的 方法 处 理 ， 得 
ND a z 
$, ea 2 jy(2 - 2) + Tz), 


Rmi J a z 

JOB 272,1 Sp, Since BEL TG) -BOBBIET O, JHH a 由 
2l KD 4 j= m 

«aub gu ys Goa) (4) 

给 出 ， 所 以 
i fe = Xe =% (0Ii-21&p). 

然而 ， 公 式 (4) 中 a 不 青 像 泰勒 定 理 的 情形 一 样 等 于 (0 /jl. SEE E, RUBBCSSUTIS IE [270 
设 不 能 保证 /在 s 处 可 微 B 


现在 考虑 式 (2) 中 沿 C, 的 积分 。 因 为 在 C, BB, (Z-z) (S) hF, RAT 


O ”一些 读者 可 能 用 周 线形 变 理论 推出 公式 (2) ， 但 是 油 炸 面 围 的 比喻 可 能 更 易 理解. 
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DEGMCSDELITSEACLESISL IU E 因此 ， 记 


K2. 1 ns c 1 
-2 (Q-2)-G-2) G-2), £75 
EP 
G-a) 
J- E ELA Ua pa p ET, G-3)7 | 
z-% (23-4) (z-2)" 1-622 
代入 积分 式 中 ， 得 
二 a = Dae- 
其 中 
DES Y RO un E 
oid g-a TE cb23$e69 (5) 
(注意 指数 ) 及 


206 KD Men) 
XO i 6-2)79 


因为 对 C, ERZ, 41 z-21l 2p, -R,, M £72! =R, 并 且 1 z-z 1 >pi( 见 图 5-4)， 所 以 
» Ron 


2uR,. 


1 O!s LE max 
BD Rp, «1, ME z-z] >p, aio xiu Te. 所 以 


z, LE Da = P» (s-2)* (12-2125). 

这 样 ， 我 们 已 经 将 公式 (2) 中 的 两 个 积分 都 表示 成 了 定理 中 所 提 到 的 一 致 收敛 级 数 的 形 
式 ， 它 们 具有 公共 的 收敛 域 P 12-21 <p; 我 们 还 需 验证 系数 公式 (1) 成 立 ， 如 果 / 非 负 ， 
式 (4) 成 立 ; 但 由 第 4 章 可知 ， 沿 定理 中 提 到 的 周 线 C 的 积分 等 于 沿 C, 的 积分 ， 这 是 因为 介入 
区 域内 不 包含 /(Z)/(Y -za)” 的 奇异 点 ， 所 以 ， 对 />0 公式 (1) 成 立 ， 类 伏地， 式 (5) 中 沿 C, 
的 积分 也 可 以 化 为 沿 C 的 积分 ， 其 中 ， 积 分 号 前 加 上 负 号 表示 沿 曲线 积分 的 方向 发 生 了 改变 . 
因此 ， 对 于 每 个 /公式 (1) 得 证 . " 

在 定理 7 中 ,用 17(z - aa) REC -aa) EBEIUEROE I Y eG - aa) 的 形式 级 数 在 * 收 

A 
AAI z - zl = 的 外 部 收敛 ,在 每 一 个 区 域 1 z - za 1>= > /内 一 致 收敛 ,其 中 "为 级 数 
Xaov 的 收敛 半径 , 它 依赖 于 系数 . 由 定理 8 知 可 以 对 级 数 逐 项 积分 ,应 用 与 5.3 节 类 似 的 


方法 ,可 以 证 明 如 下 命题 . 


解 煌 函数 的 级 数 表 示 183 


定理 15 Ryu RC s) ”是 任意 两 个 具有 如 下 性 质 的 级 数 : 
G) S Fz-al «RH Ye s kA. 


Gi) 812-2 > rH. Y Gs) ERG 


Gii) r < R. 


则 存在 + <1 i-us) < RAMS RACIG) GE RURA AGORALACR Y eG z). 


Fer 


定理 8 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 (习题 8). 

同 定理 7 类 似 ,这 一 定理 表明 ,可 以 用 其 他 方法 求治 朗 级 数 ,因为 对 于 任意 形 如 Fos-a) 
的 收敛 级 数 , 不 管 它 是 怎样 得 到 的 , 它 一 定 是 它 的 和 函数 的 洛 朗 级 数 . 在 例 1 和 例 2 中 我 们 将 通 
过 灵活 运用 几何 级 数 克 w Hl wl < RAFO - w) 这 一 事实 ,推导 所 给 函数 的 洛 朗 展 


开 式 . 
例 1 RRA -2z+3)/(z-2) 在 区 域 1 :-11 >1 内 的 洛 朗 级 数 . 
解 ” 注意 在 区 域 1z -11 >1 内 ,函数 (z -2z+3)/(z -2) 仅 以 z=2 为 奇 点 ， 首 先 将 
1/(z -2) 变 形 ， 以 便 我 们 可 以 在 区 域 1 z- 11 >1 内 应 用 几何 级 数 的 结果 : 
1 1 1 1 
7-2 G-D-1^:-1 1-1-17 


所 以 ,对 1z-11 >1， 
1 1 ` 1 
z-2 z-1 à Guy 
1 


c ure * z Wa 
2-l (i-1)! (z-1) 
用 3.1 节 的 方法 ， 将 分 母 * -2z+3 表示 成 z-1 ROI: 
z? -2:143 2 (z-1) *0*(z-1) «2 - (z-1)? «2. 


因此 
2-243. x Sot 1 1 
“(DN eT "| 
1 1 2 
ong hlen eget] 


=[(z-1) +1+ 


ZI m" 
f- 
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例 2 求 函数 
1 
(z-) (2-2) 
在 下 列 各 区 域内 的 洛 朗 级 数 . 
(a) 区 域 1 z1 <1. 
(b) 区 域 1 < 1z1 «2. 
(e) 区 域 1 z1 >2. 
解 先 把 函数 分 解 成 部 分 分 式 
1 1 1 
(z-1)6-2) ^3-2 z-Y 
下 面 分 别 在 各 区 域内 求 它 的 洛 朗 级 数 . 
(a) 当 1z1 <1 时 ， 
1 i. Lẹ 5) =- 5 z (6) 
:-2 21-2 zXG 7 2 
和 
1 1 vy 
"pr bir or in 2 EL 
用 (6) 式 减 去 (7) 式 ， 
- 3.75 
G-5G-3 - XC 2d RE. Tati gw 
(b) 当 1<1z1 <2 时 ，(6) 仍 然 成 立 ， 而 
1 1 1 Ier ed 
PXUIDIGWEe AY PE (8) 
所 以 
1 in eS MS | 
GND Bm d 5 12 
(c) 当 1z1 >2 时 ，(8) 式 仍 成 立 ， 又 
1 1 1 ,1e(2/.v 2 
xz-2 z1-2/ PA TRÀ 
所 以 
1 ear] 4.3.5.7 
GCDUSIp tn al 
I3 将 e“ 在 z=0 处 展 成 洛 朗 级 数 . 
解 ” 我 们 已 经 知道 ， 对 于 所 有 (有 限 的 )w， 
e 
BRA, dE 2x0, 令 w=1/z 得 
esi. laud mo) 
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例 4 函数 
sinz, 如 果 z 关 0， 
URS i 如 果 z = 0 

在 :=0 处 的 洛 朗 展开 式 是 什么 ? 

E 机敏 的 读者 一 看 到 这 个 例子 ， 必 定 会 指责 作者 拿 这 种 无 价值 的 东西 自 娱 一 并 且 具 有 很 
好 的 理由 ! 为 了 做 成 一 个 问题 ， 函 数 f 在 z=0 处 被 赋予 “不 正确 的 "定义 ， 然 而， 请 读者 暂且 忍 
耐 ， 因 为 在 下 一 节 将 会 用 到 这 个 例子 . 

注意 /满足 定理 14 的 假设 ， 所 以 它 在 1 z1 >0 内 可 展 成 洛 朗 级 数 ， 但 是 对 这 样 的 z， 我 们 
有 [回想 5.2 节 (10) 式 ] 

z 


f) = sinz =z-37+ ed (Izl > 0). (10) 


z 
5r 
所 以 ， 式 (10) 必 为 了 的 洛 朗 展开 式 . È 
练习 5.5 
1. 求 函 数 1/(z + 了) 在 下 列 各 区 域内 的 洛 并 级 数 : 

(a)0<1zl <1 (b)1< 1zl (e)0<1z+11 <l (dl<1z+1l 
2. WE 的 主 值 分 支 在 区 域 C\ 101 内 有 洛 朗 级 数 展开 式 吗 ? 

z : 

& RAA 5- 在 下 列 各 区 域内 的 洛 朗 级 数 : 

(a) | 2l <1 (bi«lzl <2 (0)2«12 
4. RRR sin(2z)《z 在 1 z1 >0 内 的 洛 朗 级 数 . 


ETT FEUILLE 12-41 c4 内 的 洛 姑 级 数 . 


6. ERM? EE x)* 1 z1 >0 内 的 洛 朗 级 数 . 
PT NE BRENK KAKAREN, 


E 


(a)-f, EIl >1 内 . (bi tocia ELLE 
F e- 

no 在 0<1zl «mH. (di/e?, E1120 B. 
8. 给 出 定理 15 的 证 明 . 
9. 确定 洛 朗 级 数 

Pr 

的 收敛 圆 环 - 

10. 证 明 质 数 


me 
在 1z1 >0 内 的 洛 朗 级 数 展开 式 为 


Erwt, 
(en 
其 中 


£75) 
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Alay 2 C DJ,4(): 


"eos(k8 - do. 
au] sos(ke - Asing) de. 


LODRA kB- ERAR. OLEE: 对 C: 1 z1 =1， 应 用 积分 公式 (1). ] 
Ti. RI iK 
f -—L (adus) 
(z-a 
在 1 :1 >a 内 成 立 的 洛 朗 展开 式 的 一 般 形式 . 
12. 证 明 如 果 EO € 1 :1 <p 内 具有 形 如 Yos 的 洛 角 级 数 展开 式 ， Slim f(z) 存 在 . 
13. 假设 /(z) 在 圆 环 r< 1273, 1. <R 内 解析 并 且 以 刷 为 界 。 证 明 f(z) 在 贺 环 内 的 洛 朗 履 开 式 的 系数 a, 满足 


tal <5 la, is Mr (j 2 0,12,). 


5.6 零点 与 奇 点 


在 这 一 节 ， 我 们 将 利用 洛 朗 展开 式 对 解析 函数 在 零点 和 孤立 奇 点 附近 的 性 质 进行 分 类 ， 如 
果 函 数 / 在 点 zo 解析 并 且 SC) = 0， 称 z 为 函数 /的 零点 ， 如 果 / 在 某 一 去 心 圆 盘 0 < 1 z - 
md <R 内 解析 ， 但 是 在 点 z 不 解析 ， 称 点 a 为 了 的 孤立 奇 点 ， 例 如 ，tan( mz/2) 在 每 个 偶 整 数 
处 具有 一 个 零点 ， 在 每 个 奇 整数 处 具有 一 个 孤立 奇 点 . 

我 们 先 考察 /的 零点 . 

定义 7 eX n 处 解析 并 且 它 在 的 前 m -1 阶 导 数 均 为 堆 ， 但 /1 (s) 到 0， 则 点 
zo 称 为 函数 的 m 阶 零点 (zero of order m). 

换 句 话 说 ， 如 果 HS m 阶 零点 ， 则 

Ka.) = Pa) =f) =… 2 f(x) 209 f" (a). 

这 时 ,，/ 在 aa 处 的 泰勒 级 数 为 


f(2)2a,(G-2)"*a,.(z-z)" + anal x)" e 


或 
f) = (z-zo) [as + ana (z-z) taz 72) 87] o) 
的 形式 ， 其 中 a, =f ()/m! #0. 当 厂 的 级 数 收敛 时 ， 公 式 (1) 的 中 括号 内 的 级 数 显 然 也 收 
敛 ( 在 任意 指定 的 点 ， 一 个 级 数 正好 是 另 一 个 级 数 的 倍数 ); 所 以 它 定义 了 在 点 za 的 一 个 邻 域 
内 的 解析 函数 g(z)， 并 且 g(z。) 0, 反之 , 具有 形 如 式 (1) 的 展开 式 的 任意 一 个 函数 必然 具有 
一 个 m 阶 零点 ， 所 以 我 们 有 下 面 的 结果 - 
”定理 16 设 f 在 点 解析， 则 zo 为 1 的 m 阶 罕 点 的 充分 必要 条 件 是 可 以 表示 为 
S) = (2 -0)"g(z), 

RP gE z 解析 并 且 &(zo) 天 0. 

一 阶 零点 有 时 称 为 单 零点 ， 例 如 ， 函 数 sinz 在 z 取 的 整数 倍 时 得 到 的 (如 第 3 章 所 示 ) 零 
点 都 是 单 零点 (在 这 些 点 处 函数 的 一 阶 导数 coss 不 为 零 ). 


名 ”可 以 证 明 这 个 积分 公式 等 价 于 练习 5. 4 的 习题 8 中 的 级 数 展开 式 - 
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下 面 给 出 定理 16 的 一 个 推论 ， 它 表明 非常 数 的 解析 函数 的 零点 都 是 孤立 的 . 

推论 3 如果 厂 是 一 个 解析 函数 且 满 足 f(z。) =0， 则 或 者 三 在 点 za 的 一 个 邻 域 内 恒 为 零 ， 
或 者 存在 点 的 一 个 去 心 国 盘 ， 在 此 园 盘 上 三 没有 零点 . 

证 TER a RWA Y a, nO! OFA a, = f Gu) 10). 则 由 定理 3, 该 级 数 
在 及 的 菜 一 加 城内 收敛 于 JC. 所 以 如 果 所 有 的 泰 蔓 系 数 a 均 为 零 , 则 JG 在 这 一 邻 域内 必然 
BOUT. 否则 ,假定 m( > 1) 为 使 得 a + 0 的 最 小 的 下 标 , 则 由 定义 7, 有 4 为 /的 m 阶 零点 ,由 定理 
16, JG) = (z 2) ^8). B gCo) 关 0 并 且 & 在 ao 处 连续 (实际 上 , 它 在 aa 处 解析 ) ,所 以 存 
E-NR- am 1 < 8 使 在 这 个 圆 盘 上 没有 零点 .所 以 , 当 0 <l z-z] < 6 时 , fz) 90. 

" 

注意 ， 如 果 / 非 常数 、 解 析 且 以 n 为 零点 ， 则 此 零点 的 阶 必 为 一 个 整数 ; 由 定理 16 的 分 


H, /在 z 处 解析 的 条 件 要 求 m 是 一 个 整数 ， 对 于 函数 2”， 可 以 说 它 在 :=0 di S. 但 


它 显然 在 这 一 点 不 解析 . 
现在 来 看 /的 孤立 奇 点 、 我 们 知道 了 在 任意 孤立 奇 点 zo 处 具有 洛 朗 展 开 式 : 
flz) = Z al-z), (2) 
其 中 0<1z-za1l <R( 对 任意 的 孤立 奇 点 定理 14 中 的 “r" 为 零 )， 按 洛 朗 展开 式 的 情况 可 将 孤 
立 奇 点 am 分 为 下 面 三 类 . 
”定义 8 设 缉 为 /的 孤立 奇 点 ,，(2) 式 为 /在 0<1z-z6。1 < 及 内 的 洛 胡 展开 式 ， 则 
Ci) 如果 对 所 有 的 j<0，a, =0， 称 z A fia A (removable singularity). 
Cii) de X 3E X — E 4E m, a., 90, FEE dE je m, aj 20, 4 z Xfi m BR 
(pole of order m). 
(i) do X 3L $4 4C), a 20, # z 为 1 的 本 性 奇 点 (essential singularity). 
下 面 分 别 考察 这 三 类 孤立 奇 点 。 我 们 将 证 明 ， 可 以 通过 f(z) 在 孤立 奇 点 附近 的 性 质 对 它们 
分 类 ( 即 不 用 写 出 洛 朗 展开 式 )， 本 节 最 后 一 个 定理 归纳 了 这 些 特征 性 结果 . 
M zx 为 了 的 可 去 奇 点 时 ， 它 的 洛 朗 级 数 为 
f(z) =a +a, (z-z) *a(z-z) +- (0«lz-zl < R). (3) 
上 一 节 中 的 例 4 就 是 这 种 类 型 孤立 奇 点 的 一 个 例子 ， 下 面 是 另外 一 些 具有 可 去 奇 点 的 函数 的 
例子 . 


sinz _ 1 FE. ee r 
z a a A 3r*51 GTD 
cosz -1 1 2 PAS Re - 
$ aisem et (s 20, 
z-l 


Tpcirtbci4G-0)s40404— (a = 1). 


£278] 
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由 (3) 式 可 以 看 出 ， 除 点 a 以 外 , /(z) 等 于 一 个 在 解析 的 函数 h(z)， 换 句 话说 , f(z) 在 
z 的 奇异 性 仅仅 是 因为 /(z) 在 z 处 没有 定义 ， 或 者 被 "特别 地 "定义 ， 由 于 函数 h(z) 在 an 处 解 
H, CERE zn 的 某 一 邻 域 内 有 界 ” ， 所 以 我 们 有 如 下 引 理 . 
引 理 $ Xu 为 的 可 去 奇 点 ， 则 
(i) 7z) 在 ao 的 某 一 去 心 国 邻 域内 有 界 . 
Cii) S 248 T z, B, f(a) RACKA 
(iii) & z, 处 可 以 重新 定义 f), ， 使 得 所 得 到 的 新 函数 在 z 解析 . 
反之 ， 如 果 一 个 函数 在 孤立 奇 点 的 某 一 去 心 邻 域内 有 界 ， 则 此 奇 点 是 可 去 奇 点 ; 这 个 结论 
的 证 明 见 习题 13. 

显然 ， 可 去 奇 点 在 解析 函数 的 理论 中 不 太 重要 .但 正如 下 面 引 理 6 和 引 理 8 中 我 们 将 要 看 
到 的 ， 在 给 出 其 他 类 型 奇 点 的 紧 致 刻画 时 ， 这 一 概念 有 时 会 有 所 帮助 . 

M zo 为 /(z) 的 mm 阶 极点 时 ， 函 数 (x) E zo 的 某 一 去 心 邻 域内 的 洛 朗 级 数 为 


z a-n 2-0) e Sa 
f) Go 7 1o 
ta + alia) *a(s-2) + (a, 90), (4) 


例如 ， 
ell E LODDAT dit oE 
s03(re4gt)tz* "x3 


7 
以 z=0 为 2 阶 极点 ， 而 
sinz _ 1 TAE a Ll 1 1: 
Fi -9-st8)* 次 
以 z=0 为 4 阶 极点 . 
一 阶 极点 称 为 单 极点 ， 例 如 ，z =0 是 函数 (sinz)/z 的 单 极点 . 
由 (4) 式 ， 可 以 得 到 极点 的 如 下 特征 : 


引 理 6 doXa, 为 函数 /的 mm 阶 极点 ， 则 对 所 有 的 整数 《<m， 当 zzo 时 ，1 (ron) f(z) 1 
>e, ÆR 为 (z-zo)"j(z) 的 可 去 奇 点 ， 特 别 地 ， 当 z 趋 近 于 极点 8 时 ，| f(z) 1 一. 
证 由 (4) 式 知 ,在 za 的 某 一 去 心 邻 域内 有 
(z-2)"f(2 2-a.*a.4(z-z)*:7, (5) 
因为 没有 负 军 项 ，(z -za)"/(z) 的 奇 点 n 是 可 去 的 ， 此 外 ， 当 zz MICE 
0. 所 以 对 于 任意 整数 《<m， 当 zz OM 
1 (z -20) f(z) = 


Lu G-agYMfG e, (6 
7-7) 


( 


[9 这 是 因为 (z- za)” (0, a „#0. Li 


O 即 存在 点 z, POSEMURURCICM 使 得 对 这 个 邻 域内 所 有 的 =，1 h(z) 1 RM. 
O 记号 "rz 时 ，! h(z) 1 一 w=" 指 的 是 当 z 充 分 接近 z Rt, | h(z)1 大 于 任 童 给 定 的 数 
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引 理 7 z Jh AC f 9 m 阶 极点 的 充分 必要 条 件 是 在 z 的 某 一 去 心 领 域内 有 


2 80) 
N= ET (7) 


其 中 在 z。 处 解析 并 且 &(zo) 天 0. 
证 如 果 za 为 函数 了 的 严 阶 极点 ， 则 由 (5) 式 知 ， 在 za 的 某 一 去 心 邻 域内 有 (z 8)" f(z) = 
&(z) ， 其 中 


glz) i= an tannal) nm 
4 g(x):7a.,s0, Wl g f£ z, 解析 并 且 不 等 于 0. 从 而 式 (7) 成 立 . 
现在 假定 式 (7) 成 立 ， 记 8(z) 的 泰勒 级 数 为 
glz) = bo +b,(z- z) tbh(r-z)s*-. 
则 /在 z 点 附近 的 洛 朗 级 数 必 为 
a). hs b, » 
(2-2) (G-zu) (G-za)" 
H b -g(n)*0, ERX z REO m Fri [] 
例 1 确定 函数 (sinz)/(z* -1)* 的 奇 点 z=1 的 类 别 . 
解 ”因为 函数 


sinz _ (sinz)/(z + 1)? 
G -0D G-0D' 
并 且 它 的 分 子 解 析 ， 在 z=1 处 不 等 于 0， 由 引 理 7，z = 1 是 函数 的 2 阶 极点 . " 

例 2 证 明 有 理 函 数 的 奇 点 只 能 是 可 去 奇 点 或 极点 . 

证 ”有理 函数 可 表示 为 两 个 多 项 式 的 比值 P(z)/Q(z) 的 形式 ， 并 且 它 在 复 平面 上 除去 
QU) 的 零点 外 处 处 解析 ， 如 果 Q(z) 有 一 个 m 阶 零点 aa， 则 Q(z) = (:-zo)"g(z) ， 其 中 9(z) 为 
多 项 式 并 且 9(zo) #0. 

如 果 P(z) 关 0， 由 引 理 7 得 

P(2) _ 1 P(z) 

QG)  G-z)"«(* 
于 是 za 为 P(z)/Q(z) 的 mm 阶 极点 ， 另 一 方面 ， 如 果 PC) -0, ig P(z) = (z-z)"p(z)， 其 中 
及 为 n 阶 零点 [这 里 不 考虑 P(z) =0 的 平凡 情况 ]; 则 

P(z) _ (G-2) p) 

Q(z) (G-z) «G)' 
ER, In nem, Wiz, 为 P(z)/Q(z) 的 一 个 极点 ; 如 果 nm, z 为 P(z)/Q(z) 的 一 个 可 去 
奇 点 . LI 

用 前 面 的 分 析 方 法 ， 容 易 推出 下 面 的 关于 零点 与 极点 关系 的 定理 ,证 明 留 给 读者 ( 习 
Bia). 

/— 8S £zud5fmHEEX, NCXVU/EmHHR KE, $n AfA mA, 
则 它 为 1/f 的 可 去 青 点 ， 如 果 定 义 (1/ 有 )(z6) -0, A z X 1/f É m HE. 
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一 些 人 可 能 认为 当 z 趋 于 极点 时 ， 显 然 有 1 f(z) | 一 2， 我们 的 分 析 没 有 必要 .然而 当 z 
趋 近 于 本 性 奇 点 时 他 们 会 惊讶 地 发 现 ， 这 样 的 性 质 不 再 成 立 ， 我 们 有 如 下 定理 . 
定理 17( 皮 卡 定理 ) ”函数 在 末 性 奇 点 的 任意 邻 域内 ， 可 以 取 任意 一 个 复数 为 函数 值 ， 至 | 
多 有 一 个 值 例外 . u B 

LEIDITIITIBEIYTD MEDDPIDILDILUCIMEELELI EE LI 
斯 特 拉 斯 定理 ， 我 们 用 下 面 的 例子 说 明 皮卡 ?定理 . 

例 3 对 函数 e“ 在 z=0 附近 验证 皮卡 定理 的 结论 . 

证 (首先 注意 到 z=0 是 本 性 奇 点 ; 参见 5.5 HAI) BR e RREN. RM, WMR cz*0， 
可 以 证 明 当 1 z1 小 于 任意 的 正 数 。 时 ，e“ 取 到 值 Xie, EEA 

loge = Log! cl +i Arge +2nmi (n=0,+1,+2,.…) 

(参见 3.3) ， 通 过 选取 充分 大 的 n， 可 以 找到 loge 的 一 个 值 8588 11 >1/s. &z=1/w, W 
Izi «e, 并 且 


e^" ze cem 


(为 了 进一步 得 到 e% 在 其 本 性 奇 点 附近 奇特 的 性 质 ， 建 议 读者 绘制 曲线 e1 =s 的 草图 
(习题 16) ,其 中 s=1, T. 2, i 3, m) " 


从 前 面 的 结果 我 们 看 到 ， 函 数 的 三 种 不 同 的 孤立 奇 点 在 奇 点 附近 具有 不 同 的 性 质 ， 所 以 ， 
设 ao 为 了 的 孤立 奇 点 ， 如 果 厂 在 an 处 有 界 表 示 zo 是 可 去 奇 点 ， 当 z-+zo 时 ， 趋 于 om 表示 zo 是 
极点 ， 当 z-*zo 时 ，J(z) 既 不 有 界 也 不 趋 近 于 wm ， 则 zo 必 为 本 性 奇 点 ， 在 不 方便 求 出 函数 的 洛 
朗 展 开 式 的 情况 下 ， 要 确定 奇 点 的 类 型 ， 往 往 要 用 到 这 些 特征 . 

例 4 确定 函数 sin(1 -z…) 的 奇 点 和 零点 的 类 别 . 

解 因为 sinw 的 零点 只 有 在 w 取 "的 整数 倍 时 得 到 ， 所 以 只 有 当 


" 
l-7 =nn 


时 ， 函数 sin(1 -z') 有 零点 ， 即 
1 


(n=0,+1,+2,.…). 


E 


um 
此 外 ， 因 为 函数 在 这 些 点 的 导数 为 
sin(1 -z') > Ten -2 ) 
so)! "m 
= (1 - nm)'cosnm s 0, 

所 以 这 些 零点 都 是 单 零点 - 

sin(1 -~z-") 的 唯一 奇 点 是 z=0. 如 果 让 = 沿 正 实 轴 趋 近 于 零 ， 则 sind -z”) 在 +1 之 间 振 
dé. 这 样 的 性 质 只 能 是 本 性 奇 点 的 特征 性 刻画 . " 


BUS MERR SC) = (tanz)/z 的 零点 和 极点 的 类 别 . 
解 因为 (tanz)/z = (sinz)/(zcosz) ， 它 的 零点 只 能 是 sinz 的 零点 ; 即 z=nm(n=0，+1， 


名 “皮卡 (Charles Emile Picard, 1856—1941 ) f£ E $t Ecole 中 心 工作 期 间 培 训 了 超过 10 000 位 工程 师 . 
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+2，…)。 然 而 :=0 实际 上 是 奇 点 ， 此 外 ，eos 的 零点 = (ne) 也 是 奇 点 ， 我 们 依次 验 
证 这 些 事实 ， 
如 果 n 是 一 个 非 零 整数 ， 不 难 证 明 := nr EHE REEL EU. 
在 点 z=0 附近 ， 我 们 有 
ta sinz 1 


T 
"P TGee met rt5 
PR pod E Cg. 
z ~ zos  icos^ 3] +51 


Node 
友人 二 于 和 二 
并 且 当 250 Ht, (tanz)/z—1. 所 以 z=0 为 可 去 奇 点 . 


最 后 ， N» (n (n -0. sl. x2, =) cosz 的 单 零点 ， 容 易 看 出 f(z) 以 这 些 


点 为 单 极点 . m 

下 面 的 定理 18 归纳 了 上 述 三 类 孤立 奇 点 的 各 种 等 价 性 质 ， 为 简便 起 见 ， 我 们 用 逻辑 学 的 
符号 "所 "表示 逻辑 等 价 ; 可 以 理解 为 " 当 且 仅 当 ”. 
”定理 18 如果 z 为 了 的 孤立 奇 点 ， 则 下 列 等 价 关 系 成 立 : 

CD) ATASI fI dE zy 的 邻 域 内 有 界 所 zzo WE, fU) LEA E o f) de zy 处 的 值 
可 以 重新 定义 ,使 得 /在 z 点 解析 . 

Gija JM ez 时 ，1 fl cd EX — 1A m»0, AA A dix, 处 解析 的 函数 
g, glz) 0， 使 得 /可 表示 为 /(z) =g) Gu)" 5 X. 

(üi)z, X X dE f(z) | BER Ez, AAR, 在 z 一 zo。 t, | f(z) | 也 不 趋 近 于 无 
Sed ny 的 任意 邻 域内 , f(z) 可 以 取 到 任意 一 个 复数 值 ， 至 多 除去 一 个 例外 . 

有 最后， 我 们 给 出 一 些 一 般 结论 ， 正 如 前 面 我 们 看 到 的 ， 一 个 函数 了 在 点 za 的 解析 性 质 对 / 
有 极 大 限制 ; 特别 是 ， 须 是 无 穷 次 可 微 的 ， 并 且 可 以 由 它 在 zo 的 邻 域内 的 泰勒 级 数 来 表 
m. 现在 我 们 发 现 ， 如 果 函 数 了 仅仅 是 在 z 的 去 心 邻 域内 (例如 0< 12,1 <r) 有 定义 并 且 
解析 ， 那 么 它 仍然 会 受到 很 强 的 限制 .可 以 通过 看 看 要 乘 以 (z -za) 的 多 少 次 宕 来 “转化 " f(z) ， 
使 得 当 zz 时 ，(z -za)" f(z) 具 有 有 限 非 零 极限 值 ， 以 此 来 刻画 AC) AE z, 附近 的 性 质 ， 如 果 
mm 是 一 个 正 整 数 ， 则 为 1 的 m 阶 极点 , f 可 写成 g(z)/(z--z。)" 的 形式 ， HP gE z 处 解析 
且 不 等 于 零 . 如果 m 是 一 个 负 整 数 ， 则 /可 表示 为 g(z)(z -za) ”的 形式 ， 其 中 & 仍 在 z。 处 
解析 且 不 等 于 零 . 后 一 种 形式 说 明 z 为 了 的 1 m1 阶 零 点 ， 如 果 m 为 零 ， 则 az 为 了 的 可 去 
A 

仅 有 的 另外 一 种 可 能 是 不 存在 这 样 的 m， 即 没有 (z 2, ) 9E (E (2 z)" f(z) 在 z。 处 具 
有 非 零 的 极限 那么 除了 f(z) 恒 为 零 (不 值得 转化") 的 情况 ， 它 以 为 本 性 奇 点 ， 在 r 的 任 
意 邻 域内 ， 它 的 倩 可 以 取 到 所 有 的 复数 (至 多 除去 一 个 可 能 的 例外 ). 


练习 5.6 
1. 求 出 下 列 丙 数 的 孤立 奇 点 并 确定 它们 的 类 别 . 
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四 


a 


15. 


16. 


3 
Żal cosz 


NI d 
DENT (bae (OREL es Gu 
(e)tanz (Deos( 1- =) O E (eol L) y 
. KR 
2 1 
fU) 7 ou 242) 


的 极点 z=0 的 阶 是 多 少 ? 【提示 : 考虑 1/ /(z).] 


.构造 在 复 平 而 上 满足 下 列 条 件 的 函数 /， 使 得 它们 在 除去 孤立 奇 点 外 的 区 域内 解析 . 


(&) 了 具有 二 阶 零 点 z=i 和 5 阶 极点 z=2 -3i 
(b) 了 具有 单 零点 z=0 和 本 性 奇 点 
(e) 7 具有 可 去 奇 点 z=0，6 阶 极点 z=1 MEERA =i. 
(d) /具有 2 阶 极点 z=1+i， 本 性 奇 点 z=0 和 z=1. 


,给 出 引 理 8 的 证 明 . 
,判断 下 列 命 题 是 正确 的 还 是 错误 的 


OMR za 为 /和 区 的 极点 ， 则 za 为 /+g 的 极点 . 

(b) 如 果 z, 为 了 的 本 性 奇 点 ， 为 5 的 极点 ， 则 aa 为 /+g 的 本 性 奇 点 . 

(e) MI 2 =0 为 /的 严 阶 极点 ， 则 z=0 6 fC) 09 2m 阶 极点 . 

《d) 如 果 aa 为 了 的 极点 ， 为 5 的 本 性 奇 点 ， 则 a DRR g 的 极点 . 

Ce) MUR aa OS FI m BEER, n ERU, nem, RE HRR g 的 可 去 奇 点 . 


.证明 如 果 z 为 /(z) 的 m 阶 极点 ， 则 z 为 /(:) 的 m+1 阶 极点 . 
,如果 f(a) HE D:0< 1 :1 <1 内 解析 ， 并 且 对 任意 整数 ，z** f(z) 在 D 内 无 界 , 则 :=0 是 /(z) 的 哪 种 类 型 


的 奇 点 ? 


对 函数 cos( 1/z) f£ s, = 0 处 验证 皮卡 定理 . 
,存在 以 a 为 本 性 奇 点 并 且 沿 着 从 a 出 发 的 某 一 线段 有 界 的 函数 /(:) 吗 ? 
,如果 函数 /(z) 在 区 域 卫 内 解析 ， 并 且 互 异 点 s，，z, ，…，z 分 别 为 它 的 m, m, =, m, MEA, ERF 


在 一 个 在 D 内 解析 的 西数 5， 使 得 
Ka) = (2 -2,)™ (2 - 5)? -2,)™g(2). 


。 如果 z 为 了 的 极点 ， 证 明 Ref 和 Imf 在 z, 的 任意 去 心 邻 域内 取 到 任意 大 的 正 数 值 和 负数 值 
n 证明 : 如 果 za 为 几 z) 的 亚 阶 极点 ， 则 za H gla): =/"(z)/ [(z) 的 单 极点 . 在 g(:) 的 洛 朗 展 开 式 中 (一 


DELITO 


n Bbas HSMR, ORB. f(z) 在 z 的 菜 一 去 心 邻 域内 有 界 ， 用 洛 朗 系数 的 积分 公式 直接 证 明 对 所 有 


的 j=1, 2, =, dia 20; 即 必 为 f(z) 的 可 丢 奇 点 - 


, 不 用 皮卡 定理 ， 证 明 卡 索 拉 贡 一 狠 尔 斯 特 拉 斯 定理 : 如 果 z。 为 /(z) 的 本 性 奇 点 ， 则 在 点 a 的 任意 去 心 邻 


WA, KA AGO 可 以 任意 接近 于 预先 给 定 的 任何 复数 值 [提示 : 设 * 为 任意 给 定 的 复数 ， 若 假定 在 点 z 
的 任意 小 的 去 心 邻 域内 ，1 f(z)-cl >5>0， 则 由 习题 13, 证明 z, Z8 f) -ec[ 从 而 /(:) 自 身 ] 的 可 去 
奇 点 或 极点 . ] 

证 明 : 如 果 am 为/(z) 的 本 性 奇 点 ， 则 也 为 函数 ef ”的 本 性 奇 点 . [提示 : EN r 时 eh” 既 不 是 有 界 
的 ， 也 不 ( 按 模 ) 趋 于 无 穷 . ] 


前 出 s=1， 让 ,2， 方 ， 3，… 时 的 阶层 曲线 1 e" 1 =s 的 图 像 ， 并 且说 明 它们 在 e” 的 本 性 奇 点 :=0 处 都 


O PRR Felice Casorati，1835 一 1890) ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Kar Theodor Wilbelm Weierstrass，1853 一 1897)， 分 析 学 科 


在 族 尔 斯 特 拉 斯 的 讲义 中 得 到 发 展 ， 他 建立 了 未 来 数学 的 严格 标准 . 
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kA. [提示 : 阶层 曲线 都 是 圆周 . ] 
17. 按 以 下 步 怠 证 明 施 瓦 艾 引 理 : 
( 施 瓦 英 引 理 ) AX/&XGREUU: <1 肉 解析， 并 且 满 足 条 件 /(0) =0， 对 内 所 有 的 z， 
| fi)! <1,， 则 对 上 内 所 有 的 z,，| fI <1z1. 
(a) SE XL F(a): = f(2)/2, 290, 并 且 F(0) =/"(0). WEA FTE U RRN 
(b) 令 8( 0) 为 U 内 任意 国定 点 ,7 为 满足 1 51 <r<1 的 任意 实数 . 用 最 大 模 原理 证 明 ， 如果 C, RRA 
BE: =r, W 


LEG) 0 mac LO T < 
mE. F 


(HEMP r=, HURRAH HIDI Sig. 

18. 设 函 数 / 满足 施 瓦 蒋 引 理 ( 习题 17 ) 的 条 件 . 证 明 : ME URERA, l fx) 1 = d nd ， 则 了 必然 
EEA f(a) se z 的 函数 ， 其 中 8 为 一 实数 . 还 可 以 证 明 MUR 1"(0) | =1, /必然 也 具有 这 种 形式 . 

19. ELAR AG) H 


1 1 2z 
WO = 


(a) 证 明 除 可 去 奇 点 z=0，+ 上 外 ，A(z) 在 圆 盘 | :1 <2m 内 解析 . 


(b) 求 出 h(:) 在 z=0 处 的 泰勒 级 数 的 前 四 项 ， 并 求 出 这 个 级 数 的 收 但 半 径 . 
(e) 用 (b) 的 结果 求 esez = 1/sinz BETEIBISRME m< 1 :1 «2m 内 的 洛 并 级 数 展开 式 的 前 几 个 系数 ( 负 寡 项 和 正 
"qu. 
5.7 无 穷 远 点 


从 5.6 节 中 对 奇 点 的 讨论 可 知 ， 如 果 映 射 为 具有 一 个 极点 的 解析 函数 ， 它 会 把 极点 附近 的 
点 映 为 距离 难以 确定 的 点 .读者 一 定 会 想到 把 函数 /在 极点 的 值 取 为 ， 然而， 在 给 出 合适 的 
定义 之 前 ， 我 们 应 该 了 解 与 此 有 关 的 一 些 知识 让 我 们 仔细 研究 一 下 1/z 在 z=0 处 的 性 质 . 

当 z 沿 正 实 轴 趋 近 于 0 时 ，1/z BEF EZR”; 当 z 沿 负 实 轴 趋 近 于 0 时 ，1/z 趋 近 于 
“MEF”; 如 果 z 沿 正 虚 轴 趋 近 于 0， 那么 1/z 趋 于 什么 数 呢 ?“ 无 穷 的 -ii 倍 吗 ?” 如 果 我 们 用 
符号 m 表示 1/0， 肯 定 会 想到 要 把 所 有 这 些 “ 极 限 "都 看 作 同一 个 数 ; 在 几何 上 ， 我 们 把 它 称 之 
为 无 穷 远 点 ，( 可 以 说 ) 它 可 以 通过 沿 复 平 面 上 任意 方向 无 限 前 进 达 到 . 

在 1.7 节 中 ,我 们 详细 讨论 了 复数 系 含有 无 穷 远 点 的 情形 ， 回 亿 当 “wm "被 加 入 到 复数 集 
后 ， 所 得 到 的 集合 C = CU | o } 称 为 扩充 复 平面 ，( 通 过 球 极 射影 ) 它 可 以 用 黎 曼 球面 上 的 点 表 
示 ， 这 时 ，% 的 邻 域 正好 是 以 北极 为 心 的 球 冠 ( 见 图 1-22) ， 它 与 扩充 复 平面 上 圆周 1 :1 =M 
外 部 的 所 有 点 的 集合 相对 应 并且， 对 于 C 上 的 一 个 点 列 z,(n =1，2， 3, =), WRR n E 
分 大 时 ，1 z, 1 可 以 任意 大 ， 则 点 列 zs, Fo. ; 

BEDA, S zn ht, 1 f(z) 1 ERO, Ila) =w, zoe M, f) 9, fo) =w 例 
m. 


2:41 
fae. a) 


O ” 确 切 地 说 ， 如 果 对 任意 的 则 >0， 存 在 5>0 使 得 0<1z-zail <8 时 ,| f(z)! >M, RE fi) em. 


286 


287 
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则 f(1) =%,f(%)=2. 

HF hlz) =2z+1, 我 人 有 h(w)=%. 

有 了 上 面 的 准备 之 后 ， 我 们 给 出 函数 在 的 其 他 概念 以 及 讨论 它 “ 在 % 的 解析 性 "就 方便 
多 了 .对 于 /在 wm 的 解析 性 质 ， 可 以 先 做 映射 w = 1/z， 将 无 穷 远 点 映 为 原点 ， 然 后 根据 复合 函 
数 g(w):= f(179) ERA o =0 的 性 质 来 分 类 ， 于 是 

1. 如 果 f(1/w) 在 w=0 解 析 ( 或 者 w=0 为 /(1/w) 的 可 去 奇 点 )， 则 称 f(z) feo 解析 . 

2. 如 果 w=0 是 f(1/w) 的 m 阶 极点 ， 则 称 w 是 f(z) 的 m 阶 极点 . 

3. 如 果 w=0 是 J(1/w) 的 本 性 奇 点 ， 则 称 % 是 /(z) 的 本 性 奇 点 . 

由 定理 18， 我 们 可 以 把 对 于 在 某 个 圆 盘 外 解析 的 函数 的 这 些 条 件 理解 为 : 

V. 如 果 对 充分 大 的 1 z1 ，1 /f(z) 1 ERR, MES OO TES 解析 . 

2'. 如果 zw 时 ,f(z) 一 mw ， 则 称 z 为 f(z) 的 极点 . 

37. 如果 对 充分 大 的 1 z1 ，1 f(z) LX, Ss IH, | fO) | 也 不 趋 于 无 穷 ， 则 称 %。 
为 /(z) 的 本 性 奇 点 

BEI 确定 函数 +2，(iz+1)/(z -1) 和 sinz 在 % 的 奇 点 类 别 . 

解 显然 是/(z) =r +2 的 极点 ， 因 为 


1 1 
(l2 
以 w=0 为 2 阶 极点 ， 所 以 = 为 /z) 的 2 阶 极 点 . 
ID zoe 时， 
iila 
z-1 d 
函数 在 am 解析 . 
最 后 ， 考 虑 sinz， 即 使 对 实数 :， 当 zw 时 ，sinz 也 没有 极限 ( 它 是 振荡 的 )， 所 以 m 必 为 
它 的 本 性 奇 点 . " 


$2. RA TES. TE XO I ERE At Aee Hr h EIC 
解 因为 /在 wm 解析 ， CEI: DM 时 有 界 ， 由 连续 性 ， 当 1 z1 «M 时 了 也 是 有 界 的 . 
所 以 , /是 有 界 整 函数 。 由 刘 维 尔 定理 ，/ 为 常数 . " 
例 3 将 所 有 在 扩充 复 平面 上 除 一 个 极点 外 处 处 解析 的 函数 分 类 . 
解 ” 如 果 /(z) 有 一 个 极点 ， 不 妨 设 某 一 有 限 点 z 为 它 的 m 阶 极点 ， 则 f 的 洛 朗 级 数 
[UN a V a 
fd = Tr G EL merae AAG -2) (2) 


对 所 有 的 zz 均 收 敛 . 并 且 , 因 为 我 们 已 经 假设 za 关 m ,函数 /在 o 必然 解析 ,所 以 在 % 有 界 . 
那么 由 式 (2) Lr» a, (z - zo)" 定义 的 整 函数 也 在 oo 有 界 ; 所 以 它 必 为 常数 , 即 等 于 ao 从 


”一 些 作者 也 允许 w 为 可 去 奇 点 ， 但 是 我 们 觉得 由 这 一 一 般 性 得 不 到 什么 .当然 , f(z) 以 为 m 阶 零点 同 /{1/w) 以 
0 为 严 阶 零点 相对 应 - 
O 另外 一 种 方法 ,也 可 以 从 sin( 19) € w=0 的 洛 朗 展开 式 直接 得 到 - 
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而 ,这 样 一 个 函数 7 的 最 一 般 形 式 为 


js is uic iE c 
AOT Inr Gem T teca e e 
MRHAR, MSO DURAS BUR. JERRTDUACROR AT ERES 
L) -aa p San ppf, San 
AE) EASE e Xe (4) 


因为 所 z) 在 z=0 附 近 有 界 ， 则 对 于 充分 大 的 1 wl ,f(1/w) 有 界 ， 类 似 前 面 的 讨论 得 ， 当 n> 
Ol, a, =0. 所 以 式 (4) 变 为 
TORTE EET RETA (5) 
RD f(2)d& z 69 $ ES 
公式 (3) 和 (5) 将 扩充 复 平 面 上 仅 具 有 一 个 极点 的 所 有 函数 归 了 类 . L] 
注意 富 克 斯 方程 的 理论 是 建立 在 对 扩充 复 平面 上 奇 点 的 考虑 的 基础 上 的 ， 这 有 益 于 将 许多 
在 数理 学 中 提出 来 的 所 谓 的 “特殊 函数 "联系 起 来 ， 参 考 文献 [3] 中 讨论 了 这 一 应 用 . 


练习 5.7 
1 确定 下 列 各 函数 在 w 的 奇 点 类 再 (如 果 是 零点 或 极点 ， 说 明 它 的 阶 ). 
a) e (b) coshz wH 
(4) 4t (o) £S (De 
FT 
sinz 1 iy Quat 
(o 8E wi (De 


" 


n 证明: 如果 /(:) 在 解析 ， 则 它 具有 在 菜 个 团 盘 外 一 致 收 伊 的 级 数 属 开 式 
fj) = 了 工人. 
ec 


- 


对 下 面 的 函数 构造 习题 2 中 描述 的 级 数 . 


n wi wz 
z +l rad] 
4. 对 以 e 为 本 性 奇 点 的 函数 证 明 皮 卡 定理 (5.6 节 ) ， 并 对 函数 。 进行 验证 、 
如 果 JC 是 满足 desP < degQ BUSCO MUERE m 作为 鹤 点 的 阶 数 是 多 少 ? 
6. 设 7 在 简单 页 向 闭 周 线 下 上 和 它 的 外 部 解析 ， 如 果 进 一 步 假定 /在 wm 解析 并 且 A) = 0， 证 明 对 三 以 外 所 


有 的 =， 有 


P 


no 25$ ar 


pr 
[提示 : 对 圆 环 内 的 点 z 应 用 柯 西 积分 公式 并 且 让 外 半径 趋 近 于 m., ] 
.证 明 : 如 果 / 在 简单 闭 周 线 三 上 和 它 的 外 部 解析 ， 并 且 以 = 为 2 阶 或 更 高 阶 零 点 ， 则 


[A2 = 0. 
如 果 仅仅 假设 /以 = 为 单 鹤 点 ， 这 个 积分 为 零 吗 ? 


RI 
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3H8-123 f ER. 
8. (a) 证 明 解析 函数 /在 其 m 阶 零点 z 的 某 一 邻 域内 可 以 表示 为 (z- za) letel WER, Hh e 是 常数 ， 


eGOMBOER I eG) 1 < 1e1 7100.( Bst REA X) 


(b) 证 明 解析 函数 /在 其 m 阶 极点 zo 的 某 一 邻 域内 可 以 表示 为 (z 7x) [ee (OD ] 的 形式 ,其 中 c 是 常数 ， 
7(z) 解 析 并 且 1 n(z) 1 «1c! /100. 
9. B f(z) 是 一 个 有 理 函 数 (多 项 式 的 比 ) WMR Rez >0 时 ，Re /(:) >0， 则 称 函 数 (2) 为 一 个 正 函数 ，1931 
年 Otto Brune 证 明了 当 :看 作 “ 虚 频率 "iw 时 ， 任 意 电 路 的 复 阻抗 一 定 是 正 函 数 (参见 3.6 15). 
(a) WEBA 3. 6 节 中 所 研究 的 电路 的 复 阻 抗 
R/iwC i. 
a = Rait Cb 
将 iw 用 : 壹 代 后 是 正 了 两 数 (对 正 的 R,，L 和 CC). 
(b) 证 明 复 导 纳 1/R. 也 是 正 函数 . 
(e) 推 广 : 证 明 任意 正 函 数 的 倒数 也 是 正 函 数 . 
10. 考察 因子 (z-z) “中 符号 的 变化 ， 用 上 题 的 结果 证 明 ， 如 果 / 了 是 一 个 正 函 数 ， 
(a)/ 在 右 半 平面 没有 极点 或 零点 ; 
(b)/ 的 纯 虚 的 极点 或 零点 (如 果 有 ) 必 然 是 单 (1 阶 ) 的 并 且 相 应 的 习题 8 中 的 常数 。 为 正 实数 . 
11, 推广 上 一 是 的 结论 ， 证 明正 函数 要 么 在 % 解析 并 且 不 等 于 零 ， 要 么 以 % 为 单 极点 或 单 零点 ， 这 对 多 项 式 的 
分 子 和 分 母 的 次 数 说 明了 什么 ? 
12，(a) 设 /为 在 虚 轴 上 没有 极点 的 正 函 数 ， 应 用 4.7 节 的 极 大 极 小 定理 证 明 Ref 在 闭 右 半 平面 的 极 小 值 在 虚 
轴 上 取 到 (包括 无 穷 远 点 ). 
(b) 应 用 习题 10 给 出 的 /的 虚 极 点 的 特征 去 挤 (a) 中 “无 极点 "的 限制 [提示 : 用 饮 齿 形 的 周 线 . ] 
(6) 证 明 : 如 果 / 是 存 右 半 平 面 上 解析 的 有 理 耳 数 ， 在 虚 轴 (包括 无 穷 远 点 ) 上 仅 有 具有 正 “ 留 数 "(习题 8 中 
的 常数 “) 的 单 极点 ， 并 且 在 虚 轴 上 满足 Ref>0， 则 了 是 一 个 正 函 数 . 


13，(a) 证 明 : 不 存在 在 1 z1 >1 内 解析 的 (z - 1) “的 ( 单 值 ) 分 支 [提示 : 考虑 无 穷 远 点 . ] 
《b) 证 明 : 的 确 存在 在 1 :1 >3 内 解析 的 [(z-1)(z-2)(z-3)]” 的 ( 单 值 ) 分 支 . 
*5.8 解析 延 拓 


当 给 出 计算 在 区 域 内 解析 的 函数 /的 公式 或 算法 时 ， 通 常 很 想 知道 这 个 “解析 区 域 ”是 否 
可 以 扩大 一 即 是 否 存在 在 较 大 区 域 上 解析 的 函数 对 D 上 的 点 *， 它 的 值 同 f(z) 在 这 一 点 的 
值 相 等 ， 这 时 称 是 /的 解析 延 拓 . 

在 某 些 情况 下 也 用 到 这 一 术语 ， 例 如 , /的 原始 定义 域 不 是 第 1 章 意义 下 的 一 个 真实 的 “区 
域 "(从 而 原始 函数 /不 解析 ) 的 情况 .我 们 已 经 遇 到 过 这 种 意义 下 解析 延 拓 的 一 些 简单 的 例子 ; 
例如 ， 把 实 多 项 式 x* +1 扩充 为 复数 z* + 1， 把 函数 /(x) = +1 从 实 轴 解 析 延 拓 到 全 平面 C 
E RK e, sinz 和 logz 都 可 用 解析 延 拓 来 解释 . 

解析 延 拓 在 许多 工程 系统 的 分 析 中 被 提出 ， 在 那里 会 遇 到 描述 以 w 为 频率 的 激发 系统 响应 
函数 /(w)( 见 3.6 节 ). 了 关于 * 复 频率 值 " 的 解析 延 拓 通常 最 有 意义 ， 事 实 上 ， 在 第 8 章 中 我 
们 将 用 这 个 方法 将 傅 里 叶 变 换 和 拉 普 拉 斯 变换 联系 起 来 . 

解析 延 拓 可 以 是 一 个 细微 的 过 程 ， 确实 ， xz + 1 延 拓 为 2 +1 仅仅 是 一 个 公式 化 的 延 拓 方 
法 ; 但 恒等式 ( 见 4.4 节 ) 
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& i pens MIROR. 
c£: 710, 如 果 z 在 C 外 
表明 对 函数 /(z) := Zril = 常数 ) ,在 C 内 成 立 的 “公式 "| df/(Z - 2) 不 是 /在 5 外 的 正确 解析 延 
拓 . 

下 面 考虑 关于 解析 延 拓 的 一 些 有 趣 问 题 ， 对 于 在 区 域 D 内 解析 的 函数 ， 越 过 D 的 边界 或 
部 分 边界 的 解析 延 拓 总 是 可 能 的 吗 ? 延 拓 函 数 玉 是 唯一 的 吗 ? 存在 得 出 的 计算 法 则 吗 ? 本 节 
我 们 将 初步 讨论 这 些 问题 

泰和 级 数 是 研究 解析 延 折 的 工具 之 一 ， 我 们 候 定 这 样 一 种 情形 :需要 研究 由 级 数 


Ka) y CE a) 


定义 的 函数 f(z)， 例 如 ， 应 用 5.3 节 例 ! 中 的 赛 级 数 的 方法 ， 通 过 求 微分 方程 
y+ =0 (2) 
z 

满足 初始 条 件 
7(1) =0，yY(1) =1 (3) 
的 特 解 而 得 到 (1) 式 . [事实 上 , f(z) 是 一 个 众所周知 的 函数 ,但 是 为 了 解释 得 更 清楚 一 些 ， 日 
前 先 不 去 确定 它 . ] 

因为 微分 方程 (2) 中 的 系数 仅 在 z=0 处 不 解析 ，5. 3 节 中 引入 的 初 值 定理 保证 级 数 (1) 的 
收敛 圆周 至 少 可 以 扩展 这 一 点 ， 所 以 ， 可 以 说 我 们 已 知道 解析 函数 /在 C: 1 2-11 =1 内 的 值 
(或 者 更 确切 地 说 ， 在 C 内 可 以 准确 地 计算 出 f(z) 在 任意 点 及 其 导数 的 值 )， 特 别 地 ， 我 们 “ 知 
道 " 这 个 函数 及 其 导数 在 图 5-6 中 点 z, 的 值 . 

由 这 些 数 据 ， 可 以 构造 宪 级 数 


Par EE (4) 
当然 ， 这 是 解 /在 以 a 为 心 的 菜 个 加 内 的 泰勒 级 数 ， 至 少 可 以 保证 它 在 图 5-7 的 小 圆 C' 内 收 但 
于 /， 其 中 /已 知 是 解析 的 ， 然 而 ， 初 值 定理 进一步 告诉 我 们 ， 备 级 数 (4) 在 从 z, 延 拓 到 经 过 原 
点 的 大 圆 C" 内 收敛 (这 也 是 因为 微分 方程 的 系数 在 C" 内 解析 )， 所 以 我 们 已 经 通过 级 数 (4) 解 
析 延 拓 了 函数 /， 即 将 它 的 解析 区 域 延 拓 到 了 圆 C 的 外 边 . 


|. 


图 5-6 级 数 (1) 的 收敛 图 图 5-7 指定 的 收敛 圆 
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级 数 (1) 所 定义 的 函数 实际 上 是 Logz， 读 者 可 以 直接 验证 (1) 就 是 Log 的 泰勒 级 数 ， 并 且 
Log 满足 微分 方程 (2) 和 初始 条 件 (3). 这 个 解 确实 在 z = 0 不 解析 ， 而 圆 C 和 C" 确 实 是 收 
ABI. 

为 了 继续 我 们 的 研究 ， 需 要 介绍 一 些 专用 名 词 ， 它 包含 了 刚才 所 分 析 的 特殊 情况 . 

定义 9 假设 /在 区 域 DD, AMH, g ERA D, AMH. wR DND, EE, LY DNA 
D, 中 所 有 的 z，/(z) =&(z) ， 则 称 5 是 了 到 D, HERRN EH. 

在 上 面 的 例子 中 ， 第 一 个 区 域 D, 是 C 的 内 部 ， 第 二 个 区 域 p, 是 CHAR, s ERAM 
(4) 的 和 ， 实 际 上 ， 我 们 没有 证 明 在 整个 “透镜 形 " 区 域 D, OD, 上 f=g， 而 只 在 C' 内 建立 了 这 
-等 式 ， 所 以 要 用 下 面 的 定理 说 明 (4) 确 实 是 /(z) 到 D, 的 一 个 直接 解析 延 拓 

定理 19 RXFAEXDRAME, HLADA- ADALETE, HCASADBR2AE. 

证 ”由 假设 , D 包含 一 个 团 盘 NV， 不 妨 设 
它 的 圆心 为 z。， 使 得 对 N 上 所 有 的 z, F(z) = 
0. 假设 定理 的 结论 不 成 立 ， 则 存在 D 内 的 某 
一 点 ,使得 F(z,) 关 0. 设 丁 为 D 内 连接 
和 的 一 条 路 径 ，( 见 图 5-8. ) 当 z 沿 厂 从 亏 
开始 移动 时 ， 起 初 我 们 只 观察 到 FC) =0 的 
那些 点 ， 然 而 ， 最 终 必 然 会 遇 到 具有 如 下 性 质 
LITT 

OHT EEF o RKA z, H Fl) -0. MTN ENAR 

(iD 在 P EXCEL RERUET: o WA z, W FC) 0 IHE 4. 6 节 定理 23 的 证 明 中 有 类 
似 情况 ). 

首先 ， 我 们 注意 到 ， 由 条 件 (i) 推 出 ， 在 厂 上 位 于 名 之 前 的 部 分 ，F(z) 的 导数 为 零 ， 这 是 
因为 在 曲线 的 这 一 部 分 上 的 任意 点 z， 我 们 可 以 通过 让 7 沿 着 厂 的 这 一 部 分 趋 于 来 计算 

F'(z) = lim EG EO), 
p 


zm 
其 中 P(5) =F(z) 20. 从 而 极限 为 零 . 依 此 类 推 ， 得 
F'(z) = lim EG) — FG). > jim0 =0， 
pa d: p» 


ER pu 
依 此 一 直 进 行 下 去 ， 可 得 : 在 和 上 位 于 中 之 前 的 部 分 ，F(z) 的 所 有 阶 导数 都 为 零 ， 然 后 ， 再 
出 连续 性 ， 在 点 处 及 其 所 有 阶 导数 也 全 为 零 ， 这 就 是 说 在 :=w 的 泰勒 系数 全 为 零 ; 即 
下 必然 在 以 o 为 心 的 菜 一 园 盘 内 为 零 ， 但 是 这 同 条 件 (ii) 矛 盾 ， 所 以 我 们 关于 FF 不 恒 为 零 的 假 
定 是 错误 的 . " 

推论 4 PRSP RERADAMM, ERASTDEX—E&hf-g, MASA D 
内 /=&. 

证 REHE F: =f-g 应 用 定理 19. u 
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现在 回 到 图 5-7 中 所 描述 的 情形 的 讨论 ， 我 们 可 以 得 出 结论 : 因为 级 数 (1) 和 (4) 在 圆 C' 
内 相等 ， 它 们 必然 在 由 C 和 C" 的 内 部 的 交 所 形成 的 透镜 形 区 域内 相等 ， 那 么 ， 由 定义 9， 这 区 
涵 级 数 (4) 是 /(z) 的 从 C 的 内 部 到 C" 的 内 部 的 直接 解析 延 拓 . 

下 面 给 出 一 些 关 于 直接 解析 延 拓 的 结果 ， 它 们 会 被 经 常用 到 、 前 两 个 比较 简单 ， 这 里 述 而 
不 证 . 


定理 20 如 果 / 在 区 域 D, AMH, g 是 /到 区 域 D, 的 直接 解析 延 拓 ， 则 吕 数 
KG) :eD, 


F(z) := [ (5) 
g(z) zeD, 


在 D,UD, 上 单 值 解析 . 

定理 21 如 果 太 在 区 城 万 内 解析 ， 并 且 D, 是 使 得 DAD, SER BA, dX 9 D, 的 
直接 解析 延 拓 存在 ， 则 它 是 唯一 的 OO E 

定理 19 及 其 推论 可 以 推广 如 下 . 
otro |z.| 是 中 内 由 不 同 的 点 组 成 且 政 化 于 点 z 的 无 穷 序 列 . 
如 果 对 于 n=1， o Af) =0，] DA, f)=0 

E ERE, SOR PERCULIT s 的 任意 去 心 加 盘 内 部 包含 序列 |z.| 中 的 点 ， 
所 以 它 不 是 孤立 零点 ， 由 5.6 节 推论 3， /必然 在 za 的 某 一 邻 域内 恒 为 零 ， 从 而 由 定理 19， 在 
整个 区 域 也 内 f(z) =0. m 
推论 5 设 函 数 / 和 g 在 区 域内 解析 ，|z,| 为 DD 内 由 不 同 的 点 组 成 且 收 化 于 点 2 的 无 
穷 序列 如 果 对 n=1，2，…， 有 _/(z.) =g), MAERA DA, fog. 

证 仍 考虑 /-g. " 

这 一 推论 常用 来 把 一 条 曲线 上 的 一 个 已 知 等 式 延 拓 到 一 个 区 域 ， 下 面 举 例 说 明 ， 

例 1 应 用 推论 5 证 明 ， 对 所 有 的 z， 

sin'z + cos'z = 1. 

解 ”从 初等 的 三 角 学 知 ， 这 一 等 式 对 所 有 的 实数 : 成 立 ， 换 句 话说， 两 个 整 函 数 SG): 
sin'z + cos'z 和 &(z): =1 在 实 轴 上 相等 .因此 由 推论 5， 可 将 这 一 等 式 延 拓 到 整个 平面 . 

现在 ， 我 们 考虑 一 个 相关 的 问题 ， 即 沿 曲 
线 的 解析 延 拓 ， 假 设 情况 如 下 (参见 图 5-9) : 
J(z) 在 区 域 D 内 解析 ，z, 是 D 内 的 点 ，y 是 连 
dis, 和 点 2T 的 菜 一 路 径 . 

由 于 f(z) 在 z, 解析 , 将 f(z) 在 z, 处 展 成 泰勒 
级 数 ， 设 所 得 到 的 竺 级 数 在 一 个 圆 内 收敛 于 函数 
AG, iex BUS C. EC 内 ， 沿 曲线 y 前 进 直 
到 某 个 点 n, REHN OER n 处 展开 ， 得 到 的 


图 5-9 沿 曲 线 的 解析 延 拓 
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级 数 在 圆 C, 的 内 部 收敛 于 解析 函数 万 (z)， 在 C, 内 ， 再 沿 曲线 y 前 进 到 达 点 n, FHEA OER z 
处 展 成 泰勒 级 数 ， 依 此 一 直 进 行 下 去 ， 如 果 这 个 过 程 的 最 后 得 到 一 个 收敛 圆 C.， 它 包含 曲线 y 上 的 
z 和 2z" 之 间 的 部 分 ， 这 时 我 们 称 点 列 |z, ，z,，…，z,，z" | 和 相应 的 函数 |f， s fos rns /.1 构 成 了 
f(z) 沿 曲线 y 到 z" 的 一 个 解析 延 拓 ， 因 此 ， 这 个 解析 延 拓 在 zT 处 的 值 就 是 f.(z* ). 
(注意 可 能 存在 f. 不 是 的 直接 解析 延 拓 的 情况 ; 习题 6 给 出 了 这 种 可 能 性 . ) 


现在 我 们 看 一 下 ， 如 果 对 前 面 浊 到 过 的 级 数 守 (- 1)7 (2 - D) if P8 5-10 中 的 曲线 y 确 立 


-个 解析 延 拓 ,将 会 发 生 什么 事情 . 把 /(:) E 处 展开 (同上 ) ,计算 函数 /(z)，, 我们 知道 它 在 
C, 内 部 等 于 Logz. 接 下 来 把 它 在 z 处 展开 , 得 到 圆 C, 内 的 函数 及 (z) , 见 图 5-11. 


用 5-10 ” 延 拓 曲线 图 5-11 ERIR 
但 是 现在 解析 函数 /,(z) 的 解析 区 域 延 拓 到 了 负 实 轴 之 外 ,所 以 不 能 确定 在 整个 C, 内 部 有 都 和 
Logz 相等 . 然而 , f, (2) 是 定义 在 C, 内 的 解析 函数 , 它 的 值 和 导数 都 同 Logz 在 z, 处 的 值 和 导数 相 
同 ; 所 DL f Cz) 必然 等 于 logz 的 某 一 适当 选取 的 、 其 分 支 制 线 和 C, 不 相交 的 分 支 . 例如 ,对 于 0 < 
argz < 2m, 由 Log | z1+ iargz 给 出 的 分 支 在 点 z, 处 和 Loge 相等 ; 所 以 在 C, WEAS C) 相等 . 
最 后 , de f (2) 在 点 z 处 展开 , 得 到 在 C, 内 的 解析 函数 /,(z) ( 见 图 5-12). 我 们 再 次 看 到 ， 
filz) 是 Logz 在 C, 内 的 分 支 Log1 zl + iargz,0 < argz < 2m 的 ; $898, (7 1) = mi AAZ, 


区 我 们 已 经 沿 曲线 y 对 等 级 数 /(z) = Y (- D^ (z -1) 沁 进行 了 解析 延 拓 , 并 且 此 延 拓 在 - 1 点 
298| 的 值 等 于 mi 


图 5-12 ” 延 拓 的 更 多 步骤 图 5-13 延 拓 的 男 一 路 径 
研究 将 同一 函数 / 沿 图 5-13 中 的 曲线 y' 延 拓 的 结果 是 有 意义 的 . 此 时 ,这 一 延 拓 可 以 由 点 
Ltl gninis, -1 和 函数 |/,g1,8;,8;| 组 成 . 于 是 ,在 点 Ea 的 等 级 数 的 和 应 是 函数 g&:(z)， 
gala) 的 导数 同 Logz 的 导数 在 名 的 值 应 相等 ,但 它 的 解析 区 域 ( C 的 内 部 ) 可 能 包含 部 分 负 实 
轴 . 所 以 ,g,(z) 实际 上 和 g,(z) 应 等 于 分 支 
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£a.) = Logl zl +iargz,  -2m < arg: < 0. 
特别 地 ,，g3( -1) = -mi 

从 上 面 的 分 析 我 们 看 到 , f(z) 沿 曲线 y 的 解析 延 拓 在 z= -1 取 值 为 ri， 然而 它 沿 曲线 y 
的 解析 延 拓 在 z= -1 取 值 为 - ri 由 此 可 得 出 一 个 一 般 的 结论 ， 沿 曲线 的 解析 延 拓 得 到 的 值 
可 能 与 曲线 自身 有 关 ， 而 不 是 仅仅 依赖 于 它 的 终点 . 

到 现在 ， 机 灵 的 读者 可 能 已 经 猜测 到 这 一 反常 现象 的 原因 是 loge 的 所 有 分 支 在 原点 的 奇异 
性 ， 事 实 上 的 确 如 此 ， 下面 的 结论 ( 称 为 羊 值 性 定理 ) 可 以 看 作 是 沿 曲线 解析 延 拓 方法 的 一 个 
说 明 ， 

定理 23{ 单 值 性 定理 ) 设 /(z) 在 区 域 D AMA, y 和 Y' 是 连接 中 上 点 z 到 某 一 点 2 的 
两 条 有 向 光滑 曲线 进一步 假定 存在 某 个 区 域 D" ， 具 有 如 下 性 质 : 

G)HXED-iy, -y'l& T D' 内 ， 可 以 连续 形变 到 D' 中 的 一 点 . 

Cii) A2) 可 以 沿 万 内 的 任意 光滑 曲线 解析 延 拓 . 

Af y 的 解析 延 拓 与 沿 y' 的 解析 延 拓 在 z "的 值 相等 . - 

因而 , 例如， 如 果 沿 上 半 平 面 内 的 任意 曲线 将 Logs 从 z= +1 延 拓 到 := -1， 我 们 会 得 到 
值 mi， 而 沿 下 半 平 面 内 的 任意 曲线 延 拓 所 得 的 值 为 mi. 

单 值 性 定理 的 证 明 要 用 到 一 些 读者 可 能 不 太 热 悉 的 拓扑 结构 的 知识 ， 所 以 赂 去 (参见 参考 
文献 [5] )， 然 而 ， 应 该 要 注意 的 是 ， 定 理 的 结论 之 一 是 (我 们 已 经 默认 了 ) 这 样 一 个 事实 : 函 
数 沿 特定 曲线 的 解析 延 拓 不 依赖 于 点 1z,，z,，…，z,，z" 上 的 选取 一 一 严格 的 证 明 建议 读者 参 
见 参考 文献 ， 

例 2 考虑 对 Rez >0 定义 的 z ”的 主 值 分 支 函数 /(z) ， 即 这 一 分 支 在 z= ! 处 取 值 为 + 1 
求 / 沿 起 点 为 z=1， 终 点 也 为 z= 1 的 正 向 简单 闭 曲线 y 的 解析 延 拓 所 得 到 的 值 . 

解 ” 必 须 考虑 三 种 可 能 性 : 原点 在 y 上， 原点 在 y 外 ， 原 点 在 y 内 . 

情形 1: 原点 在 y 上 ， 这 时 不 可 能 沿 y 解析 延 拓 ; 因为 奇 点 在 z“ 的 泰勒 级 数 的 每 个 收敛 贺 
的 外 部 ， 不 存在 可 以 通过 “障碍 "z =0 的 点 列 和 等 级 数 ， 见 图 5-14. 

情形 2: 原点 在 y 的 外 部 ， 取 y' 为 仅 含 单 点 :=1 的 曲线 ，D' 为 整个 平面 除去 原点 所 确定 的 
区 域 ， 于 是 满足 单 值 性 定理 的 条 件 ， 所 以 沿 y'( 因而 是 y) 的 延 拓 结 果 当 然 是 +1. 见 图 5-15. 


H 


图 5-14 AAE yE 图 5-15 原点 在 y 外 


O 同 4.4.1 节 比较 - 
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情形 3: 原点 在 y 的 内 部 ， 我 们 可 以 应 用 单 值 性 定理 ， 仍 取 D' 为 除去 原点 的 平面 ， mer 
为 正 向 单位 圆周 1 =1 =1( 见 图 5-16)， 为 了 得 到 沿 y' 的 延 拓 ， 对 HRABAR. IA 
RH y' 表 示 成 参数 形式 ==e"，0<g<2mr， 显 然 “的 延 拓 在 
z=e* 处 的 值 是 e”; 于 是 在 终点 z=1 处 的 值 为 e ?= -1. 从 
而 我 们 知道 ， 沿 闭 曲 线 的 解析 延 拓 可 以 得 到 与 原来 不 同 的 函 
数值 . LI 

最 后 我 们 指出 ， 存 在 区 域 上 解析 、 但 不 能 延 拓 到 D 外 
任 一 点 的 函数 ， 这 时 D 的 边界 称 为 自然 边界 .习题 10 证 明了 
这 种 情况 ， 习 题 13 和 习题 15 讨论 的 施 瓦 英 反 射 原理 给 出 了 在 图 5-16 原点 在 7 内 
一 些 情形 下 实现 解析 延 拓 的 简单 法 则 . 


练习 5.8 

1. QU f) 在 z = 0 解析 ,并 且 f(1/n) = 17 na = 1,2,…, 求 (2z). 

证明: 如果/(:) 解析 ,并且 在 实 轴 的 某 一 段 上 ,对 : = *, /(:) 和 多 项 式 Y ax 相等 , 则 在 整个 平面 上 
名 


fa) = Xa 
3. 是 得 存在 不 恒 为 零 的 函数 /(=) , 它 在 开 圆 盘 D1 :1 < 1 内 解析 ,并 且 在 D 内 无 穷 多 个 点 上 取 值 为 零 ? 
4. 证 果 f/ 在 一 个 : = 0 的 去 心 邻 城内 解析 ,并且 对 所 有 的 mn = + 上 1, 上 2,…, /A(1/n) = 0, 则 7 或 者 全 等于零 
或 者 以 : = 0 为 本 性 奇 点 . 
db »E sizl <i. Hal al < 1) 取 何 值 时 ,由 f/(:) 在 := a 处 的 
泰勒 展开 式 可 以 得 到 JGO 扩展 到 1 :1 < 1 外 部 的 圆 盘 上 的 直接 解析 延 拓 ? 
证 明 ; 当 冰 数 / 沿 曲线 解析 延 拓 时 (如 疼 5-9 所 示 ) ,在 曲线 y 的 起 始点 z 处， 


由 /的 宕 级 数 展开 式 生成 的 第 一 个 函数 1(z) 不 一 定 是 /的 直接 解析 延 拓 . 
[提示 :选取 人 几 *) = Logz, DA z, 如 图 5-17 所 示 . 】 


7. 通过 级 数 求 和 ,证 明 - P» Vagnar- 曲线 的 解析 延 拓 . 
8. 当 Rez > 0 时 ， exi PG) 定义 为 积分 图 5-17 习题 6 的 例子 
F(a) := ju eit di. 

(a) iE]: 当 Rez>0 时 ,T(z+1) =P). 

{b) 在 多 数 高 级 的 数学 教材 中 已 经 证 明 T) 在 右 半 平 面 上 解 
析 ， 假 设 这 一 命题 成 立 ， 证 明 : 可 以 应 用 (a) 中 的 函数 方 
程 将 T(:) 解 析 延 拓 到 除去 非 正 整数 := -n(n=0，1， 

…) 外 的 整个 平面 

(e) 证 明 : 对 于 正 整数 a, fi Pin) =(n -1)1! 

对 下 列 各 函数 ， 选 璃 在 加 1 2-21 <1 内 的 一 个 解析 分 支 

然后 沿 图 5-18 中 所 给 出 的 曲线 y 解析 延 拓 这 一 解析 分 支 。 所 

得 到 的 新 函数 值 和 原来 的 函数 值 相同 吗 ? 

(a) 32^ (b) sin5z (e) (e)? 


M 


» 


图 5-18 习题 8 的 延 拓 路 径 
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(d) sin(z?) ()G?y (0 (2)? 
10. 证 明 ; 单位 加 1 :1 = 1 是 丽 数 (=) = EAOa < 1) 的 自然 边界 [提示 :证 明 对 任意 有 理 数 p, 当 /一 1- 时 ， 
1 fire) 1 m. ] 
ISIMMEIUT TOLDNELLLLULEIIMEEDCQLIDCHELRIITOER 
ELI LLLI SETTE 
12. 证 明 ; 1 z1 = 1 是 级 数 六 z 的 自然 边界 . 
13. 施 瓦 英 反 射 原理 给 出 了 在 某 些 条 件 下 沿 直线 段 解析 延 拓 的 公式 . 它 的 最 简 形 式 如 下 : 设 f(z) = u(x,y) + 
ia(x,y) 在 单 连通 域 忆 内 解析 ,D 位 于 上 半 平 面 内 , 且 以 实 轴 上 一 条 线段 y 为 其 边界 的 一 部 分 ( 见 图 5-19), 进 
假定 当 (x,y) F y BE eG) 一 0,u(x,y) 在 y 上 也 取 连 续 极限 值 . 记 为 U(x)[ 所 以 U(x) 在 y 上 连 
HR). 则 函数 /可 以 越过 y 解析 延 拓 到 D 的 关于 实 轴 的 反射 区 域 )'. 特别 地 ,定义 函数 
u(x,y) + iv(x.y) z=x+iyeD, 
F(z:) -fom z tyk, 
u(x, - y) -w(x,-y) :z-x*iyeD', 
则 FC) fElCR DU y U D'UASREUT. He FAR EAI — ORE 
(a) FC) f£ D'UH E PI TE-A 25 RI. 
(b) FG) f£ DUyUD' 内 连续 . 
Ce) 如 果 将 积分 周 线 厂 按 图 5-20 所 示 分 解 ， 可 以 对 P(z) 应 用 莫 雷 拉 定理 . 


图 5-19 习题 13 中 的 区 域 图 5-20 F(z) 沿 栈 的 积分 是 零 


14. 叙述 并 证 明 施 瓦 茨 反射 原理 在 下 面 情况 的 推广 : 区 域 D 的 边界 包含 任意 线段 , /(:) 在 此 线段 上 的 极限 值 全 
部 位 于 某 一 直线 上 (例如 ， 如 果 这 些 极限 值 都 是 实数 就 是 这 种 情况 ). 

15. 在 施 瓦 茨 反射 原理 的 基础 上 ， 叙 述 并 证 明 调和 函数 (x+，y) 的 两 个 反射 原理 .一 个 包括 在 实 轴 上 pla, y) 
一 0 的 情况 ， 另 一 个 将 应 用 于 在 实 轴 上 3$/3Y 一 0 的 情况 - 

16. 证 明 4.6 节 中 定理 23 的 如 下 推广 : 如 果 f 在 区 域 D 内 解析 ， 并 且 1 fO | 在 D 内 的 点 处 取得 局 部 最 大 
fH. 则 /在 D 内 为 常数 . 


小 结 


这 一 章 的 主要 内 容 ( 粗 略 地 说 ) 是 在 解析 函数 和 收 剑 守 级 数 之 间 建 立 等 价 关系 .等 价 性 是 指 : 任意 函数 /在 
它 的 任 一 解析 点 s。 处 都 可 以 表示 成 一 个 禾 级 数 ， 并 且 这 个 级 数 在 除去 了 的 奇异 点 外 的 任意 (以 ao 为 心 ) 闭 圆 盘 
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内 一 致 收 化 这 个 级 数 称 为 泰勒 级 数 并 且 基 有 形式 
- go 
$ EUa -ay 


名 天 
AFEERI -al < R 内 收 化 的 任何 等级 数 Y aC- aa); 的 和 是 一 个 解析 范 数 ,事实 上 ,这 个 宕 级 数 就 
名 
是 这 个 函数 的 泰勒 级 数 . 
像 一 致 收 伍 的 解析 函数 列 一 样 ， 罕 级 数 也 可 以 逐 项 相 加 、 逐 项 积分 和 逐 项 徽 分， 并 且 ， 香 级 数 可 以 像 多 
ok HH 
如 果 函 数 了 在 某 些 点 不 解析 ， 而 在 围绕 或 者 去 掉 这 些 点 的 圆 环 内 解析 ， 则 它 可 以 被 展 成 一 个 洛 朗 级 数 
Kd = YXaG-2Y. 
它 在 任意 闭 子 加 环 上 一 致 收敛， 不 解析 性 体现 在 展开 式 中 出 现 的 负 指数 项 上 ， 实 际 上 ， 如 果 点 za。 是 函数 / 的 
孤立 奇 点 ， 可 以 用 洛 朗 级 数 将 z 分 为 三 类 : 可 去 奇 点 (/ 在 aa 附近 有 界 ) 、 极 点 (在 za 处 ，1 /1 一 ”= ) 或 者 本 性 
奇 点 (上 面 两 种 情况 都 不 满足 )， 类 似 地 ， 泰 勒 级 数 可 以 用 来 判别 /的 孤立 零点 的 阶 . 


利用 在 形 如 1 w1 < p < 1 的 闭 贺 盘 上 一 致 收 化 于 (1 - o) 的 几何 级 数 > of 进行 泰勒 和 洛 朗 展开 式 的 证 
A 
明 以 及 许多 泰勒 和 洛 朗 级 数 的 计算 比较 简便 、 


最 后 ， 我 们 看 到 ， 利 用 震级 数 展开 式 可 能 会 扩大 解析 函数 /的 定义 域 ， 然 而 ,解析 开拓 是 一 个 精妙 的 过 
程 ， 它 可 能 会 导致 秃 数 的 多 值 
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mem 留 数 理论 


前 面 我 们 已 经 看 到 ， 周 线 积分 理论 是 研究 解析 函数 的 性 质 的 重要 工具 . 这 一 章 我 们 将 探讨 
这 一 理论 的 另 一 应 用 ， 即 用 它 来 计算 某 些 实 积分 . 我 们 先 从 称 为 留 数理 论 的 周 线 积分 计算 技巧 
Fih. 
6.1 留 数 定理 

首先 考虑 计算 积分 

[Ao 
Jtt r REGEL IUALRRE AR, D O0 BEES nhh, AET KAT LRN. RIIA 
道 ， 函 数 Aa) 在 za 的 某 一 去 心 图 域内 具有 收 全 的 洛 朗 级 数 展开 式 
A= al-s, a) 
特别 地 ， 式 (1) 对 图 6-1 所 示 的 小 的 正 向 圆周 C 上 的 所 有 的 点 = 成 立 . 
用 4.4 节 的 方法 ， 沿 太 的 积分 可 以 转换 成 沿 C 的 积分 ， 且 积分 值 
不 变 
[i = [ras 

后 一 个 积分 可 以 通过 对 级 数 (1) 沿 曲线 C 逐 项 积分 来 计算 . 当 

j* -1 时， 积分 值 为 零 ， 当 j= -1 时 ， 积 分 值 为 2ria ,所 以 


307 


[ios = 2mia (2) 图 6-1 MRR 


将 它 同 第 5 章 定理 14 中 给 出 的 计算 e ,的 公式 相 比 较 . ] 
于 是 ,常数 a_, 在 周 线 积分 中 就 有 了 重要 作用 . 为 此 ， 我 们 给 出 如 下 定义 . 


定义 1 设 z。 是 /的 孤立 奇 点 ,， 则 /在 坟 处 的 洛 明 展 开 式 中 的 1/(z - 坟 ) 项 的 系数 4.1 称 
为 了 在 z 处 的 留 数 (residue) ， 记 为 
Res(fiz;) & Res(z,). 


例 1 求 函 数 /(z) =z E 2 20 处 的 留 数 ， 并 计算 
eds 

解 ” 因 为 对 所 有 的 w，e” 的 泰勒 展开 式 为 
Sv 


因此 ， ze“ 在 z=0 处 的 洛 朗 展开 式 为 


08] 
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sS l(3y H j 
ze E" 3 UJ 2:494 3p Ux 
所 以 
3 9 
Res(0) = 3c = 3. 
又 因为 :=0 是 ze“ 在 1z1 =4 内 的 唯一 奇 点 ， 由 公式 (2)， 得 
$. ME = 2mi- ES = þri. LI 


MR za 为 /的 可 去 奇 点 ， 在 其 洛 朗 展开 式 中 (z-zo) 的 所 有 负 肢 项 的 系数 均 为 零 ， 因 此 ,，j/ 
在 点 aa 处 的 留 数 为 零 . 如 果 z 是 了 的 极点 ， 我 们 可 以 用 公式 计算 它 在 za 处 的 留 数 . 首先 假设 z。 
是 单 极点 ， 即 一 阶 极点 . 则 对 zx。 附近 的 *>， 有 


fa) == 


z 


laa sa(z-x)*a(r-n)e, 
Zo 
所 以 
(z-x2)f(22a,*(z-z)[a *a(z-z) *a(z-zx)! +…]. 
当 z 一 aa 时 取 极限 ， 得 到 
Jim(z - z) Ka = e+0， 


所 以 在 单 极点 处 
Res(fin) = lim(z - 4) f(z). (3) 


e " 
例如 ,，z=0 和 z= -1 是 函数 f(z) =ar 的 单 极点 ， 所 以 


aene OUR 
Res(/;0) = limz f(z) = lim —$= = 1 
" 


e 
=-e!. 
z 


Res(fi -1) = lim(z+1) f(z) = lim 
在 下 面 的 例子 中 可 得 到 公式 (3) 的 另 一 个 结论 . 
例 2 设 /(z) =P(z)/0(z)， 其 中 函数 P(z) 和 Q(z) 都 在 点 z。 处 解析 ， 并 且 Q 以 zx 为 单 零 
点 ,， 且 P(%) #0. 证 明 


NEC 
Res(fin) = Qs 
证 Gta 是 /的 单 极点 (参见 5.6 节 ) ， 所 以 可 应 用 公式 (3). 由 Ol) =0， 可 直接 得 到 
"s P(:) P(z) NEZCY 
Rein) = HimG-s) oy “HG OG ^ QU z 
z-z 


例 3 计算 f(z) = cot z 在 每 个 奇 点 处 的 留 数 . 
解 ” 因 为 cot z = cosz/sinz， 它 的 奇 点 是 z=nm, nm=0，+ 上 1，+ 上 2，…， 且 均 为 单 极点 . $ 
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P(z) =cosz, Q(z) = sinz， 由 例 2， 在 这 些 奇 点 处 的 留 数 为 


cosn 
Res(cotrnm) = ——599 . 9n" ., m 
(ain) 7 |, cosn mr 


要 得 到 一 般 的 m 阶 极点 处 的 留 数 的 公式 ， 我 们 需要 用 从 洛 朗 展开 式 中 求 出 系数 4., 的 一 些 
方法 . 下 面 推导 3.1 节 中 得 到 的 有 理 函 数 的 公式 ( 见 公式 (21))， 在 此 过 程 中 读者 不 会 遇 到 
困难 . 


定理 1 如 果 z 是 [的 m 阶 极点 ， 则 
1 


Resin) = lim Ti TT eT eL G 27/9). (4) 
证 /在 o, 处 的 洛 朗 展开 式 为 
an 2a T 
fo) * uU Go te tete + 


两 边 同 乘 以 (z - z。)”， 
(z -00)"f(2) =a +…+as(z-a)" * a (z- x)" 
*a(z-2)^*a(z-2)^" + 


两 端 微分 m -1 次 ,得 
d (6-2) 21 


E 
=(m-1)la, * mlay(z - 2) (0D Gy "n 
所 以 
lim S eG n0 2] = (mle +0, 
于 是 得 到 公式 (4). 
例 4 计算 函数 人 z) o 在 各 奇 点 处 的 留 数 
解 函数 以 z=0 为 2 阶 极点 ， 以 z= 为 3 阶 极点 . ERA UIN 
Res(0) = lin jy i 601 e Im [s 
e lim| -(z LS 2e] : = i 
Res(m) = lim 37 3i duele! f(z)] = limy- [F] 
= lim 146 + trina] - E a 


回 
e 
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当 f(z) 在 厂 内 只 有 一 个 奇 点 时 ,我 们 已 经 知道 如 何 计算 积分 [f(z) dz. 现在 考虑 更 一 般 的 


情况 : 厂 是 正 向 简单 闭 周 线 , 除 丁 内 有 有 限 个 孤立 奇 点 zzs，,…,z。 外 ,f(z) 在 入 内 和 大 上 处 处 解析 
(参见 图 6-2). 注意 到 用 4. 4 节 的 方法 ,可 以 将 沿 丁 的 积分 用 沿 图 6-3 中 的 圆周 C, 的 积分 来 表 R: 


[A28 = 三 [oa 


7 zy 


图 6-2 周 线 内 的 孤立 奇 点 图 6-3 积分 相等 的 周 线 


然而 ， 因 为 是 /在 C, 内 的 唯一 奇 点 ， 所 以 
[d = 2riRes(a). 


从 而 我 们 得 到 如 下 的 重要 结果 . 


定理 2( 柯 西 留 数 定理 ) AXD4ór65358UA, IAHR, no conf 
矿 内 和 厂 上 处 处 解析 ， 则 


ICT tn Re). (5) 


例 5 计算 


1-2: 
中 x:-1)6-3)9* 


解 RRAN S) = (1-722)/[z( 71) (2-3) ]E 220, z21, 223 为 单 极点 . 然而 ， 这 
些 点 中 只 有 前 两 个 位 于 古 : 1z1 =2 的 内 部 . 从 而 由 留 数 定理 ， 
中 fide = 2ri Res(0) + Res(1)], 


又 因为 


í 1-2: 1 
Beato) = lims f(a) .= Tia (s-1)(2-3) | 3" 
Res(1) = lim(z - 1) f). = lim ET x 证， 


所 以 
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(1.11 
中 fo = (Xt 
$16 计算 


$. [RS 


解 ”给 定 的 积分 显然 可 以 表示 为 和 式 


3^. cosz 
中 ue Ld + 中 ， z(z-m) ds, 


由 留 数 定理 ， 上 式 等 于 


2mi[ Res(ze™*;0) + Res( — 2— 0) * Res( ee ri 


F(z a) 

在 例 1 和 例 4 中 已 经 计算 过 这 些 留 数 ; 所 以 答案 为 
q9 3 (6-2) 
mily i 


练习 6.1 


1. 确定 下 列 各 函数 的 所 有 孤立 奇 点 ， 并 求 出 在 各 个 奇 点 处 的 留 数 . 

e" z+l cosz 2-15 

(a) (O w(i) 
z 


b 
1-2 0 $442 


et 4 
EDU (Osin 3) (g)tanz wi 


P/A -2) , WPA EME 
2. 解释 为 什么 柯 西 积分 公式 可 以 看 作 是 留 数 定理 的 一 种 特殊 形式 . 
3. 用 柯 西 留 数 定理 计算 下 列 积分 . 


sinz e 
bs Yd o» $,., i159 
ura O rere 
324 
DE 0$, Rp 


1 
Ofaa Fr" 


4. 假设 am 为 了 的 孤立 奇 点 (/ 在 am 的 去 心 邻 域内 解析 ). EAFA S Te o, 处 的 留 数 为 零 . 


5. 存在 以 2, 为 单 极点 并 且 满足 Res(f; z) =0 的 函数 了 吗 ? 那么 以 为 2 阶 极点 并 且 满 足 Res(f; z) =0 的 函 


数 呢 ? 


6. 假设 /解析 并 且 以 为 m 阶 极点 . 证 明 函数 g(z) =/'(z)/ f(z) 以 为 单 极点 并 且 满足 Res(g; n) =m. 


7. 计算 
$. sin (1/2) de 


312 


313 
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6.2 [0,，2r] 上 三 角 函 数 的 积分 
本 节 的 目的 是 应 用 留 数 定理 计算 形 如 
fw cosó, sing) dð a) 


的 实 积 分 ， 其 中 U(cos6, sing) J& cos6 和 sing( 具 有 实 系数 ) 的 有 理 函 数 ， 并 且 在 [0，2mr] 上 取 
BR. 这 类 积分 的 一 个 例子 是 
"sin'g dg 
5 + 4cosg 
下 面 我 们 证 明 ，(1) 式 可 以 转化 为 某 一 复 值 函 数 下 沿 正 向 单位 贺 周 C: 1 z1 =1 的 周 线 积 
分 [F(z)dz 的 参数 化 形式 . 为 了 建立 这 一 恒等式 ,可 把 C 写成 参数 形式 


ze" (0 <0< 2r). 


XpXH I, A 
3 dis os 
z u e^ ^ T 
又 因为 
cosb = M P pat z i 
可 得 恒等式 2 
eos = T (: « +), sing = (z -E (2) 
并 且 ， 当 沿 C 积分 时 ， 
dz = ie”dð = izdð, 
所 以 
dg = E, (3) 
m 
在 (1) 式 中 作 变 量 代 换 (2) 和 (3) ， 得 
[veos0,sing) de = [FG ds, (4) 


其 中 新 的 被 积 函数 F A 
b ida 1 1 1 Eh 
Fo 36). xb 
因此 在 [0，2w] 上 的 积分 可 用 沿 C 的 积分 来 代替 . 
由 也 的 形式 知 ， 函 数 严 必 为 z 的 有 理 函 数 . 所 以 它 只 有 可 去 奇 点 (在 计算 积分 时 可 以 被 


忽略 ) 或 极点 . 因而 ， 由 留 数 定理 ,我 们 的 三 角 积分 等 于 下 在 C 内 各 极点 处 的 留 数 的 和 乘 
以 2mi. 


O 当然， 可 以 用 z 代 知 1/:, 但 是 这 样 做 会 失去 函数 的 解析 性 - 


€ Ae 2H 


下 面 举例 说 明 计算 过 程 . 
例 1 计算 


WO 首先 注意 到 分 母 5 + 4cosg 不 等 于 零 ， 所 以 被 积 函 数 在 [0，2m] 上 取 有 限 值 . 把 (2) 式 
和 (3) 式 关于 cost, sing 和 d9 的 表示 式 代 入 被 积 函数 ， 得 到 
[x] 
j -f al: - i) de 


EE 


整理 后 得 
acd .can-1) 
pleri EE ETET 
显然 被 积 函数 


(è 1) (2 -1) 
z (22 + 5z +2) 22(: + 本)(z+2) 


g(z):- 


以 z= -六 和 z= -2 为 单 极点 ， 以 原点 为 2 阶 极点 . 然而 ， 只 有 -于 和 0 在 单位 圆周 C 内， 
所 以 
Da E -2ni[ Res(e; - i. Res(g;0)]. 


TA n i EE G'-1), 13 
Res( g; 一 3) * ims zhe = lm 22 74 
和 
二 = im) 
Res(g;0) = lim vor = Tm [375 
_ (2? 52 42) - 2(2 -1)2z- (7 - 1) (42 +5) 
$ Q2 £5: 42) P 
所 以 
pes E E- EA PEA 
I=- mi-l L] 


注意 例 1 中 的 积分 是 实 的 、 非 负 的 ， 所 以 / 必然 是 一 个 正 实数 ， 同 我 们 的 答案 1/4 相 
-&. 
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582 计算 


Tm [ 2 ur 


解 ” 这 里 被 积 函数 的 积分 在 [0，m] 上 而 不 在 [0, 20] E. 然而 ,因为 cosh = 


cos(2m -9) ， 可 知 


[s tu 


所 以 
t. idit. 
Í Tod 7^ 
代 换 cosg 和 dg， 得 
e 1 242 ..2 dz 
E 1 1 Eo Tae 
Eid 
由 平方 公式 ， 分 母 的 零点 为 
za:=2- 上 人 和 za:=2+W， 
所 以 被 积 函 数 
- 1 5 1 
s 到 -4z+1 (z-2)(2-2) 


以 这 些 点 为 单 极点 . 但 是 只 有 z TE C 内 ， 并 且 在 这 一 点 的 留 数 为 


Res(E;z ) = lim (s -a2)8(:) = AR ETSN 


从 而 由 (5) 式 得 
-= 2 
UR 
* 
12. 
48 
1&3] 6.2 
应 用 留 数 的 方法 ， 验 证 下 列 各 式 . 
ge 2m PIN Bdo Bn 
2 + sing A 5 + 2cosg SA 


P dé. NEA 
af (3 +2cos0)? — 25 


(5) 
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2s 2 


E diu: 2 
sf lacs ^ Jp-£ ^ $1 


^" — sin'g 22s 
«[ a icai "7g (o- Va E). a»lbl»0 


Lise E PE 


inb)? — 2 /(a a) 


" do 2r 
8. arr a ee ,»0 
f asing + boog ^ abt > 


- do m(2a +1) 
Th Tarao 


m: (2n)! 
2^7 (ap)? ' 


nd 


9. "comas = 


10. [teme - sing)d6 = 2. n= 12 
11, (into + ia)d8 = mi signa, a 为 非 零 实数 
6.3 (-e, te ) 上 某 些 函数 的 反常 积分 
WMR Aa) 是 非 负 实 轴 0 < x < % 上 的 连续 函数 ,如 果 极限 lim /x)dx 存在 2, 则 了 在 
[0,+ œ) 上 的 反常 积分 定义 为 
f. Mx) dx := limf f(a, $ (1) 
例如 ， 


类 似 地 ， 当 /(x) 在 ( - % ，0] 上 连续 时 ， 令 
f Kod: o 


如 果 函 数 f 在 整个 实 轴 上 连续 ,极限 (1) 和 (2) 都 存在 ， 则 称 f 在 ( - wm，+%) 上 的 反常 积 
分 存在 ,并 记 为 


n f(x) dr: = im f fede + limf feos 


= fires «f rods 
这 时 ( - wm ，+ wm ) 上 的 反常 积分 的 值 可 以 通过 取 单 极限 来 计算 ， 即 


[fs = limf renis 


O 更 一 般 地 ,如 果 极限 存在 ,| 7(z)dz:= limf /x)d 


317 


318 


Bi 
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然而 ， 读 者 要 注意 ， 对 某 些 函 数 /， 即 使 ( - % ，+ % ) 上 的 反常 积分 不 存在 ， 上 式 中 的 极限 也 
可 能 存在 . 例如 ， 考 虑 f(x) =x， 因 为 极限 


各 [ze = pn | -各 所 
不 存在 (作为 一 个 有 限 数 ) ， 所 以 它 在 ( -% ， e 上 的 反常 积分 不 存在 . 然而 ， 
lim xdx = nel = lim0 = 0. 


为 此 引 人 如 下 术语 : 对 于 任何 在 ( -m ，+ % ) 上 给 定 的 连续 函数 /， 极 限 ( 如果 存 在 的 话 ) 
limf f(x)dx 


” 称 为 /在 ( - % ，+%) 上 的 积分 的 柯 西 主 值 ， 并 记 为 


S. f J(x) dx := limf f(x) ds. 
例如 ， 
E «f. zdz = 0. 


我 们 再 次 强调 ,只 要 反常 积分 | ”7(z)dx 存在 , 它 必然 等 于 其 主 值 (Pp. v). 
现在 我 们 举例 证 明 如 何 用 留 数 定理 计算 茶 类 函数 /的 p.v. 积分. 
例 1 计算 


- d 
I= pv A (e limf = 
evf. PETISE run 


:= 

Lu f. rari 
定义 的 积分 /, 转化 成 解析 函数 的 周 线 积分 ; 事实 上 
dz 

n= f, Zs4* 


Jtrh y, 是 实 轴 上 从 -p 到 «p 的 直线 段 .现在 利用 留 数 定理 求 的 关键 在 于 (对 每 个 充分 大 的 p 
(t) Hi — AR IEERUNAT,, GO y, 是 它 的 一 部 分 ， 即 ,= (7 y D. EB 1/(z*+4) 沿 另 
一 部 分 y ,的 积分 是 已 知 的 . 这样 就 有 


解 首先 , 我 们 把 由 


WRT, 是 正 向 的 ， 由 留 数 定理 ， 


因此 ， 如 果 右 边 的 极限 存在 ， 积 分 i 


留 数 理论 215 


I= lim], = lin2mi E CE T, 内 -的 贸 数 ) - limf 3. (3) 


poa" 
实际 上 ， 由 (3) 式 可 知 ， 要 应 BRKSNZMAA NC ANAK, 

在 众多 可 以 * 封 闭 周 线 y,”( 即 起 点 为 <==p， 终 点 为 := -p) 的 曲线 中 ,如 何 选取 合适 的 曲 
线 y/ 呢 ? 注意 到 当 1 :1 很 大 时 ,被 积 函 数 1/(z +4) 的 模 很 小 . 这 表明 如 果 我 们 选取 曲线 
y ' 离 原点 足够 远 ， 在 y ;上 的 积分 可 以 忽略 不 计 ， 即 当 p 一 w AFE. . 所 以 显然 应 该 选择 
?为 上 半圆 C” ， 其 参数 形式 为 


Cj:z = pe" (0mtmm) (4) 
(参见 图 6-4). 现在 看 看 它 是 否 合适 ， 注 意 到 在 C 上 1z1 =p， 所 以 由 三 角 不 等 式 


«mM uM O39. 


有 


dz 1 
当 p 一 om 时 ， 它 当然 趋 于 零 . 
现在 我 们 只 需 计算 (3) 式 中 的 留 数 . 首先 找 出 T/G1 + 
4) 的 奇 点 ， 它 们 就 是 z + 4 的 零点 ， 即 
z dbi mas-l+i n--l-i, z 
并 且 这 些 点 是 函数 
1 1 
zZ«4^ (:-:)G-2)G-2)60-2) 


的 单 极点 . 因为 z, 和 z 在 下 半 平 面 内 ， 它 们 总 是 在 图 6-4 


TyC 


Tp 


所 示 的 半圆 周 线 D, 205b, WX pod, zn 和 z 都 在 5 i 
T, Z0. 所以， 对 这 样 的 P， 图 6-4 封闭 周 线 
fs 7 en = 2mi[Res(z,) + Res(z,)] 
= 2mi( lim Fp m 


H 1 
[a aa aa aa 
1 1 
[c *2)2i * (-2) 20 (72 + 2i) 


= gai l-i] m 


16 16 4^ 
将 所 得 结果 都 代入 到 (3) 式 (这 里 y,=C; ) 中 ,我 们 有 


= 2mi| 


= 2mi| 


A ; d: T T 
I= lim 7 - = 工 -0= 工 . 
iri - eorr EET" 4 Li 


320 


这 


| 
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利用 扩展 的 半圆 周 线 T, 的 方法 可 以 很 容易 地 应 用 到 一 般 的 被 积 函数 类 / E. 实际 上 ， 在 
例 1 的 计算 过 程 中 ， 只 依赖 于 如 下 两 个 条 件 : 

(iD 在 实 轴 上 解析 ， 在 上 半 平 面 Imz >0 内 除去 有 限 个 孤立 奇 点 外 解析 (这 保证 了 对 充分 大 
的 p， 上 半 平 面 内 的 所 有 奇 点 都 在 图 6-4 所 示 的 周 线 T, 内 ). 

Gi) lim | f(z) dz =0. 
只 要 满足 这 些 条 件 ， 积 分 

Po [fa 

的 值 便 为 了 在 上 半 平 面 各 孤立 奇 点 处 的 留 数 的 和 乘 以 2mi. ( 当然 ， 类 似 的 条 件 在 下 半 平 面 成 立 
时 ， 也 可 在 下 半 平 面 考虑 ; 见习 题 8. ) 

下 面 的 引 理 给 出 一 类 具有 性 质 (ii) 的 有 理 函 数 . 


引 理 1 如 果 f(z) =P(z)/O(z) 是 满足 
degree > 2 + degreeP (5) 
的 两 个 多 项 式 的 商 ， 则 


limf /2) de = 0, (6) 
RPC 是 (4) 式 中 定义 的 半径 为 p 的 上 半 轿 周 . 


证 先 估计 fz) 的 模 . 记 


PG)I _ la az taz +- taz] 


Kol* Ter b+ 
la,/z *aj/z «az? +…+an| z^] 
(0o BRA XE bb d£ 


Mizi — 时 ， 上 式 第 一 项 趋 近 于 1 oa- l/l 0. 1 ， 所 以 对 充分 大 的 1z1 ， 它 当然 小 于 
la, l /lb, | +1. 因此 当 n>2+m 并 且 p 一 %“ 时 ， 
|| a|s Ux r 1) .mp = ( TA * 1)e77 一 0. B 
我 们 需要 强调 的 是 ， 如 果 用 沿 下 半圆 周 C, : z=pe “(0<t<mw) 的 积分 代替 沿 C; 的 积分 ， 
同样 可 证 明 (6) 式 成 立 . 
例 2 计算 


c 
: 
Pr 人- urn ; 
解 ” 因 为 被 积 函 数 在 实 轴 上 没有 奇 点 ， 分 子 的 次 数 是 2， 分 母 的 次 数 是 4， 由 引 理 1， 可 以 
用 扩展 半圆 周 线 的 方法 . 记 
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2 2 
z z 


fU Cri 
可 知 /(z) 的 极点 为 z= +i 所 以 ， 对 任意 的 p >1， 沿 图 6-5 中 的 闭 周 线 D, 的 积分 为 
f. flz)dz = 2miRes(f; + i). 
因为 +i 是 2 阶 极点 ， 由 留 数 计算 公式 (定理 1) 知 


Ress + i) = lim dr dc G - D^ G1 


ud. f 
urere 


= RE sl 


(z +i)’ 4i 
所 以 对 所 有 p >1， ， PAGG 

: 7 

[fo E E dE MU 图 6-5 例 2 中 的 闭 周 线 
另 一 方面 ， 
f fee = f, rens o AD), 
对 上 式 p 一 时 取 极限 ， 应 用 (7) 式 和 引 理 1， 得 到 
I- Jim f fs) de +0. 
因此 
rv) g L| 


我 们 下 一 节 将 会 看 到 ， 半 圆周 线 在 计算 某 类 含有 三 角 函 数 的 积分 时 也 很 有 用 . 下 面 介绍 另 
外 一 个 在 许多 应 用 中 出 现 的 非典 型 积分 的 例子 ， 它 的 闭 周 线 不 是 半圆 周 . 
例 3 对 于 0<a<1， 计算 


Pf. DI 
解 ” 注 意 到 函数 e“/(1+e’) 在 上 下 半 平 面 都 有 无 穷 多 奇 点 ; 它们 是 
z=(2n+1)mi (n20,21,22,-). 

因此 ， 如 果 我 们 使 用 扩展 半圆 周 的 方法 ， 则 来 自 留 数 的 贡献 将 形成 一 个 无 穷 级 数 ， 这 不 是 我 们 
所 希望 的 . 此 外 ， 也 没有 很 好 的 办 法 对 半圆 周 自身 的 贡献 进行 估计 ! 

仔细 考虑 被 积 函 数 ， 可 以 发 现 一 个 比较 好 的 “闭路 ". 如 果 把 平移 2mi， 函 数 e"/(1+e) 
的 分 母 不 变 ， 而 分 子 改变 了 因子 eM. 所 以 ， 如 果 我 们 考虑 图 6-6 中 的 矩形 周 线 ， 则 沿 y, 的 积 
分 容易 估计 ; 它 就 是 沿 y, 的 积分 的 -e* 倍 (因为 路 径 是 从 右 向 左 ， 所 以 取 负 值 ). 内 而 ， 


L 一 dz = - em 一 一 dz. 
1+e "le 


[323 


(324 
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Taytyy 


图 6-6 i3 中 的 闭 周 线 


Xt ya: z=p+it，0<t<2mr， 我 们 有 
f. TE 


e|- [P Lai E T 2m, 
WXÀact, HpcWMESÉTT. 
类 似 地 , E y: z= -psi(2n-0(0sis2u) E, 有 
f: i a| [ vues (c Dal< "ET 
因为 a>0， 当 p 一 wm 时 上 式 仍 趋 于 零 . 
于 是 ， 当 p 一 om 时 取 极限 ， * 


lim 
r mf 1. 


dee cem 5 
r=- etp f Im (8) 


现在 我 们 用 负数 定理 计算 (8) 式 中 的 网线 积分 、 对 每 个 p>0， 函 数 e"/(1 e) fk P, PURI 
D, 上 除 单 极点 z = mi 外 解析 ， 在 此 点 处 的 留 数 为 


2 e” ami 

(回顾 6. 1 节 中 的 例 2). 所 以 ， DAMOS, 得 

pv 全 Gu dx = Era * Qmi)C- e = -i 
练习 6.3 
用 留 数 验证 习题 ! -~7 中 的 积分 公式 - 
Lpv[ urn Reef. citi 
af ex IINE ri t 
seuf oux» *s[ ái 
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d at 23«42 
Í Gy ^ae 


8. WMR Sz) = P(z)/Q(z) 是 满足 degQ > 2 + degP 的 两 个 多 项 式 的 商 ,其 中 没有 实 零点 , 则 p. v [Aog 


于 -2mi. EIS) tE FEF R E R). 
9. 通过 沿 顶 点 为 == +*p,，p+i，-p+i 的 矩形 周 线 对 e~/cosh( nz) BUT, 证 明 


和 
evf. a = eel 
10. 已 知 
[ea = £. 
沿 顶点 为 :=0, p, p+Ai 和 Ai( A>0) 的 矩形 周 线 对 e RA, 令 p 一 ， 推 导 下 式 


(全 eeos(2hodz = dE» 


[E ene 


((b) 式 右边 是 A 的 函数 ， 称 为 Dawson 积分 ， 由 Abramowitz 和 Stegun 在 参考 文献 [5] 中 给 出 . ) 
11. HAMER S,: |z=re*: 0<g<2m/3，0<rsp| 对 函数 1/(? +1) 积 分 , Spo, EA 


£ dr 2243 
x + 9 
12， 验 证 练习 4.7 中 习题 18 所 讨论 的 积分 的 值 . 
13. 证 明 
E ! 
Í. AT TS TD Min 
级 数 的 和 


14. 设 /(z) 是 满足 degQ>2 + degP 的 形 如 P(z)/0(z) 的 有 理 函 数 . 如 果 :=0，+1，+2,… 不 为 /(z) 的 极点 ， 
分 步 证 明 求 和 公式 
lim, > AK) =- Lm f(z) eot(mz) 在 /(z) 的 各 极点 处 的 留 数 和 上. (10) 
tr 


(a) 证 明 : 对 函数 &(z): =m(z)eot(mz)， 有 
Res(g:k) = f(k), k=0, £1, £2, 


(b) 设 r, 是 顶点 依次 为 ( N+ zoe. (n+) 1+ (n9 zi) 9s (nex)o -让 的 正方 


形 的 边界 ， 其 中 N 是 正 整 数 . 证 明 存 在 与 N 无 关 的 常数 所 ， 使 得 对 ,上 所 有 的 x 有 1 weot( m2) | <M. 
(e) 证 明 


lim f, rz)eot(mz)dz = 0, 


其 中 Fw 如 前 所 定义 . 
(d) 用 留 数 定理 、(a) 和 (e) 推 出 (10)- 
15. 应 用 习题 14 中 的 求 和 公式 验 


(OP Tt -oscob( s) [OR f) = 1/0 +1). ] 


eye 
Sug 
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(e) X 二 = EATER TELI] 中 的 公式 以 适应 f(z) = 1/7 在 极点 z = 0 的 情况 . ] 
A 
16. 对 正 整 数 "， 证 明 


` 2: m 2m 
à$CO rhe 
其 中 常数 B,, 是 由 睾 级 数 展开 式 
z $ B 
eri 
定义 的 伯 努 利 数 [ 同 习题 15(c) 相 比较 1. [提示 : ATMEN: ) = 1 在 点 z=0 处 的 留 数 ,证 明 
macot( mz) = Y (C7 0* Gru)". ] 


17. WMR a 是 非 整 数 的 实数 ， 且 0<r<1, 证 明 
Pe REN 

wE Thra ene 

(9 Y x qo Pedme 

vÈ ———Ó 

LECETA 

omo sinhma 
2a sin mr + sinh ma 


(k-r) -a _ m _1 ~ cos2nrcosh2na 


[(k-r) +a] 2 (sin'ar + sinh’ ga)? 


(0 对 于 哪些 复数 值 a。， 上 面 的 恒等式 成 立 ? 


18. 为 了 计算 形 如 » (C7 1) f(k) 的 交错 级 数 的 和 ,通过 由 mw/(z)cesc( mz) BE m f(x) csel mz) 来 修改 习题 14 中 
的 方法 . 仍然 仆 设 f(z) 是 满足 deg0 2 2 + degP 的 形 如 P(z)/0(z) 的 有 理 丙 数 ,并 且 f 的 极点 不 是 整数 , 推 
导 公式 
X (- D'f(G) =- Em fiz) csel mz) 在 /的 各 极点 处 的 留 数 的 和 | 
19. 用 习题 18 中 的 公式 验证 


6.4 涉及 三 角 函 数 的 反常 积分 
这 一 节 的 目的 是 用 留 数 理论 计算 一 般 形式 为 


pr. Ge eomsds, rf. oo 
的 积分 ,其 中 m 是 实数 ，P(x)/Q(x) 表 示 在 ( - % ，%m ) 上 连续 的 有 理 函 数 . 在 下 面 的 例子 中 
我 们 将 证 明 ， 可 以 应 用 前 一 节 的 半圆 周 线 的 方法 ， 但 需 做 一 些 必要 的 调整 - 

例 1 计算 


sinmxdx 


= cosis 
I= pv Í E 
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We 在 用 半圆 作 周 线 时 ， 首 先 要 考虑 复 函 数 
SE. a) 
zo +4 

然而 ， 因 为 (1) 的 模 无 论 在 上 半 平 面 还 是 在 下 半 平 面 都 不 趋 于 零 ， 所 以 把 它 选择 为 /(z) 是 肯定 
不 合适 的 . 事实 上 ， 当 z= +pi 时 ， 有 

cos3z 
z+4 


Bs -3 3 
-人 (2) 
21-p' +41 


DEIN 
2(2 +4) 


当 p 一 品 时 它 趋 于 无 穷 ， 
但 是 ， 从 (2) 式 可 以 找到 如 何 避 开 这 一 困难 的 信息 . 由 于 e" = ee ”在 上 半 平 面 有 界 ， 而 
eU =ermen 在 下 半 平面 有 界 ， 所 以 记 


^ " -o 

l=h+h= evf. TERT dx tev f. TE yp“ (3) 
对 于 积分 1 ， 可 用 上 半 平 面 上 的 半圆 周作 一 条 封闭 周 线 ， 对 于 积分 /, ， 可 用 下 半 平 面 上 的 半圆 
周作 一 条 封闭 周 线 . 具体 地 说 ， 对 1 ， 我 们 考虑 函数 


3 
e 


4G 3 y 
它 的 奇 点 为 z= 土 2 因为 
x yia ete i... rae 
Wf Us Gina EVA Tp P341" 
Br VA dE EE Y iii (y 20) EA 
1 
BUDE TETTE 
所 以 对 于 任意 的 p >2， 在 图 6-7 中 上 半圆 周 C; 上 的 积分 有 界 ， 即 
可 
[^c "apa 


因此 p 一 时 它 趋 于 零 . 此 外 ， 因 为 +2i 是 /1(:) 
在 上 半 平 面 仅 有 的 奇 点 ， 对 p>2 有 


[fct IJ = 2niRes(f, ;2i). 
所 以 当 p 一 w 时 取 极 限 ， 得 


- 3M 
e 


pv. Í. aya d +0 = 2riRes(f, ;2i). 


但 
Res(/ ;2i) = lim (z - 2i)f, (z) 
2 e é 
Sm 7 
所 以 


图 6-7 例 1 中 的 周 线 


222 第 6 章 


-6 
e T 


1, = 2mi t 上- = T 
8i T 4e 
积分 fit WES XM: 使 用 函数 
P e 
Al) s 2(2 *4) : 
它 的 奇 点 同 / 的 奇 点 相同 ， 并 且 它 在 图 6-7 中 下 半圆 周 C” 上 的 积分 也 满足 


SE 


Tj 


< I 
2(p' - 4) 


然而 ， 组 合 

fce + [Adz 
等 于 负 的 2miRes(f,; -2i) ， 这 是 因为 此 时 包含 奇 点 -2i 的 周 线 是 顺 时 针 方 向 ! 所 以 ， 当 p m 
时 取 极 限 ， 得 


- ES 


evf, ERTS *0--2mi lim (z « 2f, (2) 
PT C T 
= -2 lim L0 Ue 
Wit 1-1, +1=m/(2e)9. " 
例 1 中 的 方法 可 用 来 计算 如 下 形式 的 任何 积分 
tQ PO) 
pv f e Qd Q0, (4) 


其 中 已 和 @ 都 是 多 项 式 ，@ 没有 实 零点 ,并且 Q 的 次 数 至 少 比 P 的 次 数 高 2 次 . SESS E, K 
数 e"“P(z)/Q(z) 只 有 有 限 个 奇 点 ， 并 且 对 充分 大 的 P， 它 在 C; 上 的 积分 以 1 ，(K/oz)，mp 为 
R, ipot}, 1- (K/p!) - mp 趋 于 零 . 当然 ， 如果 m<0， 我们 就 用 C. 然而 ， 在 应 用 中 
有 时 需要 计算 形 如 (4) 式 但 Q 的 次 数 只 比 己 高 1 次 的 积分 . 例如 ， 在 下 面 的 积分 中 ， 


p.v. fi es dx. (5) 
如 果 用 前 面 的 方法 估计 e*z/(1 +#) 在 C7. 上 的 积分 ， 我 们 会 发 现 它 的 上 界 为 1 (Kp) * mp- Ks, 
其 中 为 某 一 常数 . 因为 p 一 吧 时 它 不 趋 零 ， 在 计算 (5) 时 半圆 周 线 的 方法 是 否 起 作用 并 不 明显 . 
令 人 惊讶 的 是 ， 这 样 一 个 函数 在 C” 上 的 积分 当 p 一 “时 确实 趋 于 零 ; 然而 ， 要 证 明 这 一 
点 需要 更 精细 的 积分 估计 . 这 就 需要 用 到 若 尔 当 引 理 . 首先 ， 建 立 一 个 相当 显然 的 不 等 式 . 


引 理 2 假设 /0 和 M(t) 都 是 实 区 间 acib 上 的 连续 函数 ,是 复 值 的 ，M 是 实 值 的 . 
如 果 在 这 个 区 间 上 1 f()! SM), 8 


|f rwals [Moar (6) 


O ”参见 本 节 最 后 的 注 记 : 计算 1 的 另 一 种 方法 - 
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证 为 了 给 出 (6) 式 的 详细 证 明 ， 我 们 需要 用 到 第 4 章 中 的 积分 理论 . 选取 区 间 [a, 5b] 的 
Us PME 


aIr SeT, =b, 


[UTI 
Y fan: 
因为 对 所 有 的 t，1 (CD) 1 <M(1) ， 由 三 角 不 等 式 得 
PEL F Medan, 
PESE EUER M CO 在 区 间 [a，6] 上 的 袭 昌 和 .因为 这 个 不 等 式 对 [a，6] 的 每 个 划分 都 成 


立 ， 所 以 让 这 个 划分 的 最 大 子 区 间 长 度 趋 于 零 ， 即 得 不 等 式 (6) " 
作为 这 个 引 理 的 一 个 直接 推论 ， 对 于 任意 的 复 值 连续 函数 /(:) ， 有 
IECCEIE AD 1 di. o) 
引 理 3( 车 尔 当 引 理 ) eX m>0, P/Q 是 两 个 多 项 式 的 商 且 满足 
degreeQ > 1 + degreeP, (8) 
则 
m P(z) 
J Qs Qu (9) 
KC 是 半径 为 了 的 上 半 国 周 ， 
证 "T 参数 化 得 
[s o dz = 'aCodr, 
其 中 
POE enn bey pie" 
现在 


Jette | = | em -neo | = entm 


进而 ,由 (8) 式 知 存在 某 个 常数 K， 使 得 
se | K 
| £e S (o 充分 大 时 ). 
所 以 
MOIS B -p = Kem, 
[EE 2 得 


IL Rela [ico] Kfe endi, (10) 


1333] 
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为 了 估计 右边 的 积分 ， 首 先 注意 到 [0，r] 上 的 函数 e “是 关于 :="/2 对 称 的 . 从 而 
[e = 2 ea 


并 且 ， 我 们 注意 到 sint 的 图 形 在 [0，mw/2] 上 是 向 
Fg; 所 以 它 位 于 图 6-8 所 示 的 虚线 的 上 方 . 换 句 


WU, MOI M, 


f 2 
sint > —t, 
LI 


从 而 当 mp >0 时 ,在 [0，r/2] 上 ， 
er gem 图 6-8 sin 的 图 像 
所 以 Sx " 
ji P T Ji emdi < 2f end 


-2(023)e- Ed 
(LE [e Men 


因此 ， 由 公式 (10) 知 


m PG) Kk. 
[| "TOR RBS 
故 当 p 一 w 时， 积分 趋 于 零 . " 
显然 ， 当 m 是 负数 时 ，e™P(z)/@(z) 在 上 半 平 面 上 无 界 ， 但 是 在 假设 (8) 式 下 ， 
w P2). 
Jim K 0G) * 7? (m «0), 


其 中 C, 是 半径 为 p 的 下 半圆 周 . 要 证 明 这 一 结果 ， 我 们 只 需 对 (9) 式 作 变 最 代 换 w= -z 
LE 
例 2 计算 
Pv Ea 
解 因为 sinx s (e^ -e“)/(2i)， 首先 计 算 积分 
Eus 1 cet 
r= ev NE 
因为 m=1 P/Q =x/(1+* EERE, PUE 等 于 ze"/[2i(1+z#)] 在 上 半 
平面 的 留 数 的 和 乘 以 2mi 记 
m " ze" 
2i(1 +2) 2i(z + i)(z - i) ’ 
求 得 函数 在 > = +i 处 的 留 数 为 


lim = = 
SAGT) AGF) 4 


所 以 
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ie me 
I, = 


同 理 ， 在 下 半 平 面 作 封闭 周 线 ， 计 算 


得 到 
:- , -ze iec me 
TS -i)= -27i ee Eb 


因此 , I1, 1, =ne. 
$13 计算 


解 ” 作 代 换 


e 
cosx = 


得 到 


japi H. E II i. ds, 
分 别 计算 上 式 右 端的 各 个 积分 . 


对 


xti 


用 上 半 平 面 上 的 半圆 周 C， 与 周 线 [ -p，p] 作 闭 周 线 . 由 若 尔 当 引 理 ， 
bn eg 
im ore d 
又 因为 被 积 函 数 的 唯一 奇 点 是 下 半 平 面 的 z= -i 点 ， 从 而 推出 1, =0. 
对 于 第 二 个 积分 


Eo ed jl. m 


用 下 半 平 面 上 的 半圆 周 C， 与 周 线 [ -P，p] 作 闭 周 线 ， 使 -i 含 在 这 条 闭 周 线 的 内 部 . 


2miRes( 5 -i 


_ -2mi 


故 1=h Lo -im/e. 
我 们 也 可 以 用 更 简便 的 方法 计算 例 1 和 例 2. 由 于 例子 中 的 积分 可 以 分 别 表示 为 


"and X. eue 
. v. 一 一 一 dx x Lv. 
ef. y «4 nerf. P £4 


得 


(a1) 
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[335 “asins o ze" 
pv dt = Im evf. dr， 


所 以 只 需 在 上 半 平 面 做 一 次 留 数 计算 ， 最 后 再 取 实 部 或 虚 部 即 可 . 然而 ， 因 为 


" cosx - e 
T de R sf 
Pr]. ppri* eh ET] 


所 以 这 种 方法 对 例 3 无 效 . 事实 上 ， 正 如 我 们 已 经 看 到 的 ， 左 边 的 数 是 纯 虚数 . 


dx. 


练习 6. 4 
应 用 留 数 的 方法 验证 习题 1 ~3 中 的 积分 公式 - 
T 


= cos(2x) m 
Lew]. de = 


ul xsinx 
OTA aT e Qeos 1 + sin 1) 


g cosx T 
E wp x 
计算 习题 4 ~9 中 的 积分 


E 


zsin(3x) a Vy L- e 


BET) DETI 


S. p. 


J 

E cosx a^ sin(2x) cos(2x) 
tov [. GDG 7 sf re pv 三 7-3 7 
10. 推导 公式 


336 Re e(t Do BK Ime > 0， 
C mie ” 如 果 Imw < 0. 
11. 给 出 下 面 公式 成 立 的 条 件 : 


Pr o mi > ELT PC /0GO E EAE EA REOM]. 


12. en[" eta = /2GRIURTE S, :|z = re" :0 < 9 < 4/4,0 <r < p) 的 边界 对 em 积分 并 令 p 一 + 多， 
证 明 
"eds Laa +i). 


6.5 MAR 


在 前 一 节 中 ， 假 设 被 积 函数 /在 整个 积分 区 间 上 有 定义 并 且 连 续 . 现在 转向 计算 当 * 趋 于 
某 些 有 限 点 时 ，1 f(x) | 一 的 特殊 积分 . 首先 是 给 出 这 种 了 的 积分 的 精确 含义 . 

Hatla, 5b] 上 除 点 c(a<c<5) 外 连续 ， 则 f 在 区 间 [a,c]，[c, 6] 以 及 [a, 8] 上 的 
反常 积分 定义 为 


IST lim | fG)ds, 
. Imp 


[resi lim f reos 


i 
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和 
[w= Jim | fG0ds + lim f f(x)dx, a) 
这 里 假设 以 上 各 个 极限 存在 . 例如 ， 
T ME i 
[ug o tet], 
[2 -2] = 2. 


10" 


因此 ， 尽 管 渐 近 线 是 垂直 的 ， 但 图 6-9 中 图 像 的 面积 是 有 限 的 . 
另 一 方面 ， 图 6-10 所 示 的 函数 f(x) =1/(x -2) 的 图 像 中 垂直 渐 近 线 两 边 的 面积 都 是 无 限 
W, 这 是 因为 当 s — 07 Rf, 


f ITEM te 
i m 


wx 
以 及 当 r 一 0 时， 

ap = Log! x -21 p ia l 
然而 ， 如 果 用 r =s 从 两 边 对 称 地 封闭 渐 近 线 ， 则 无 穷 大 在 下 面积 分 的 计算 中 正好 “相互 抵消 ”: 


Mode di L 
Í +f. z= Loglx-21| + Loglz-21|. 


x-2 rx- ED 


= Logr - Log 1 + Log 2 - Logr 
= Log 2. 


H- 


图 6-9 1A/x 的 图 像 图 6-10 1/(x-2) 的 图 像 


为 了 再 次 利用 这 一 点 ， 当 反常 积分 (1) 中 极限 按 对 称 选取 时 ， 我 们 采用 反常 积分 的 主 值 
记号 : 


pv [ fedem lim = U rae + [ees] 
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反常 积分 | ds/(x -2) 不 存在 ,但 是 它 的 主 值 是 Log 2. 
如 果 函 数 /(*) 在 整个 实 轴 上 除去 点 < 外 连续 ， 它 在 ( - % ，m ) 上 的 积分 主 值 定义 为 


pv. NOT 


lim [f eos + f foa]. (2) 


这 里 假定 当 独 立地 p 一 ，r 一 0' 时 极限 存在 ?. 

在 函数 出 现 几 个 不 连续 点 * = c, 的 情况 下 ， 我 们 用 Ao mn 2 

-种 自然 的 方式 扩展 ( - % ，% ) 上 积分 主 值 的 定 _ 一。 一 一 一 一 -一 一 
X; 即 关于 每 个 ， 去 掉 一 个 小 的 对 称 区 间 (c n. ^ ^ P aT 

c +n)， 然 后 当 独 立地 0^, p — e 时 取 积分 的 图 6-11 积分 主 值 的 积分 路 径 

极限 . (参见 图 6-11. ) 

在 计算 形 如 (2) 式 的 一 些 积分 中 ， 当 把 被 积 函数 看 作 : 的 函数 ， 且 它 在 例外 点 。 是 单 极点 

时 ， 留 数理 论 是 很 有 用 的 . 在 这 种 情况 下 ， 我 们 必须 考虑 了 沿 [ -p，。-r] 和 [c+r,p] 的 积分 ， 
为 了 利用 留 数 定理 还 必须 构造 某 条 包含 这 些 线段 的 7/ 
闭 周 线 ,在 之 前 两 节 ， 我 们 讨论 了 合适 的 连接 +p / s x 
到 -p 的 路 径 ， 而 现在 需要 的 是 连接 ce-r 和 c+r d N 1 
在 连接 时 ， 我 们 不 能 沿 着 实 轴 连 接 ， 因 为 这 样 的 线 : 
段 必然 经 过 奇 点 <， 而 是 要 想 办 法 绕 过 <。 点， 例如 ， 
构造 如 图 6-12 所 示 的 半圆 周 5,. 最 后 令 r 趋 近 于 零 ， 
所 以 必须 确定 如 下 极限 


图 6-12 ZAMR 


lim[ fi) dz. 
下 面 的 引 理解 决 了 这 个 问题 ， 该 引 理 不 仅 能 处 理 半圆 周 的 情况 ， 也 可 以 处 理 任意 贺 弧 的 情况 . 


引 理 4 如 果 / 以 z=c H AZ, T, 是 如 图 6-13 所 示 的 国 
HW. 定义 为 


7T:z=c+res (0<0< 0,), 
则 


lim f. f(z)dz = i(0, - 6) Res(fic). 
从 而 ， 对 图 6-12 所 示 的 顺 时 针 方向 的 半圆 周 5,， 有 
lim 人 (z)dz = - imRes(/se). (5) 
r9*45, 


图 6-13 引 理 4 中 的 圆 弧 


O ”更 确切 地 讲 ， 我 们 说 (2) 式 中 的 极限 存在 且 等 于 了 上 是 指 对 任意 的 e >0， 存 在 正常 数 W 和 5， 使 得 对 于 P > MA 


0 <r<5，(2) 式 中 方 括号 内 的 部 分 总 在 上 的 = 邻 域内 
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证 因为 了 以 *e 为 单 极点 ， 它 在 “的 某 一 去 心 邻 域 0< 1 z-cl <R 内 的 洛 朗 展 开 式 为 


fG) =  Ya(s- ot, 
z kzo 
从 而 对 于 0 <r<R， 有 
J fene = as se [aca (6) 


其 中 
gl) := YXaG-9*. 
名 
现在 & 在 < 处 解析 (为 什么 ?) ， 所 以 在 “点 的 某 一 邻 域 内 有 界 ; 即 1z-cl <R, 时， 
1g(2)1<M. 
BIA, 对 0<r<R,， 有 
|1ecod|s MET.) = MCO, - Or, 
并 且 当 + 一 0 "时 ， 上 式 最 后 一 项 趋 于 零 . 因此 
Jim f gr) de = 0. 
对 于 1/(z -c) 的 积分 ， 应 用 参数 形式 (3) ， 推 得 
Í d f 1 riewdg = :do = i(0, -6)， 


ze re 
所 得 积分 值 与 无关 . 所 以 由 (6) 式 ,得 到 
Jim f. f(z)dz = a ,i(6, - 0) +0 = Res(fic)i(& - 0), 


这 正 是 所 求 的 极限 (4). 
特别 地 ， 当 7, 是 着 时 针 方 向 的 半圆 周 时 ， 得 到 极限 值 imRes(f; <) ， 所 以 对 图 6-12 所 示 的 
相反 方向 的 半圆 周 5,， 得 到 极限 值 -inRes(f; c). [] 
例 1 求 
. 
I= p. vf. f 
的 值 . 


WD 首先 注意 到 被 积 函数 除去 <=0 外 连续 .所 以 
I= lin([ ds + (e). 
和 [ef 
现在 引入 复 函 数 


:= 
f) 


它 以 原点 为 单 极点 但 是 在 其 他 点 处 处 解析 . 接 下 来 必须 构造 一 个 包含 线段 [ Tp. -r)f lr, p] 
HARR. 注意 到 当 我 们 将 +p - p 用 上 半 平 面 的 半圆 C; 连接 起 来 时 ， 可 对 f(z) 应 用 车 尔 
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当 引 理 . 在 连接 -r 和 7 时 我 们 用 半圆 周 5, 绕 过 原点 . 这 样 就 得 到 一 条 如 图 6-14 所 示 的 闭 周 线 . 
因为 ez 在 闭 周 线 内 没有 奇 点 ， 所 以 有 


Gomes 


[ee f Ea =- f E = f, o 
由 若 尔 当 引 理 ， 
limf Ed: =0, 


polc; z 


再 由 引 理 4 的 公式 (5) ， 
li 


即 


图 6-14 B 1 中 的 周 线 


Sdz= -inRes(0) =- iv limz © 全 =- im. 
z a0 z 


所 以 由 (7) 式 得 
pv fA Sd =- (= im) -0 mim. (8) 


B2 R 
pure 
解 ”注意 到 被 积 函 数 g(x): = (sinx)/x 是 x 的 偶 函 数 ; 即 对 所 有 的 x, g( x) =&(x). 
所 以 
站 SER. = p. v. f. Sings 
并 且 ， 右 边 的 积分 是 e"/x 在 ( - 0 , o ) 上 的 积分 的 虚 部 ， 从 而 由 例 1， 它 等 于 ImCim) =n. 
所 以 
* sinz T 
Í 一 一 dx = Y [| 
注意 由 例 1 可 得 另 一 个 结果 
pv f. as = Reim) = 0， 
但 是 这 并 不 令 人 惊讶 ， 因 为 被 积 函数 h(x): = (cosx)/x 是 x 的 奇 函 数 ; 即 对 所 有 的 x， 
h( x) = h(x). 
例 3 计算 


xe 
evf, pe 


M ”被 积 函数 在 两 个 实数 点 = +1 处 不 连续 ， 所 以 我 们 需要 求 
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mm (f f f) ES ds. 
; 


为 此 考虑 
» 
f): 3c m 
如 图 6-15 所 示 ， 绕 过 每 个 单 极点 作 一 条 闭 周 线 . 因为 /(z) 在 闭 周 线 内 解析 ， 得 
In dn 2 
Qr + Tt +0, (9) 


EJ J J AIA ADH S Sy C; 的 积分 . 由 若 尔 当 引 理 得 
limJ, = 0, 
由 引 理 4 的 公式 (5) , 4 


lim J, = - imRes( - 1) =- im lim (z +1) /(2) 


TE m -ime ™” 
z-i lim ——- = — 
iz 


-1 FE 
lim J, --imRes(1) =- im lim(z -1) f(z) 


Loud i 
hd i ee 7 
所 以 在 式 (9) 中 取 极限 ， 得 
"m (oom "us riy 
P. vf. 2- pe -一 (T -0 = imeos2. 
G 


-P -in -lm 1-5 [n n 


图 6-15 例 3 中 的 周 线 " 


练习 6.5 
1. 沿 着 给 定 的 圆 统计 算 下 列 各 极限 - 


; 
G) lim f E+， 中 Ts =r’, 00€ 
ret, z 2 


" 
(b) lim | d, CB Duden. T x)xx 
(or, s -1 4 
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(e) lim f PES. Xhyucler, asosa 


(4) lim f cla, 其 中 S,:s = ve，msb<s2 
Pe P 


用 留 数 的 方法 ， 验 证 习题 2~8 中 的 各 积分 公式 - 


DOM 
- e 
-(x-0G-3) 
4. p E a ae "(T -L) 


a(x? +1)? 2 è 


* coss -1 T 
sf mp Ee 


3. p.v. dx = mife” - e) 


ned i = Feos(1) - e] 

T. p. v. [ IU = mlsin(1) - 2sin(2)1 

8. p. v. T e a = Een) + eon( 1+ mein?) 
9. 计算 pv f. Sn d, [isis = Im( 38- -5 5] 
10. 验证 


[ 


[提示 : simx = 二 (1 - cos2x) e ERe(1 - 89). ] 


1 
D PME; 


11. 对 于 0 < a cile f cis 【提示 : 作 各 图 6-6 所 示 的 周 线 , 统 过 z = 0 和 = = 2n A] 
12. 对 于 a>0 和 4>0， 验 证 


" eslas) ， 于， 
Í s+ 2 0) 


6.6 关于 多 值 函数 的 积分 


用 留 数 定理 计算 /(x) 的 积分 时 ， 可 能 出 现 复 函数 /(z) 是 多 值 的 情况 . 如果 发 生 这 种 情况 ， 
我 们 需要 对 积分 方法 做 适当 修改 ， 不 仅 要 考虑 孤立 奇 点 还 要 考虑 分 支点 和 分 支 制 线 . 事实 上 ， 
我 们 可 以 发 现 沿 分 支 割 线 积分 是 必要 的 ， 所 以 首先 讨论 这 一 方法 . 

为 了 明确 起 见 ， 设 a 表示 一 个 非 整数 的 实数 , f(z) 是 将 z 的 辐 角 限 制 在 0 到 2" 之 间 所 得 到 
的 z 的 分 支 ; 即 

f(z) = ew 其 中 z = re*，0 <0<27. (1) 
在 第 3 章 中 已 经 证 明 ， 这 个 函数 在 除去 它 的 分 支 割 线 非 负 实 轴 外 的 平面 上 解析 ( 见 图 6-16). 事 
实 上 ， 当 z 从 上 半 平 面 趋 于 割 线 上 的 点 *( 20) RE, 0 趋 近 于 零 ， 并 且 
fa) wet = 2 (2) 
(和 微 积分 中 一 样 ，x” 是 主 值 ) ; 而 如 果 z 从 下 半 平 面 趋 于 x* 时 ， 0 赵 近 于 2T， 所 以 
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f(z) entm uten, (3) 
这 时 我 们 设想 /在 割 线 的 "上 沿 "等 于 x"， 在 割 线 的 “下 沿 "等 于 x ens 
如 果 现 在 要 沿 割 线 对 f(z) 进行 积分 ， 为 避免 混淆 ， 需 要 在 割 线 上 方 或 下 方 各 用 一 个 有 向 箭 
头 来 表示 要 用 的 的 那个 值 . 例如, / 沿 图 6-17 所 示 的 线段 y, 和 y, 的 积分 为 


[ion = [ze 


[fs =- fe “edx =- ef fs) 


(4) 


—Ó 
9 e h-— p 
图 6-16 xz f X NIA 图 6-17 沿 分 支 剂 线 的 积分 


把 这 些 记号 应 用 到 具有 分 支 割 线 的 任意 函数 一 函数 在 割 线 每 一 侧 的 函数 值 由 它 在 这 一 侧 的 
连续 性 决定 . 我们 现在 举例 说 明 对 这 样 的 函数 如 何 应 用 留 数 定理 . 
例 1 设 a 是 一 个 实数 ( 非 整 数 ) ，R(z) 是 一 个 在 如 图 6-18 
所 示 的 闭 周 线 厂 上 没有 极点 的 有 理 函 数 . 如 果 /(z) 是 由 将 :的 
辐 角 限制 在 0~2" 之 间 得 到 的 =:R(z) 的 分 支 ， 即 
erm C RCOe), 对 于 z = re*,0 < 0 «2m 
f(z) = (x°R(x), 对 于 z = x, 在 y, 上 积分 时 
xe" R(x), 对 于 z =x, Ey 上 积分 时 
则 


[Adz = mi > 世 [ A(z) 在 厂 内 各 极点 处 的 留 数 ]%. (5) 

证 “因为 被 积 函 数 在 分 支 分 割 线 的 [e，p] 部 分 是 多 值 的 ， 
所 以 不 能 直接 应 用 留 数 定理 (还 要 注意 被 积 函数 沿 y, y, 的 积分 不 为 零 . ) 为 了 克服 这 一 困 
难 ， 我 们 引入 图 6-19 中 砷 线 所 表示 的 线段 ， 它 将 内 圆周 和 外 图 周 连接 起 来 并 且 不 经 过 R(z) 的 
任何 极点 . 这 样 得 到 两 条 正 向 闭 周 线 DP, 和 六 (如 图 6-19 所 示 ) ， 使 得 


图 6-18 例 1 中 的 周 线 


所 “为 明确 起 见 ， 太 内 我 们 指 的 是 在 两 轿 周 之 问 但 不 在 线段 [e，p] 上 的 那些 点 的 集合 


[346] 


[347 
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[ios = NO + [i2 (6) 


( 沿 虚线 段 的 积分 为 零 ). 因为 在 厂 , 上 f(z) 是 一 个 解析 函数 ， 所 以 在 厂 , 上 可 以 应 用 留 数 定理 ; 
事实 上 ， 对 TD, ART, 上 的 点 =， 


f(z) = e""*R(z) 
( 主 值 分 支 Logz 沿 负 实 轴 取 它 的 分 支 制 线 ). 所 以 
IIO = 2mi* X(ffE T, 内 各 极点 处 的 留 数 ). (7) o p 
类 似 地 ,在 D, 上 f(z) 也 是 一 个 解析 函数 ， 例如， 对 古 上 
的 z=re”， 
x 
St cul. NO EL 
fa) = e Rere, y «0673 me) mon 
(这 时 沿 正 虚 轴 作 分 支 割 线 ). 所 以 
EOL z22mi- X(fE T, 的 各 极点 处 的 留 数 ). (8) 
由 于 三 内 的 每 个 极点 或 者 在 D, 内 或 者 在 厂 , 内 ， 由 (7) 式 和 (8) 式 ， 可 以 得 到 所 要 的 (5) 式 ， 
Ë 
有 了 留 数 定理 的 这 一 扩充 ， 我 们 现在 就 可 以 处 理 包含 * 09 4) A HE A — 2 (RC BUR 
问题 . 
例 2 计算 
A E 
iel Jala ea)" 
其 中 yx 表示 x >0 时 的 主 值 . 
MD ”显然 这 里 需要 求 的 是 
为 此 选取 定义 为 


4:772. i2;)*. 0«8«2m 


的 z ”的 分 支 ， 它 以 非 负 实 轴 为 分 支 割 线 . 利用 所 选 的 E， 设 


Sa) := di 4) 
按照 通常 的 习惯 ， 对 割 线 上 沿 的 x>0， 有 
加 1 
fx) = Wo" 


而 对 割 线 下 沿 的 x>0， 有 
1 -1 


fO) meU( ea) Ary 
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现在 需要 构造 包含 线段 [e，p] 的 闭 周 线 ， 同 时 必须 考虑 在 原点 以 及 极点 z= -4 的 分 支点 . 因 
此 考虑 选取 图 6-20 所 示 的 闭 周 线 ， 其 中 e 充分 小 而 p 充分 大 ， 使 得 极点 -4 在 这 条 周 线 的 内 部 . 


由 例 1， 对 这 样 的 e 和 p 有 G 
Gf. sf -f + |) Ade = 2miRes -4). (9) 
类 似 前 面 的 讨论 ， 
s —3 bc d - 
[renis [roe [ LÀ rl gio 9 p 

- 1 
& a zn dx, 

所 以 


za fod + | fx)ds) = 21 图 6-20 例 2 中 的 周 线 


并 且 ， 在 半径 为 p 的 圆周 上 ， 有 


1 1 
1 ec EE RN 4), 
is Hell z 4l Tl pA 
TRA 


|[ rae < WS 


所 以 当 p — c i, (E C, 上 的 积分 趋 于 零 . 类 似 地 ， 在 半径 为 e 的 内 贺 上 ， 有 


1 
| =i 4), 
ONS 4-5 (e <4) 
x 
2 2mVe 
DESDE V P = 和 


从 而 当 e -0 时， 上 式 也 趋 于 零 . 
因此 ,对 (9) 式 ， 当 p — e Fe 一 0' 时 取 极 限 ， 得 
0 +0 +21 = 2niRes(f; - 4). (10) 
最 后 ， 因 为 := -4 是 /的 单 极点 ， 所 以 


Res(f; -4) = „lim (z +4) f(z) = lim 7 = lim uL 


?一 4 el 
bne 


所 以 由 (10) 式 得 


下 面 是 一 个 情况 更 复杂 一 点 的 例子 
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例 3 计算 


1=pr 人 二 此， 其 中 0 < A < 1. 


x (x -4) 


解 ”这 个 例子 和 前 面 的 例 2 有 重大 区 别 ;本 例 中 奇 点 x = +4 位 于 积分 区 间 上 . 同时 还 要 


注意 到 分 母 已 推广 为 x 的 指数 的 形式 ， Bonae 


£s die ( dies 
为 此 ， 我 们 要 绕 过 奇 点 ， E ee 选择 分 支 


H 

fO) conne a)" 
构造 如 图 6-21 所 示 的 周 线 . 

因为 所 z) 在 这 条 闭 周 线 “ 内 "没有 奇 点 ， 沿 此 周 

线 的 积分 必然 为 零 . 利用 了 在 割 线 上 沿 和 制 线 下 沿 的 


不 同 定义 ， 我 们 有 
es ens f) EIL 
(f, h h + f) A =0, (11) 


其 中 周 线 如 图 6-21 Bron . 
对 于 0<A<1， 容 易 应 用 例 2 的 估计 方法 证 明 


lim f. fd =0 和 lim Í, f(z)dz = 0. 


a2) 
为 了 计算 在 Ss mS, 上 的 积分 当 5 50 “时 的 极限 ， 


z=re0<b<2m， 


OOE 


图 6-21 例 3 的 周 线 


我 们 应 用 上 一 节 关 于 积分 在 单 极点 附近 的 性 质 的 结果 . 在 以 z=4 为 心 的 上 半圆 周 上 ， 函数 /等 


于 主 值 分 支 
1 


AG may 


这 个 主 值 分 支 在 正 实 轴 上 除去 单 极点 z=4 外 解析 . 所 以 由 6.5 节 的 引 理 4， 
Jim f /2) de =- dmRes(f id) =- im lime er = ~ igd^, (13) 
然而 ， 在 以 z=4 为 心 的 下 半圆 周 上 SEF e 7 AG), BIA 


lim Í f(1)d: =- i4 e 
mox 


(14) 


最 后 , 在 (11) 式 中 当 p 9, 6 —0', 80 时 取 极 限 ， 由 (12) 、(13) 和 (14) 得 到 ， 


Q- e?) 40 - imd - imd ^ e 77 


4o (E67) Lua e 


Itm) arem EZ 


+0 = 0， 


-= om^ cot( mA). C] 
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例 4 计算 


I= Í ur i 
(x € DG 2x +2) 

解 注意 在 这 里 被 积 函数 不 是 x 的 偶 函 数 ， 所 以 无 法 把 了 同 整个 实 轴 上 的 积分 联系 起 来 . 
根据 前 面 的 例子 ， 我 们 应 用 对 数 函 数 的 特点 构造 一 条 合适 的 闭 周 线 . 仍 选择 沿 非 负 实 轴 制 开 的 
log z 的 分 支 ， 或 者 选择 在 3. 3 节 注 记 中 的 Co(z): = Log | z1 +iargoz ， 考 虑 沿 例 2 中 所 用 周 线 
(图 6-20) 的 积分 

i £y (z) dz 
^t (z+1)(z 2:42)" 
在 割 线 的 上 沿 我 们 有 Co(z) = Logx + iargox = Logx， 在 割 线 的 下 沿 我 人 有 Lo(z) = Logx + i2. 沿 
割 线 的 两 个 方向 来 回 各 积分 一 次 ， 注 意 到 不 想 要 的 因子 Logx 的 实 部 正好 抵消 ， 于 是 得 到 
Logxdx NENU ERIS 
e adus (x € 1) GÀ 82x +2) 


ns f CoD PETI 

估计 沿 图 6-20 所 示 的 圆周 P, 和 C, 的 积分 ， 对 充分 小 的 e, 
Í Co(z)dz < Vlore) + (2m) 72me 
r, (z+1) (2 +2z+2) (1-e)(2-2e-e) ' 
Me 一 0 "时 ， 它 趋 于 零 . 并 且 对 充分 大 的 p， 
Co(z)dz < Vlo) + Gn) 2mp 

(p - D (p! -2p -2) 
Lx sgg) 3 Gn) np 

p - 179) (1 -2/p - 27p ) " 
当 p 一 am 时 它 趋 于 零 (因为 (Logp) /p^ — 0). ns 在 极限 意义 下 周 线 积分 1,, 趋 于 


E xu TEFEN] A 


但 是 ， 由 留 数 定理 ，1, ,等 于 2mi 乘 以 周 线 内 被 积 函数 在 各 孤立 奇 点 处 留 数 的 和 . SA 
被 积 函数 记 为 
£y (x) 
[z*1][z- C-1*4 D][z- (21- D] " 
(对 小 的 e 和 大 的 p) 求 得 留 数 的 和 为 
Co(-1) í CC-L+iD ， A 
(-i)i (*0)0Qi) (-)(-2i) 
Lomo, Log(/2) +3miX4 , Log(y2) + 5mi/4 
E -2 -2 
=- Log( 42). 


故 所 求 积 分 为 T= 2mi( - Log(/2) )/( -2m)i= Log(V2). È 
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练习 6.6 


用 留 数 定理 验证 习题 1 ~7 中 的 各 积分 公式 、 


0<a<1 


-i<a<l,a#0 


*[ ctr tae <a<3 a*l 
sf ELM - (Amt Jerem 0 *ac2,anl 
ovf ue = Tema cosmo)], -ieaclaso 
人 REPERI z ES zu -1«ac«l,a»0, -mn<$<n, 中 r0 
8. 验证 


* Log|x 2, 
pv adr log? 


[提示 ; 将 (Logz)/(z*+4) 沿 绕 过 原点 的 半圆 周 积分 (参见 图 6-12) ， 并 且 注 意 当 p 一 + mm 或 p 0T RP, 
(pLogp)/(p’ - 4) —0. ] 
9. 用 例 4 的 方法 ， 计 算 下 列 积分 : 


s - 1 
wf Ci Df e 
10. 验证 
ED 
l EET 
[提示 : 参见 习题 9. ] 
11. 验证 


(EB TIN d 
Í Gane tae 


[提示 ; 参见 习题 9. ] 

12. 验证 
[sem = sin( 3e) ro <a<D， 

其 中 rlCa) := [emm 是 如 马 函数 [BOR XE e…z"… 沿 绕 过 原点 的 四 分 之 一 国 周 积分 . ] 

13. 沿 环绕 点 0 和 1 的 杠铃 形 周 线 以 及 包含 这 个 杠铃 形 周 线 的 大 圆周 求 积分 
[c =a?) d. 

[提示 : 记 (z 28) sal -1) EHI GC! -1)” 的 合适 分 支 . ] 

6.7 辐 角 原理 与 儒 软 定理 


这 一 节 ， 我 们 将 用 柯 西 留 数 定理 推导 两 个 具有 重要 实际 应 用 的 理论 结果 . 这 些 结果 适合 奇 
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点 都 是 极点 的 函数 . 这 类 函数 在 下 面 的 定义 中 被 赋予 了 一 个 特别 的 名 字 . 


, 定义 2 RARER DAREA, Mif A RR D 内 的 亚 纯 (meromorphic) 
函数 


特别 地 ， 我 们 将 D 上 的 解析 函数 看 作 是 亚 纯 函 数 的 特例 . 有 理 函 数 在 整个 平面 上 都 是 亚 纯 
[r2 

假设 给 定 简单 闭 周 线 C EBERT. IRR UOS IRTÉC/, EE C 内 是 亚 纯 的 . 在 这 些 条 件 下 可 
以 证 明 f 在 C 内 至 多 有 有 限 个 极点 . 其 证 明基 于 两 个 事实 : 首先 , /的 所 有 奇 点 都 是 孤立 奇 点 
(极点 )， 其 次 ,C 内 的 每 个 无 限 点 列 都 有 一 个 收敛 于 C 上 或 C 内 的 某 一 点 的 子 序列 . (高 等 微 
积分 课程 中 已 经 证 明了 这 一 事实 ， 称 为 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 . ) 所 以 ， 如果/ 在 C 内 有 
无 限 多 个 极点 ， 它 的 某 一 子 序列 也 应 该 收敛 于 一 个 奇 点 ， 但 它 不 是 了 的 一 个 孤立 奇 点 ,这 是 一 
个 矛盾 ， 因 而 C 内 的 极点 个 数 必然 是 有 限 的 . 

同样 ， 如 果 / 在 C 内 有 无 穷 多 零点 ， 则 必 有 一 子 序列 收敛 于 某 点 wo. 但 是 如 果 / 在 z 点 解 
析 ， 由 5.6 节 推 论 3， 函 数 / 在 z 的 某 一 邻 域内 必然 恒 为 零 一 因而 由 解析 延 拓 ，j/ 在 C 上 也 恒 
为 零 ; 而 如 果 j 在 n 点 不 解析 ， 由 5. 6 节 的 讨论 ， 需 要 z 为 本 性 奇 点 . 两 种 情况 都 同 我 们 的 假 
WR. 所 以 在 C 内 的 零点 数 也 是 有 限 的 . 

在 计算 函数 的 零点 或 极点 的 个 数 时 ， 通 常 包 含 重 数 . 例如 , HEC. 1 :1 c4, 并 取 


a 2 
AD = era a) 


则 /在 C. 内 的 极点 数 NN,(/) 理解 为 
ND X (每 个 极点 的 阶 ) 
cfi 
= (极点 z =-2 的 阶 ) + (极点 z = 1 的 阶 ) 
2245-7, 
而 C 内 的 零点 数 No GO 8. 
ND: (零点 z = 0 的 阶 ) = 3. 
例 1 函数 /(z) 如 (1) REX, 计算 


[AY Ky dz XR 0:1 st = 4 是 一 条 正 向 周 c 
线 ( 见 图 6-22). 
解 为 了 引入 新 的 概念 ， 我 们 用 非 标准 的 
方法 解决 这 个 问题 . 注意 到 在 形式 上 ， Soot 
L'a ad 
A3 T caf 


= Ae 4 Log] f(a) |+ i arg fG)- 
假设 y 是 C 的 子 弧 段 ， 它 足够 短 使 得 arg f(z) men AINAR 
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《的 某 一 分 支 ) 沿 y 的 变动 小 于 20. 于 是 存在 y 上 log f(z) 的 一 个 解析 分 支 . 对 这 一 分 支 ， 由 


4.3 节 定理 6， 有 
£'G) 


Ere dz = (Log|f(z) | i arg f(z)} ^ (2) 
JEP z, Fo 是 y 的 端点 ( 见 图 6-22). 如果 把 C 分 审 成 这 样 的 小 弧 段 ， 应 用 (2) 式 拼 资 在 一 起 ， 则 有 
[ rae = actos) |+ iacere. = acm, (3) 


其 中 Acarg /(z) 表 示 当 z 沿 C 绕 行 一 周 时 ，arg f(z) 的 纯 改变 量 . (因为 Log1 f(z)1 是 单 值 的 ， 
它 在 闭 周 线 上 的 纯 改变 量 是 零 . ) 
由 (1) 知 ， 
arg f(z) = 2arg(z - 8) + 3arge - 4arg(z - 5) — 2arg(z +2) - 5arg(z - 1). 
因为 C 包含 原点 ， 当 z 沿 C 绕 行 一 周 时 ，arg z 的 纯 改 变量 是 2mr. 类 似 地 ， 因 为 C 包含 -2 41, 
arg(z+2) 和 arg(z-1) 的 纯 改 变量 都 是 2m. 因为 8 和 5 在 C 的 外 部 ，arg(z -8) 和 arg(z -5) 的 纯 
改变 量 都 是 零 . 所 以 


[£9 dz = i2n(3 -2 -5) --4(2mi) = -Bri " 


在 这 个 例子 中 , f(z) 在 C 内 的 每 个 零点 对 积分 的 贡献 是 2i 乘 以 它 的 重 数 ， 每 个 极点 的 贡 
献 是 -2mi 乘 以 它 的 重 数 . 对 所 有 的 亚 纯 函数 ， 辐 角 原理 归纳 了 这 一 结果 


定理 3( 畏 角 原 理 ) ”如果 /在 正 向 简单 闭 周 线 C 上 解析 且 没 有 零点 ， 在 C 的 内 部 亚 
纯 ， 则 


1 
aml fao = ND ND, (4) 


其 中 No(/) 和 和 N,(/) 分 别 表示 /在 C 内 的 零点 个 数 和 极点 个 数 ( 重 数 包含 在 内 ). 


证 方法 很 直接 : 我 们 找 出 奇 点 并 计算 被 积 函 数 


C) := LO. 
Sa) 
的 留 数 . 注意 到 了 在 C 上 处 处 解析 且 不 等 于 零 ， 所 以 被 积 函 数 C(z) 在 C 上 处 处 解析 . E C 的 


内 部 6 的 奇 点 只 能 是 了 的 零点 或 极点 . 
首先 考虑 点 z 是 C 内 /的 m 阶 零点 的 情形 . 这 时 了 可 以 表示 为 
fa) = G-2)":h(), 
其 中 心 (z) 解 析 并 且 在 =z 处 不 等 于 零 ( 见 5.6 节 定 理 16). 从 而 在 z 的 某 一 去 心 邻 域内 有 


-LG m h'l) 
€G = R T T-a Ma) 
RARR h/h Ez 解析 ， 上 式 表明 G 以 为 单 极点 并 且 在 这 点 的 留 数 等 于 m 
另 一 方面 ， 如 果 f 以 ,为 上 阶 极点 ， 则 
H(z) 
f(z) = PEFEA , 
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其 中 (2) 在 解析 并 且 HG) 0 (ML 5.6 节 引 理 7). 这 时 ， 在 3 的 某 一 去 心 邻 域内 ， 有 
LO hk o, H'G) 
CoS 3x-x ^ Ha) 
XII H '7H e z, BAS, ERI s, 为 C 的 单 极点 并 且 在 这 点 的 留 数 等 于 -大 
最 后 ， 由 留 数 定理 ，C 沿 C 的 积分 必然 等 于 2mi 乘 以 6 TE C 内 各 奇 点 处 留 数 之 和 .由 前 面 
的 讨论 ， 它 等 于 2mi 乘 以 /在 C 内 各 零点 阶 数 的 和 减 去 /在 C 内 各 极点 的 阶 数 的 和 ; 即 
al Elli 2s E 
[ew = f "d o miM - NOT. 
于 是 公式 (4) 得 证 . a 
当然 ， 如 果 定理 3 中 的 函数 /在 C 内 没有 极点 ， 则 N,(/) =0， 于 是 有 如 下 推论 . 


| 推论 1 如果/ 在 正 向 简单 闭 周 线 C 内 和 C 上 解析 ， 并且 /在 C 上 没有 零点 ， 则 


LES AORTE 
abd Re) = MN, 


其 中 NU) £4 C 内 的 零点 数 ( 重 数 包含 在 内 ). 


由 上 面 的 讨论 ， 辆 角 原理 的 结论 可 以 表示 成 如 下 形式 : 
二 4cargy(a) = Nm) - N,N. (5) 


还 有 另 一 种 表示 /的 辐 角 沿 C 变化 的 方法 ; 它 涉及 像 曲线 /(C). 它 是 曲线 C 在 映射 w= /(z) 下 
的 像 ( 在 w 平 面 上 ); 即 如 果 把 C 用 z=z(4) (a<t<6) 参 数 化 ， 则 曲线 /(C) 的 参数 化 形式 为 
w = /f(z:(t)) (est<b) (6) 

显然 像 曲线 是 闭 曲线 ， 但 是 和 C 不 同 ， 它 不 一 定 是 简单 的 或 正 向 的 . 

如 果 我 们 描绘 出 如 图 6-23 所 示 的 像 曲线 ， 容 易 得 出 /(z) 的 辐 角 的 净 改 变量 . LNCON 
沿 正 方向 ( 逆 时 针 方 向 ) 绕 原点 w =0 一 周 后 ，arg 了 增加 2n， 每 当 它 沿 负 方 向 绕 行 一 周 ，arg f 
减少 2m, 因为 /(C) 是 闭 曲 线 ， 所 以 Acarg /(z) 等 于 2 乘 以 /(C) 以 正方 向 绕 w=0 一 周 的 净 次 
数 ， 即 逆 时 针 方向 的 绕 行 次 数 减 去 顺 时 针 方向 的 绕 行 次 数 ?. 

平面 平面 


PITT 
图 6-23 Acar fz) 的 表示 


”一些 作 者 称 之 为 儿 C) 绕 原点 的 国 数 . 
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作为 具体 例子 ， 考 虑 
Ae) =? 和 C6, (01:20). 
注意 在 w= f(z) 下 这 个 圆周 的 像 沿 正方 向 绕 原 点 3 周 ( 见 图 6-24). 所 以 f 的 辐 角 的 纯 改变 量 是 
6m， 由 (5) 式 N,(f) -N CD =6m/2m =3. 
EX E 


图 6-24 Acarg(z) 


下 面 ,假设 f(z) 在 C 上 解析 ， 在 C 内 亚 纯 ,我们 计算 ( C ) 绕 原点 w =0 一 周 的 次 数 . 现 
在 希望 知道 通过 某 一 解析 函数 h(z) 组 成 的 g(z): = f(z) +h(z) 关 于 _/(z) 的 扰动 . 我 们 想 要 知道 
扰动 h 要 多 小 才能 保证 g(C) 绕 原点 w 20 一 周 的 次 数 同 FC C) 的 相同 . 

这 个 问题 类 似 于 一 个 人 在 城市 里 率 着 一 条 狗 进行 列 狗 时 的 情形 . 如 果 人 和 和 狗 遇 到 了 一 根 电 
线 杆 ， 而 狗 带 又 较 长 时 ， 狗 必然 会 把 狗 带 缠绕 到 电线 杆 上 . 但 是 ， 如 果 主 人 在 行走 时 不 断 调整 
狗 带 的 长 度 ， 使 得 它 从 不 会 拉 长 到 杆子 处 ， 那么 狗 和 人 将 会 围绕 杆子 相同 的 次 数 而 避免 缠 结 . 

我 们 把 w 平面 的 原点 当做 电线 杆 ， 
曲线 A(C) 是 人 的 路 径 ，g(C) 是 狗 的 路 
和 经 ( 见 图 6-25)， 则 狗 带 就 是 h(z) = 
gl) -/(z)， 条件 是 狗 带 不 会 超过 人 到 
电线 杆 的 距离 一 即 

1h(z)1 <I f(z)1，z 在 C 上 . 

所 以 A(C) 和 g(C) 绕 原点 的 圈 数 相同 . 
车 消 数 /在 C 内 无 极点 ,将 上 面 的 讨论 
和 辐 角 原理 相 结 合 ， 就 得 到 颂歌 定理 . 


XHRA(CNBUEI) ”如果 /和 刀 都 是 简单 闭 周 线 C 内 和 C 上 解析 的 函数 ， 并 且 在 C 上 有 
严格 的 不 等 式 


图 6-25 侨 软 定理 图 解 


lh(z) 1< pol. (7) 
则 在 C 内 /和 /+h 的 零点 总 数 ( 按 重 数 计算 ) 必 定 相 同 . 


注意 到 不 等 式 (7) 只 需 在 C 上 而 不 是 C 内 成 立 ,，(7) 式 使 得 所 以 及 g =f+h) 在 C 上 不 等 于 
F. 对 于 f 是 C 内 的 亚 纯 函数 的 推广 情形 ， 参 见习 题 15. 

恬 软 定理 的 典型 用 途 之 一 是 将 一 个 复杂 解析 函数 g 同 零 点 已 知 的 解析 函数 相 比较 ， 推 出 关 
于 其 零点 位 置 的 一 些 信息 
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例 2 证 明 多 项 式 
g(2) -2243:41 
的 全 部 5 个 零点 都 位 于 圆 盘 1 zl <2 内 . 
证 选取 C 为 圆周 1 z1 =2， 并 且 把 g 作为 函数 f(z) =z 的 一 个 扰动 , f(z) 在 C 内 显然 有 
5 个 零点 . 为 了 验证 条 件 (7) ， 我 们 在 C ER 
IlhA(z)|1=13z+1l<31zl+1=3.2+1=7 
估计 扰动 h(z) =3z+1， 它 确实 严格 小 于 1 f(z)1 =1 71 22/232. 因此 g 在 1zl <2 内 也 有 
5 个 零点 . 中 
例 3 证 明 方 程 
z+3+2e =0 
在 左 半 平面 只 有 一 个 根 . 
证 因为 儒 欣 定理 涉及 由 周 线 所 界定 的 区 域 ， 我 们 不 能 把 它 直接 应 用 到 诸如 半 平 面 这 样 的 
ERR. 可 以 这 样 考虑 : 选取 图 6-26 中 的 C,， 并 把 函数 
&(z) 224342e€ 


看 作 

fa) =z+3 
的 一 个 扰动 ， 这 个 扰动 在 左 半 平面 上 只 有 一 个 零点 .于 是 对 
C, 上 的 z 有 


Ia(z)|= lgl) - 12 I2e| 9 26" < 2e =2, 
Ke f(z) 在 C, 上 是 下 有 界 的 ， 即 ( 见 图 6-26) 


3, z= iyl, 
1 A) 1 =1 +31 
A EU UT 1z1=p 时 . 


图 6-26 例 3 中 的 周 线 
所 以 当 p >5 时 ， 对 于 C, 上 的 所 有 点 z，1 h(z)1 < 1J(z) 1. ZRA gE C, 内 也 只 有 一 


个 ( 单 ) 堆 点， 所 以 在 左 半 平面 上 也 只 有 一 个 零点 ( 令 p 9). u 
FRAKE BE tE FJ FA SK WE BHAR BA AE A E E . 
例 4 证 明 任何 ”次 多 项 式 有 个 零点 . 
证 将 n 次 多 项 式 
glz) az +a," aa, (a, #0) 
看 作 是 以 原点 为 n 阶 零点 的 函数 
Fa) = az 


的 扰动 ， 则 它们 的 差 
b(a) = g(z) -f() = a a£ 6 + az + ag 
是 一 个 至 多 n - 1 次 的 多 项 式 ， 所 以 不 如 n 次 多 项 式 增长 得 快 .用 更 准确 的 话 来 说 ， 在 贺 
C: Iz) =R 上 有 
[f(z)1= lo, ]R 
和 
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IhG) |S] el RTT em + fa, |R + [a]. 
因此 如 果 选 取 充 分 大 的 R( > 1) ， 使 得 


[i ali ial 
INI [s T aT 
则 不 等 式 1 h(z)1 < 0L f(z) | 在 C 上 成 立 . 所 以 ，g(z) 也 有 mm 个 零点 . m 


假设 /(z) 在 点 2, 的 某 一 开 邻 域内 解析 ， 并 且 f(z。) =0， 则 由 5.6 节 知 ， 除 非但 为 零 ， 否 
则 存在 这 个 邻 域内 的 以 z, 为 心 的 某 个 圆周 C， 使 得 了 在 C 上 不 取 零 值 . Ho! f(z)1 在 C 上 
XF: 的 最 小 值 ， 并 且 用 hl) = -< 扰动/， 其 中 是 任意 一 个 模 小 于 o 的 复数 (由 连续 性 推出 
0 >0). HERUERGEXE, /(z) -c 在 圆 C 内 也 有 一 个 零点 ， 所 以 了 在 圆 C 内 的 一 个 点 上 取 值 为 < 

换 句 话说 ， 在 am 的 这 一 邻 域内 ，w = /(z) 的 值 完 全 覆盖 了 w 平面 的 开 圆 盘 wi co. 因此 
zo 的 每 个 开 邻 域 的 像 都 包含 we = f(z) =0 的 一 个 开 邻 域 ， 除 非 了 恒 为 零 . 

如 果 f(z) = ws 不 为 零 ， 对 函数 /(z。) -wo 可 以 进行 同样 的 讨论 并 得 到 结论 : 除非 /是 常 
数 ， 和 否则 z。 的 每 个 开 邻 域 的 像 包 含 /(z。) 的 一 个 开 邻 域 . 这 就 是 解析 函数 的 开 映射 性 质 ， 我 们 
叙述 如 下 . 


定理 5 如 果 / 在 区 域 D 上 解析 并 且 不 为 常数 ， 则 其 值 域 
f(D):= lol w = f(z),z e D} 


是 一 个 开 集 . 
练习 6.7 
1 下列 函数 中 有 哪些 是 整个 平面 上 的 亚 纯 函 数 ? 
[n (b) Logz (om 
z +1 
m 2 
(de (e) tanz (cr tem 
2. 设 P(z) sag 6a, az e taza, Xa 80. MROUEZ REA XII R, 
[ P'(z) j 
f P dz = 2nmi. 
3. 计算 
EN fo 
2mi faa E! dz, 
Xn jo) = 了 全 


3(z+2) (3z-18) 
. 设 f(z) 在 闭 圆 盘 1 z! «p 上 解析 ， 并且 对 图 1 zl =p 上 所 有 的 z, f(z) 关 wo. 解释 为 什么 积分 
ES f'G) 
Rmi ia so f(2) - wo 
的 值 等 于 S) =w 在 圆 盘 内 的 解 的 个 数 - 
5. 证 明 : 如 果 f(z) 在 简单 闭 周 线 C 内 和 C 上 解析 ， 并 且 在 C 上 是 一 一 的 , 则 f(z) 在 C 内 是 一 一 的 . [提示 : 
考虑 像 曲线 /(C). ] 
.用 儒 数 定理 证 明 多 项 式 +42* -1 在 圆 盘 1 zl <1 内 恰好 有 两 个 零点 - 


> 
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7. ER: 方程 2 9:427 -0 EARI zl <2 内 没有 根 . 

8. 证 明 : JE C -52 +10 =0 的 所 有 根 都 在 回环 ] < 1 z1 2A. 

9. 求 方程 6z + -2z +z-1=0 在 圆 盘 1 z1 <1 内 的 根 的 个 数 . 

10. 证 明 : 方程 :=2 -e “在 右 半 平面 恰好 有 一 个 根 . 为 什么 这 个 根 必须 是 实 的 ? 

ML 证 明 : 多 项 式 P(z) =z* +2s +3z +z+2 在 右 半 平面 恰好 有 两 个 等 点 . [提示 
i(1 -2y)， 并 证 明 


记 P(iy) =( -2) (7 -1)+ 


lim argP(iy) ETE 

12. 设 /(z) 在 1z1 <1 上 解析 并 且 满 足 当 1 SI IB, 1 f()! «t. 
(a) 证 明 ; 方程 f(z) =z 在 1z1 <1 内 恰好 有 一 个 根 ( 按 重 数 计算 ). (这 个 根 称 为 /的 不 动 点 ,参见 2.7 节 .) 
(b) 证 明 : MEI I <1， 则 由 z= fG) (n=1，2，…) 递 推定 义 的 序列 z, 收敛 于 /的 不 动 点 , (参见 

5.6 节 习 题 17. ) 

13. 举例 证 明 : 如 果 对 C 上 的 点 *， 用 不 等 式 1 h(z) 1 SI f(z) 1 代替 严格 不 等 式 1 h(z) 1 < Ifa), HUC 
定理 的 结论 可 能 不 青 成 立 , 

14. 叙述 并 证 明 癸 软 定 理 对 亚 纯 函数 /和 4 的 推广 ， 其 结论 为 No(f) - NO) 2 NUR) - NH). 

15. 证 明 : 如 果 / 在 简单 闭 周 线 C 上 非 零 解析 ,并且 在 C 内 亚 纯 , h 在 C 上 和 C 内 解析 并 且 在 C 上 满足 
1h(z)1 < 1f(z) 1 , 则 /和 /+h 在 C 内 具有 相同 的 零点 数 ( 按 重 数 计算 ). 

16. 设 和 >0 ME, gC) = tan z- Az. 在 关于 热流 和 传输 线 理论 的 某 些 问题 中 ，& 的 零点 是 重要 的 ,通过 完成 下 
列 各 步 ， 证 明 对 于 大 的 n，g(:) 在 顶点 为 nn(1 i), nnl -1 i) 的 正方 形 TP, 内 恰好 有 2n +1 个 零点 . 
(a) 证 明 


sin(2x) | sinh(2y) h 

cosh(2y) + cos(2x) cosh(25) + cos(2x) 

(DEH: 对 所 有 大 的 整数 上， 不 等 式 | tan cl «2 在 D, 的 边界 上 成 立 . [提示 ， 利用 (a) 部 分 的 水 平 线段 
的 公式 . ] 

(o) EBD: 对 所 有 大 的 整数 "， 不 等 式 1 g(z) + Mz1 <A1 zl 在 厂 ,的 边界 上 成 立 . 

CDER: gE n=l, 2,，…) 内 恰好 有 2n 个 极点 . 

(e) 从 颂歌 定理 的 一 般 形式 (习题 14) 推 出 :对 大 的 整数 4，g(:) 在 本 ,内 恰好 有 2n +1 个 零点 . 

17. SEKR D ARH, HE f) -/(s,) 以 DD 内 的 点 为 n 阶 零点 . ERA: 对 充分 小 的 e>0， 存 在 5>0， 
使 得 对 所 有 满足 1 w -f(z。)1 <5 的 w， 方程 f(z) -w=0 在 1:-z1i ce 内 恰好 有 个 根 . 

18. 应 用 开 映射 性 质 (定理 5) 证 明 如 下 热 知 的 事实 : 如 果 / 在 区 域 D 内 解析 ， 并 且 下 列 条 件 中 任意 一 个 成 立 ， 
则 /在 区 域 D 内 恒 为 常数 . 

(a)Re_/(z) 在 D 内 恒 为 常数 . 
(b) Im f(z) fe D 内 恒 为 常数 。 
(8) 1 Aa) 1 在 D 内 便 为 常数 . 

19. 设 /.(:)(n=1，2,，…) 是 圆 盘 D: lz) <R 内 的 解析 函数 序列 ， 它 在 D 的 每 个 闭 子 集 上 一 致 收 合 于 解析 
MR fC). 证 明 : 如 果 在 1 z! =5(0<5<R) 上 f(z) zx0， 则 对 每 个 充分 大 的 n, /.(z) 在 1z1 <6 内 同 f(:) 
具有 相同 个 数 的 零点 . 

20. it P(z) ca. +…+az+a， 并 设 

P° (a) =a POZE) = äg tā? oe dy 
证 明 : WMR! a/a, 1 >1, 则 P(z) 在 1 z1 <1 AMED PC) -a.P*(z) 具 有 相同 的 零点 数 .[ 提 示 : 
1zl =1 时 , EPG)I =1P"(z)1.1] * 
21. 为 了 建立 反馈 控制 系统 的 稳定 性 ， 一 般 必须 确保 形 如 F(z) = 1 + P(z) 的 某 类 亚 纯 函 数 的 所 有 零点 都 在 左 半 


tan(z + iy) = [ 
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平面 内 . 厅 本 斯 特 稳定 性 判 据 过 程 如 下 : 首先 考虑 如 图 6-27 所 示 的 周 线 厂 ,， 令 m 等 于 像 周 线 P(T,) 以 道 
时 针 方向 绕 点 w = -1 的 纯 次 数 . 令 SET P(z) 的 具有 正 实 部 的 极点 个 数 . 证 明 : 如 果 对 充分 大 的 7，m 
等 于 n， 则 F(z) 的 所 有 零点 都 位 于 左 半 平面 内 (所 以 系统 是 稳定 的 ). [ 如 果 对 于 充分 大 的 r"，P(T,) 经 过 点 
wo = -1， 则 F(z) 当 然 在 虚 轴 上 有 一 个 零点 ; 这 时 不 能 保证 稳定 性 . ] 

22. Glicksberg 给 出 了 癸 软 定理 的 一 个 更 强 的 形式 (在 这 里 假设 较 弱 ). 参考 图 6-25 狗 和 人 的 情况 ， 用 7 表示 从 
电线 杆 册 发 返 离 人 的 方向 的 射线 ， 如 图 6-28 所 示 . (显然 当 人 沿路 径 /(C) 移 动 时 ,7 会 转动 ). 现在， 如果 
把 狗 限制 在 射线 7 的 一 侧 或 另 一 侧 一 一 从 不 让 它 越过 一 一 那么 狗 带 不 会 缠 到 电线 杆 上 ， 狗 和 人 将 围绕 电线 
杆 转 同 样 的 圈 数 . 


图 6-27 习题 21 的 周 线 图 6-28 M. Glicksberg 和 Fritz 
(a) 应 用 前 面 的 讨论 ， 证 明 俩 区 定理 的 条 件 (7) 可 以 替换 为 
1 h(z) | <I f(x) Fel f(x) +Az)1. (8) 
[提示 : 不 等 式 (8) 是 一 个 严格 的 三 角 不 等 式 ， 它 能 保证 点 &(z) , f(z) 和 _/(z) +h(z) 不 会 不 恰当 地 连 成 


一 线 ; 见 1.3 节 .] 
(b) 由 (8) 式 蕴涵 //(/+h) 不 取 负 值 或 零 ， 从 而 应 用 推论 1 得 
Doi] [ax 
[u- (A) Je = [ez] = 0 
小 结 


留 数 是 计算 周 线 积分 的 一 个 有 效 方法 .两 数 f(z) 在 孤立 奇 点 o 处 的 留 数 是 f(z) 在 点 am 的 洛 朗 展开 式 中 
1/(z -aa) 这 一 项 的 系数 a, 对 于 计算 /(z) 在 极点 处 的 留 数 有 简单 的 公式 . 当 f) IG BUR HIE JE DL dr A 
时 ， 它 沿 正 向 简单 闭 周 线 的 积分 等 于 2mi 乘 以 它 在 周 线 内 各 奇 点 处 的 留 数 之 和 . 

可 以 用 贸 数 理论 计算 某 些 实 变量 函数 的 积分 . 例 如， 定义 在 [0，2m] 上 含有 sing 和 cos6 的 积分 ， 通 过 下 
面 的 恒 等 变 形 

eosg = 4 el). sind = H-H z = ev， 
可 以 表示 成 沿 单位 圆周 的 周 线 积分 . 另外 ， 在 无 限 区 间 ， 例 如 在 实 轴 ( - = ，+ % ) 上 的 某 类 反常 积分 ， 可 以 
通过 构造 包含 一 段 实 轴 的 辅助 闭 周 线 ( 例如 半圆 周 或 矩形 ) 的 方法 来 计算 . 在 应 用 这 种 方法 时 ， 必 须 对 周 线 进 
行 选择 ,不 仅 它 内 部 的 留 数 和 容易 计算 ， 而 且 周 线 的 非 实 部 分 的 积分 的 极限 值 是 已 知 的 . 关于 这 类 问题 ， 一 
些 特殊 的 结果 (例如 若 尔 当 引 理 ) 非常 有 效 . ? 

当 原 始 积分 区 间 上 有 奇 点 时 ， 必 须 适 当 调 整 这 些 周 线 ， 让 它 绕 过 原来 积分 区 间 上 的 奇异 点 . 车 复 被 积 函 
数 是 多 值 的 ， 必 须 沿 分 支 制 线 积分 . 为 此 割 线 被 认为 是 有 两 个 不 同 的 沿 ， 被 积 函数 在 每 一 沿 的 定义 不 同 . 

当 f(z) 的 奇 点 都 是 极点 时 ,f(z) 沿 简单 闭 周 线 的 辐 角 的 变化 同 它 在 周 线 内 鹤 点 和 极点 的 个 数 的 差 有 关 ， 由 
这 个 事实 可 推出 储 歌 定理 ， 它 提供 了 计算 解析 函数 在 某 一 区 域内 的 零点 个 数 的 比较 方法 - 


留 数 理论 
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979 共 形 映射 


前 面 讨论 了 解析 函数 f(z) 的 代数 性 质 ， 本 章 我 们 将 从 另 一 个 角度 来 研究 它 : 把 / 当 作 从 其 
定义 域 到 其 值 域 的 映射 ， 进 而 研究 它 的 几何 性 质 ， 在 应 用 上 ， 通 过 一 个 解析 函数 把 一 个 区 域 映 
到 另 一 个 区 域 是 非常 重要 的 ， 这 一 点 我 们 将 在 7. 1 节 看 到 . 


7.1 拉 普 拉 斯 方程 的 不 变性 


由 解析 函数 产生 的 映射 ( 即 解析 映射 ) 有 许多 非常 重要 的 性 质 ， 拉 普 拉 斯 方程 的 不 变性 就 
是 其 中 之 一 粗略 地 说 ， 若 ol, y) EÈ ay 平面 上 某 一 区 域 刀 内 的 调和 函数 ， 即 由 在 D 内 满足 
拉 普 拉 斯 方程 


9, 99.6 
ox oy * 
w = f(z) (1) 
是 一 个 解析 函数 ， 它 把 D 映 到 uv 平面 上 的 区 域 D'， 那 么 通过 这 个 映射 能 把 “转化 "成 D' 内 的 
LLLI 


为 了 准确 地 表达 这 一 事实 ， 我 们 需要 稍微 详细 地 盖 述 一 下 该 映射 的 性 质 ， 首 先 ， 假 设 映射 了 
使 得 D 中 的 点 和 D' 中 的 点 是 一 一 对 应 的 ?> ， 这 就 意味 着 FG) = /(z,) 当 且 仅 当 z, n 其 次 , 再 
假设 导数 df/dz 在 D ARIP. KEL, 后 者 是 前 一 假设 的 一 个 推论 ， 这 里 我 们 就 不 证 明了 . 

既然 该 映射 是 一 一 对 应 的 ， 那 么 它 就 有 逆 映 射 ， 即 D' 内 的 每 一 个 点 w 对 应 于 D 中 的 一 点 
z， 也 就 是 z 是 w 在 /下 的 原 像 ， 我 们 可 把 这 个 关系 ， 即 w = f(z) 的 逆 映 射 写作 

2cf'(w). (2) 

图 7-1 HER T fI f WRR TURKS EAR AARAA z 被 映 到 唯一 的 w) 
事实 上 ， 读 者 不 难 发 现 广 "是 解析 函数 且 它 的 导数 由 


d sd , 
dy UO "Yo [其 中 w = /(z)] (3) 
dz 


给 出 ， 这 个 式 子 也 可 写成 
2L, (4) 


我 们 应 牢记 这 个 函数 关系 ， 在 前 面 (3.3 节 ) 我 们 已 经 证 明了 公式 (3) 的 一 个 特殊 情况 ， 即 函数 
w ze 和 它 的 反 函数 z=Logw， 其 中 D 是 带 形 域 | Imz| <w，D' 是 整个 平面 沿 着 负 实 轴 割 开 的 区 域 . 
有 时 ， 为 了 应 用 上 的 方便 ， 把 映射 (1) 和 (2) 写成 实 函数 的 形式 这 时 (1 ) 式 变 成 


O ”这样 的 映射 有 时 也 称 为 是 单价 的 或 章 叶 的 - 


URH 249 


ucu(x,y), v =v(x,y), (5) 

EB SE BEC) CREE 
: x -2x(u,), y = y(u,v). (6) 

现在 我 们 讨论 前 面 提 到 的 拉 普 拉 斯 方程 的 不 变性 如 果 由 (xz，7y) 是 定义 在 忆 上 的 函数 ， 那 
么 通过 D 到 D' 上 的 一 一 映射 ， 四 可 转化 为 D' 上 的 函数 ， 也 就 是 说 ， 可 以 定义 函数 yu,v) 为 


du ,v) := ó(x(u,v) .y(u,p)), [370 


或 者 它 的 等 价 形式 

ylw) := $f" (w)), 
它 与 (x，y) 在 对 应 的 点 上 的 值 相 等 。 下 面 需 要 证 明 的 是 :; 若 由 是 D 内 的 调和 函数 ， 则 ww 是 
D' 内 的 调和 函数 


图 7-1 道 映射 


这 个 证 明 很 容易 。 考 虑 D' 内 的 任意 点 w. K w = f(z。)， 由 于 了 .是 一 个 开 集 ， 所 以 
存在 以 ;为 加 心 完全 含 于 DAHMAN. HFE (w) 是 一 个 解析 函数 ， 从 而 连续 ， 因 此 必 
定 存在 w 的 一 个 充分 小 的 邻 域 V'， 它 在 /"'( NN") 下 的 像 完全 包含 在 N 内 (如 图 7-2 所 示 )， 在 
2.5 节 中 我 们 证 明了 在 “足够 好 "的 区 域内 ， 任 意 一 个 调和 函数 都 可 看 作 是 一 个 解析 函数 的 实 


图 7-2 邻 域 间 的 映射 
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W, e, AFAR, RERA, AT plu, DEBAN KERMA. DRUG, (x, 7) 是 
一 个 在 N 上 的 解析 函数 g(=) 的 实 部 ， 而 沙 (u，v) 就 是 N' 上 复合 函数 E (T Co) ) 的 实 部 ， 由 于 
解析 函数 的 复合 函数 仍 是 解析 的 ， 所 以 BÈ w 的 邻 域 N' 内 的 调和 函数 ， 由 于 wo 是 D' 内 的 
任意 点 ， 可 知 函 数 少 必 是 D' 内 的 调和 函数 . 

另 一 个 证 明 方 法 是 应 用 柯 西 - 黎 曼 方程 ， 在 w 平面 上 直接 验证 少 (x，?) 满 足 拉 普 拉 斯 方程 
(见习 题 2). 

下 面 我 们 会 看 到 上 述 结果 在 实际 应 用 中 之 所 以 有 用 的 原因 ， 例 如 在 儿 利 克 雷 问题 中 ， 要 求 我 
们 在 一 个 区 域内 找到 一 个 调和 函数 ， 且 在 边界 上 取 一 些 特定 的 值 ( 见 4.7 节 )， 事 实 上 ， 一 旦 我 们 
在 某 一 个 特殊 区 域内 解决 了 这 个 问题 ， 那 么 在 所 有 区 域 上 也 就 都 有 了 答案 ， 这 是 因为 可 以 通过 一 
个 一 一 对 应 的 解析 函数 把 其 他 区 域 映射 到 该 特殊 区 域 ， 且 对 应 的 边界 上 的 函数 值 之 间 对 应 ， 通 
常 ， 使 狄 利克 雷 问 题 简 单 化 的 区 域 有 : 环 状 域 ， 角 形 域 ， 或 壁 形 域 (3. 4 节 中 的 方法 就 是 在 这 些 区 
域 上 运用 的 ) ， 或 圆 盘 ， 或 上 半 平 面 (由 4.7 节 可 知 ， 我 们 可 在 这 些 区 域 上 运用 泊 松 积分 公式 ). 

事实 上 ， 下 面 的 例子 可 以 利用 泊 松 积分 公式 解决 ， 但 映射 的 方法 应 用 起 来 更 加 方便 、 

Bil 在 单位 圆 盘 |z| «1 内 求 一 个 调和 函数 b(x，y) ， 且 满足 边 输 条件 : 

由 (xz,y) 1 上 半圆 周 上 
$x,7) -1 下 半圆 周 上 

( 见 图 7-3)，( 这 个 函数 描述 的 是 无 限 长 的 直 圆 柱 体 内 温度 的 变化 ， 它 的 外 壁 由 于 温度 的 不 同 
被 分 成 不 同 的 部 分 ， 当然 ， 在 不 连续 的 点 := +1 上 放 有 绝热 体 ， 且 z= +1 处 的 温度 不 确定 . ) 

解 ” 通 过 一 个 映射 把 该 加 盘 映 到 角度 为 180° 的 角形 域 一 一 右 半 平面 ， 就 能 把 这 个 看 上 去 复 
杂 的 问题 简单 化 ， 在 7.3 节 中 我 们 将 介绍 如 何 构造 这 种 映射 ， 这 里 只 是 简单 说 明 这 种 方法 的 作 
用 ， 所 以 ， 无 需 证 明 函数 


w fo) s pti (7) 


把 单位 圆周 映 到 虚 轴 ， 把 圆周 内 部 映 到 右 半 平 面 (圆周 外 部 映 到 左 半 平面 )， 对 应 关系 如 图 7-4 
所 示 .， 显然 由 (7) 式 ， 当 z 一 1 时 |w| 一 wm， 当 := -1 时 w=0， 而且， 映射 (7) 是 一 一 对 应 的 . 
事实 上 ， 从 (7) 式 反 解 出 z 容易 得 到 其 逆 映 射 : 

1:22 (8) 


图 7-3 B 1 的 狄 利克 雷 问 题 图 7-4 例 1 中 的 映射 


共 形 映射 251 


(DADAH RREME TRALARA EC CS LIED. RIRI 7.3 中 
讨论 它 ， 图 7-5 来 自 Frederick 和 Schwartz 的 论文 "Conformal Image Warping” ( 见 参考 文献 [9]) ， 
它 给 出 了 这 个 映射 的 一 个 令 人 吃惊 的 描述 . 


图 7-5 有 映射 (7) 和 (8) 之 间 的 对 应 (来 自 Frederick 和 Schwartz 的 论文 Conformal Image Warping”) 


注意 到 ， 映 射 (7) 把 未 知 函数 o 取 值 为 1 的 上 半圆 周 映 成 了 正 虚 轴 ， 同 时 把 取 值 为 -1 
的 下 半圆 周 映 成 了 负 虚 轴 ， 因 此 ， 利 用 3.4 节 中 的 办 法 ， 存 w 平面 内 可 得 到 满足 上 述 条 件 的 调 
和 函数 
yu,v) = Z Argu )- 
通过 映射 (7) ， 由 少 可 得 到 所 求 的 调和 函数 
中 (x,y) = Yur,y) Q0) = 


将 其 写成 代数 形式 


252 
以 预料 到 的 结果 . " 
以 这 个 例子 为 契机 ， 下 面 几 节 中 我 们 专门 进行 解析 函数 映射 的 讨论 .本 章 的 最 后 两 节 再 回 
过 头 来 讲 它 的 应 用 ， 进 一 步 说 明 在 处 理 许多 不 同 问题 时 该 方法 的 功效 ， 为 方便 读者 ， 我 们 在 附 
录 下 中 列 出 了 比较 有 用 的 一 些 映射 . 
前 言 中 所 提 到 的 MATLAB 工具 箱 是 一 个 非常 好 的 工具 ， 它 能 使 本 章 所 研究 的 绝 大 部 分 映 
射 形象 化 ( 即 可 把 定义 域 与 值 域 的 图 像 做 出 来 ). 


其 中 反正 切 函数 的 取 值 范围 是 ( - i) 注意 到 (x, 0) =0, REH dla, y) 的 对 称 性 可 
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53) 7.1 


工 证 明 函数 w = ef 把 半 带 形 区 域 +>20，- r/2 <y < m/2 8 BI uc EE EO E ER GEB [o | = 1 以 外 的 区 域 
《如 图 7-6 BER). 调和 函数 四 (z) = * +y 通过 该 映射 后 作为 ww 平面 上 的 调和 函数 业 (w) 是 什么 ? 若 已 知 
yw(w) =u+a， 那么 调和 函数 由 (>) 又 是 什么 呢 ? 


平面 


图 7-6 半 带 形 区 域 上 的 指数 函数 的 映射 


2. 设 等 式 (5) 和 等 式 (6) 给 出 的 是 一 一 对 应 的 解析 映射 ,由 (x，y) 是 二 阶 实 值 连续 可 微 函 数 ， 它 被 作用 后 转化 
为 平面 上 的 函数 
plu, ve) 2 ó(xCu, v), y(u, 90). 
(a) 由 (x，y) 的 梯度 是 向 量 (ad/ar，advay) ， 它 和 复数 ayax +i(ad/ay) 相 对 应 ( 见 1.3 W), PE, plu, v) 
的 梯度 对 应 于 ay/au + i(ay/an) ， 用 链 式 法 则 和 柯 西 - 歼 曼 方程 证 明 它 们 的 梯度 具有 以 下 关系 : 


LÀ = (as 


ðu ôv 
(DVEH: plu, ob) 和 由 (x，y) 的 拉 普 拉 斯 算 子 有 以 下 关系 : 
[2 Edu (ze EXE: i 
I aè oldel 
CER: Pré, Y) f£ OX EEWILRCIERO RE, Myu, o) e EUR ERER N RE. 
(d) 证 明 : 车 加 (x, y) f c ER E CAR EE ( Helmhohz) 方 各 
ox 
(4 REO EA E ELE plu, o) E 
[UNDC Al 
Bu aw EI 
( 变 坦 兰花 方程 产生 于 瞬时 热量 分 析 学 ). 
3. 在 上 半 平面 上 求 一 个 调和 函数 ,使 它 在 边界 上 的 取 值 如 图 7-7 所 示 . [提示 : 参看 3.4 节 . ] 
4. 考虑 这 样 的 问题 ， 能 否 在 古 半 平面 上 求 一 个 调和 丙 数 由 ， 使 得 它 在 虚 轴 上 的 取 值 为 O, y) =y/(1 e). 
通过 观察 ， 我 们 首先 猜想 到 函数 
375 $() = Im 5, 
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图 7-7 第 3 题 中 的 狄 利克 雷 问题 


因为 #/(1 -PEI 处 不 解析 ， 从 而 它 不 合 题 意 ， 不 过 可 以 利用 下 面 的 方法 . 

(中 按照 课文 所 述 ， 映 射 (7) 和 (8) 给 出 了 右 半 平面 和 单位 辆 盘 之 间 的 一 个 对 应 关系 (当然 ， 在 这 个 公式 中 
应 互 换 : 和 ww 的 位 置 )， 因 此 可 把 由 (z) 转 化 成 严 平面 上 的 单位 较 盘 内 的 调和 函数 4(w)、， 证 明 ; ww) 在 
单位 圆周 w=e” 上 的 值 必 由 下 式 给 出 

yee“) = Sn 
(b) 证 明 :单位 贺 稚 内 的 调和 函数 (ww) 一定 是 
ylw) = qme. 
CNED: 通过 映射 的 作用 把 4(w) 转 化 为 = 平面 上 的 函数 ， 即 可 得 到 原 问题 的 角 


$) = 7— 
y (x40) 


5. 利用 习题 4 的 方法 在 右 半 平面 上 求 一 个 调和 函数 中, 使 得 (0，y) = l7! +1). 

6. tolx, yK D 内 的 调和 函数 ，w = /(:) 是 区 域 D 到 区 域 及 的 一 一 对 应 的 解析 映射 ,由 此 ， 可 把 
中 (x，7) 转 化 为 及 的 调和 函数 少 (ww，")， 证 明 : 车 中 (x,，yY) 在 人 D 内 一 条 曲线 六 上 的 法 向 导数 ad/an =0， 那 
么 在 / 的 映射 下 ， 广 的 像 曲线 上 的 法 向 导数 ay/an 也 是 零 (边界 条 件 ad/an =0 Wr iE E (Neumann) 4). 
[提示 : av/an 是 梯度 (3g/3x) +i( ad/ar) 在 法 线 上 的 射影 ， 且 梯度 与 阶层 曲线 (s, y) = 常数 正 交 . ] 

7. 设 /z) 是 一 对 一 的 解析 函数 ， 那 么 ， 由 课文 可 推测 出 三" 也 是 解析 函数 ， 若 *，y，u,，Y 如 (5) 和 (6) 式 所 
示 ， 那 么 解释 下 面 等 式 

Ly wy 
ðu Ov! ð ðu 


7.2 几何 性 质 


显然 ， 研 究 解析 映射 的 几何 性 质 要 分 两 类 来 讨论 : 局 部 性 质 和 整体 性 质 ， 局 部 性 质 只 需 在 
充分 小 的 邻 域内 适用 ， 而 整体 性 质 应 在 整个 区 域 上 都 成 立 ， 例 如， 函数 e 在 任意 一 个 直径 小 
于 2r 的 圆 盘 内 都 是 一 一 的 ， 因 此 也 是 局 部 一 一 的 但是， 当 z oz -2mi M, e" =e*， 因 此 它 
就 不 是 整体 上 的 一 一 的 函数 . 另外， 有 时 局 部 性 质 可 以 被 扩展 为 整体 性 质 ， 实 际 上 ， 这 就 是 解 
新 延 拓 的 本 质 ( 见 5.8 节 ). 

我 们 先 从 “一 一 "的 映射 开始 局 部 性 质 的 研究 ， 正 如 例子 e 所 示 ， 一 个 函数 可 能 是 局 部 一 
一 的 ， 但 整体 却 不 然 ( 当然 ， 相 反 的 情况 是 不 可 能 的 )、 另 外 ,一 个 解析 函数 可 能 在 某 些 点 是 
局 部 一 一 的 ， 而 在 另外 一 些 点 却 不 是 ， 如 函数 /(:) =z 在 任何 一 个 包含 原点 的 开 集 内 总 存在 不 
同 的 点 Ma. 使 得 ma = -z， 因 为 怠 = 有 ,所 以 函数 /不 是 一 一 的 。 不过， 在 除去 原点 外 的 
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任何 一 个 点 ， 我 们 总 能 找到 它 的 一 个 邻 域 ( 如 不 包括 原点 的 圆 盘 就 行 ， 见 图 7-8) ， 使 得 在 该 信 
MUR Z 是 一 一 的 ， 因 此 , fO) = 在 除 原点 外 的 其 他 点 都 是 局 部 一 一 的 ， 下 面 的 定理 解释 了 该 
例子 在 :=0 的 例外 性 质 - 

ENI EEn MERI (0, 
MLAE-AAn AMCHANA D, 
/在 站 内 是 一 一 的 . 

证 由 于 /' 也 在 点 解析 且 |/"( 有 )| >0， 
所 以 存在 一 个 以 为 加 心 的 开 贺 盘 D， 使 得 对 于 
D PRIH HIG) - PG) | < a2 
事实 上 ， 对 任意 的 a，za eD, WREN T 
ED -Aa l> la -al :Ia)/21， 则 在 
内 就 是 一- 

OTARA, n 的 线段 ， 那 么 我 们 有 


图 7-8 局 部 一 一 映射 


MeD -S= |f ea] 
-|f reos -J nene] 


» [eoo ml- ES? -a 


- ES? lis -at " 

定理 1 告诉 我 们 ,解析 函数 在 它 的 导数 不 为 零 的 点 是 局 部 一 一 的 。 较 深 的 教材 将 有 更 一 般 
的 结果 : PoE mE, 那么 在 ,的 某 去 心 邻 域内 /是 “m+1 对 1" 的 , 换 名 话说 , /的 
每 个 函数 值 都 被 取 了 m +1 次 ， 对 于 函数 /(:) =, 2-0 是 /的 一 阶 零点 ， 它 在 原点 的 任意 一 
个 去 心 邻 域内 都 是 2 对 1 的 . 

我 们 要 讨论 的 下 一 个 局 部 性 质 是 共 形 性 ， 考 虑 下 面 的 情形 : /(z) 在 z 点 的 一 个 邻 域内 解析 
且 是 一 一 的 ，y， 和 7; 是 该 邻 域内 两 条 在 za 点 相交 的 有 向 光滑 曲线 ， 它 们 在 映射 /下 的 像 为 在 
wo = /A(z。) 相 交 的 两 条 有 向 光滑 曲线 yA yi 设 向 量 和 wv LLLA DESC 
们 的 方向 分 别 与 曲线 的 方向 一 致 ( 见 图 7-9 )， 曲 线 y, 和 ,的 夹 角 定义 为 y, 按 逆 时 针 方 向 旋转 
513 v, 方向 一 致 时 的 旋转 角 90， 同样 可 定义 y! 到 的 夹 角 9" 

如 果 对 每 一 对 在 相交 的 有 向 光滑 曲线 在 映射 /下 它们 之 间 的 夹 角 保持 不 变 ， 即 9 = 9'， 
那么 就 称 /在 za 点 是 共 形 的 ， 对 于 解析 映射 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 2 解析 函数 在 导 教 不 为 零 的 点 处 是 共 形 的 } 

证 RA RELEAIÉK, HEE 处 的 导数 不 为 零 ， 由 定理 1 可 知 存在 一 个 包含 的 开 圆 
A. /在 这 个 圆 盘 上 是 一 一 的 。 下 面 我 们 证 明 : 每 一 条 过 za 的 有 向 光滑 曲线 (在 am 处 ) 的 切线 在 
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映射 n= 扎 z) 的 作用 下 都 旋转 相同 的 角度 .从 而 可 得 ， 在 映射 下， 任何 两 条 在 z 相交 的 曲线 
之 间 的 夹 角 将 保持 不 变 - 


由 此 ,， 设 > 是 任意 一 条 过 z 的 有 向 光滑 曲线 ， 不 妨 设 它 的 参数 方程 为 :=z(1)， 且 z(1,) = 
25. 向 量 z (nm) 在 za 点 与 y 相 切 ， 在 映射 w = f(z) 下 YY 的 像 曲线 y' 的 参数 方程 为 
w = w(t) = f(z(1)), 
HR 
wo += f(z) = f(z(4,)), 
向 量 w'(b)( 若 它 不 为 零 ) 在 点 we 与 y' 相 切 ， 由 链 式 法 则 得 
W (1) = 太 (z)z (to), (1) 
TRO f'(2,) 0, BREL w'(4。) 不 为 零 ， 而且， 由 (1) 式 可 知 切 向 量 z(t。) ，w'(4,) 的 水 平 倾斜 角 
有 以 下 关系 : 
argw'(,) = argf'(z,) + argz'(to). 
从 而 ， 每 条 过 z 的 曲线 都 旋转 了 同样 的 角度 argf'(z,).. 显然，argf"(zo) 是 一 个 不 依赖 于 曲线 y 
的 常数 ， E 
定理 2 中 导数 不 为 零 这 一 条 件 是 极其 重要 的 ， 例 如 ， 对 于 函数 f(z) =7, f'(0)=0, 在 原 
点 就 不 保 角 一 一 它 是 原来 角度 的 两 倍 ， 然 而 ， 通 常 总 把 任何 由 非常 值 的 解析 函数 生成 的 映射 称 
为 “ 共 形 映射 ”， 却 忽略 了 在 导数 为 零 的 点 是 不 成 立 的 . (顺便 说 一 句 ， 我 们 将 在 7.5 节 中 考虑 
这 些 例外 的 点 ， 它 们 也 是 相当 重要 的 . ) 
现在 我 们 研究 共 形 映射 的 整体 性 质 ， 首 先 来 看 既是 局 部 又 是 整体 的 性 质 : 开 映 射 性 ， 一 个 
函数 称 为 是 开 映射 ， 若 每 个 开 集 的 像 是 它 ( 即 像 ) 本 身 所 在 区 域内 的 开 集 ， 也 就 是 说 ， 这 个 函 
数 把 开 集 映 到 开 集 ， 对 于 解析 函数 我 们 有 下 面 的 定理 . 


[定理 3 区 域 上 任何 非常 值 的 解析 函数 是 开 映 射 rs Ou _ ] 
这 个 定理 已 在 6.7 节 中 证 明了 ， 该 定理 说 明 不 可 能 出 现 诸如 非常 值 的 解析 映射 把 一 个 圆 盘 
映 到 一 个 线段 的 情形 . 


研究 共 形 映射 时 ， 利 用 连通 性 这 一 概念 非 党 有用. 例如， 我 们 可 以 证 明 任 意 一 个 非常 值 的 
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解析 函数 把 区 域 ( 即 连通 的 开 集 ) 映 到 区 域 .定理 3 说 明了 它 把 开 集 映 为 开 集 ， 下 面 证 明 它 的 
保 连 通 性 . 设 f 把 区 域 D 映 到 开 集 O， 我 们 只 需 证 明 O 也 是 连通 的 就 可 以 了 .对 O 中 任意 两 点 
w = f) Bw, = 成 =) ， 为 了 用 含 于 O 内 的 一 条 折线 段 把 它们 连结 起 来 ， 首 先 ， 在 忆 内 连结 z 
Ma, WA, 这 条 路 径 的 像 是 O 内 连结 w, 和 w, 的 一 条 路 径 ， 当 然 ， 这 条 像 路 径 可 能 不 是 折 
线 ， 但 由 拓扑 知识 可 知 ， 开 集 内 的 这 样 一 条 路 径 可 形变 为 一 条 含 于 开 集 内 的 折线 因此，O 〇 也 
是 连通 的 ( 见 图 7-10)- 


图 7-10 共 形 映射 保持 连通 性 
本 节 最 后 给 出 涉及 解析 函数 整体 性 理论 的 柳 受 映射 定理 ， 因 为 它 主要 是 存在 性 定理 ， 所 以 
在 应 用 数学 上 它 的 应 用 是 有 限 的 . 
定理 4( 黎 曼 映 射 定理 ) 设 刀 是 平面 上 的 任何 一 个 异 于 整个 平面 的 单 连通 区 域 ， 那 么 存 
在 


一 的 解析 号 数 把 DD 映 到 单位 开 团 盘 而且， 可 把 中 内 任意 指定 的 一 点 映 为 原点 ， 把 
个 方向 映 成 与 正 实 轴 相同 的 方向 在 这 一 限制 条 件 下 该 映射 是 唯一 的 . 

我 们 不 妨 把 过 点 z 的 方向 设 为 角度 四 ， 如 图 7-11 所 
示 ， 由 黎 曼 映射 定理 可 以 指定 s。 和 由， 从 而 可 以 把 过 
的 且 在 该 点 的 切线 方向 都 是 由 的 这 些 曲线 映 到 过 原点 且 
在 原点 的 切线 方向 与 正 实 轴 方 向 相同 的 曲线 ， 由 此 在 确 
定 映 射 时 出 现 三 个 选择 或 三 个 “自由 度 ": 趋 于 0 的 点 的 
实 部 和 虚 部 ， 以 及 过 该 点 的 方向 . 

这 里 ,我 们 就 不 证 明 这 个 定理 了 ， 感 兴趣 的 读者 可 
查阅 参考 文献 。、( 值得 读者 注意 的 是 该 定理 没有 谈 到 函数 在 边界 上 的 取 值 问题 . ) 

由 黎 昌 映射 定理 我 们 可 以 得 出 ， 对 任意 两 个 单 连通 区 域 D, 和 D,， 只 要 它们 都 不 是 全 平 
ii. WAD, D, 之 间 一 定 存在 一 个 一 一 的 解析 映射 ， 事 实 上 ， 根 据 定理 ， 设 /把 D, 映 到 一 个 
单位 圆 盘 ，& 把 D, do BI CR (EL REIS I C/C) ) 就 是 把 D, 映 到 D, 的 一 一 的 解析 映射 
(WA 7-12). 

本 章 余下 的 部 分 将 讨论 如 何 构造 和 运用 一 些 特殊 的 共 形 映射 


图 7-11 三 个 自由 度 
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y > R " , 


图 ?7-12 单 连通 区 域 的 映射 


练习 7.2 


L 确定 下 列 函 数 的 导数 /在 点 的 零点 的 阶 数 m， 并 证 明 函 数 了 在 的 任何 一 个 邻 域内 都 不 是 一 一 的 . 
(a) f(2) 2i +22+1, 
(b) f(z 


[提示 : 定理 1 保证 了 广 '(u) 在 点 ws 附近 是 存在 的 . 定理 3 蕴涵 了 三 "(w) 是 连续 的 ， 因 此 只 需 把 3. 2 节 中 
的 证 明 一 般 化 即 可 . ] 

. 当 a >1 时 ， 原 点 的 角度 在 映射 K(z) =: 下 将 如 何 变化 ? 当 0 <a<1 时 呢 ? 

.利用 开 映 射 定理 (定理 3 ) 证 明 最 大 模 原理 . 

求 出 所 有 在 D，| :|<1 内 解析 且 函 数值 仅 为 纯 虚 数 的 函数 Ca) 

. ETE x, SUM EEEL (0 90, EARN &(z) C ER a 的 函数 值 与 几 z) 相 同 ， 但 角度 与 原来 的 相反 , 

. 证明: 映射 w =z+1《z 把 圆周 |z| =pP(P 关 1) 映 成 枉 圆 : 

Es CBE dum 

ly 1 

[os] (op) 

8. 设 / 在 点 aa 解析 且 广 (zs) #0， 通 过 微 商 证 明 : 在 映射 w= f(z) 的 作用 下 ,以 为 起 点 画 出 的 “无 穷 小 "线段 
的 长 度 是 原来 的 |/"(a ) |f. 

9. 设 w= f(z) 是 区 域 D 到 区 域 D' 的 一 一 解析 映射 ,4' 表 示 D' 的 面积 用 习题 8 证明 公式 : 


= ure Fay 
10. 为 什么 当 D 是 整个 平面 时 ， 歼 曼 映 射 定理 不 成 立 ? [提示 : 应 用 刘 维尔 定理 . ] 
11. 描绘 出 下 列 区 域 在 映射 xn =e 下 的 像 : 
(a) 带 形 区 域 0 < Imz < m. 
(b) 直 线 y=x 与 Y=x+27 Zc 8] S EA I 
(c) 半 带 形 区 域 Rez «0, 0 cImz em. 
(dd) 半 带 形 区 域 Rez >0, 0 < Imz < 


yansa w 
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(e) 和 矩形 区 域 1 < Rez «2, Oc Imz «m. 
CD FPE HR. Rez >0 以 及 左 半 平 面 Rez «0. 

12. 设 P(z) =(:-a)(z-B), 上 为 过 (a +B)/2 的 任意 一 条 直线 , EA: 在 由 /上 确定 的 每 个 开 半 平 面 上 P(z) 都 
是 一 一 函数 . 

13. 描绘 出 下 列 区 域 在 映射 w = cosz = cosxcoshy - isinzsinhy 下 的 像 ，[ 提 示 : 考虑 每 种 情况 下 边界 的 像 . ] 

(a) 半 带 形 区 域 0< Rez «m, Imz «0. 
(b) 半 带 形 区 域 0 < Rez < m/2，Imz >0. 
(o) AFERKA O < Rez < m. 
(dE O c Rez«m, -1«Imz«l. 

14. 证 明 : 若 z 是 /的 一 阶 极点 ， 那 么 存在 am 的 一 个 去 心 邻 域 ， 使 得 /是 该 邻 域内 的 一 一 函数 . 

15. 一 个 区 域 必 称 为 是 凸 的 ， 如 果 对 忆 内 任意 两 点 5 ，za， 连 接 它们 的 线段 整个 含 于 D 内 ， 证 明 Noshiro- 
Warschawski 定理 : Bf HARKE D 内 的 解析 函数 ， 着 对 所 有 的 zeD 都 有 Ref"(z) 20, 那么 /在 D 内 是 一 
一 解析 的 ，[ 提示 : 把 /(:,) -zi ) 看 作 太 的 积分 . ] 

16. (学 过 4. 4a 节 的 学 生 可 作 此 题 ) 证 明 ; 一 一 的 解析 函数 把 单 连 通 区 域 映 成 单 连通 区 域 . 


7.9 默 比 乌 斯 变换 


要 找 出 把 一 个 区 域 映 到 另 一 个 区 域 的 一 一 解析 函数 并 不 容易 ， 因 此 我 们 有 必要 研究 一 些 初 
等 映射 ， 进 而 总 结 出 一 些 可 以 利用 的 基本 准则 . 本 节 我 们 将 研究 默 比 乌 斯 变换 的 基本 性 质 ， 它 
是 共 形 映射 涉及 的 技巧 的 重要 组 成 部 分 . (其 中 一 些 这 样 的 映射 曾 在 练习 2.1 中 出 现 过 ). 

首先 ， 我 们 考虑 所 有 映射 中 最 简单 的 平移 变换 ， 它 由 下 述 函 数 定义 ; 

w=/(z) =z+ec， (1) 

其 中 是 一 个 固定 的 复数 ， 在 这 个 映射 下 ,平面 上 每 个 点 平移 了 一 个 向 量 <， 它 的 性 质 相当 清 
楚 : 整个 复 平面 被 一 一 地 映 到 它 自身 ， 且 把 每 个 几何 图 形 都 映 为 与 原来 完全 一 样 的 几何 图 形 
(HR 7-13). 
2 平面 


mazte 


图 7-13 平移 变换 


另 一 个 比较 简单 的 映射 是 旋转 变换 ， 即 
w = f(z) = e*z, (2) 
其 中 由 是 实数 ， 每 一 点 都 关于 原点 旋转 了 角度 $， 容 易 看 出 ， 这 种 变换 也 是 复 平面 到 它 自身 的 
一 一 映射 ， 且 把 几何 图 形 映 为 与 原来 一 样 的 几何 图 形 ( 见 图 7-14). 


O 在 1865 年 , 默 比 乌 斯 (August Möbius, 1790—1860) QH- KEH- ERRET REENE. 
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图 7-14 旋转 变换 


另外 ， 我 们 定义 映射 

w = f(z) = pz, (3) 
其 中 p 是 正 实 常数 ， 该 映射 只 是 简单 地 把 每 点 到 原点 的 距离 放大 (或 缩小 ) 了 p 倍 ， 因 此 把 这 样 
的 变换 称 为 伸 编 变换 .由 于 

lw -wl 7 Aa) -Ka)1= les - enl 7 ela - nl. 

即 经 过 变换 后 ， 任 意 两 点 的 距离 都 是 原来 两 点 的 距离 乘 以 同一 个 常数 p， 因 此 ， 这 个 变换 通过 
伸缩 率 p 重新 调整 了 各 点 之 间 的 距离 ， 并 且 ( 因 为 它们 是 共 形 的 ) 保持 角度 不 变 ， 因 此 ， 在 伸缩 
变换 下 ,任何 几何 图 形 都 映射 成 与 原 图 形 相似 的 图 形 ， 而 且 复 平面 也 是 一 一 地 映射 到 它 自身 
( 见 图 7-15)。 


图 7-15 伸缩 变换 


任何 形 如 
w = f(z) = az*b (4) 
的 映射 称 为 线性 变换 2 Hha, b 都 是 复数 且 a 关 0. 这 样 的 变换 可 看 作 是 旋转 、 伸 缩 、 平 移 三 
种 变换 的 复合 ( 当然 ， 它 们 中 的 每 一 个 都 是 线性 变换 的 特例 ) : 把 a 写成 极 坐标 的 形式 a =pe”， 
通过 下 面 的 复合 来 表示 线性 变换 (4) ， 


w, = pw,, 
最 后 有 

w =w, +b. 
因此 ， 线 性 变换 也 是 复 平 面 上 的 一 一 映射 ， 并 且 在 此 映射 下 ， 任 何 图 形 的 像 在 几何 上 都 与 原 图 
形 相似 ( 见 图 7-16). 


O 然而 , 某 些 书 上 把 满足 f(x, ez) = Aa) + f(z,) 的 映射 才 称 为 线性 变换 ， 而 这 对 于 (4) 式 来 说 ， 只 有 当 b=0 时 才 
成 立 ， 另外， 有 些 作者 把 默 比 乌 斯 变换 称 为 是 线性 变换 . 
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例 1 求 一 个 线性 变换 ， 使 得 整个 复 平面 关于 给 定 的 z 点 旋转 角度 0. 
解 映射 
w, = evz 
使 平面 关于 原点 旋转 角度 9， 特 别 地 ， 把 za 点 映 成 了 点 e*zo. 如 果 移 动 全 平面 ， 使 ez。 变 田 到 
0， 这 样 最 终 的 结果 就 是 平面 关于 z 的 一 个 旋转 (可 认为 a 不 变 且 平面 内 的 每 条 直线 都 旋转 了 
角度 9)， 因 此 ， 所 求 的 变换 为 
w = w+ (zo -esz) = e": (1 7 e*)n. m 
例 2 求 一 个 线性 变换 ， 它 把 圆 C,: jz-1| =1 映 到 圆 C,: |w -3i/2| -2. 
解 参看 图 7-17. 首先 我 们 把 C, 向 左 平 移 1 个 单位 ， 使 得 C 变 成 以 原点 为 圆心 的 单位 
圆 ， 然 后 再 把 单位 圆 扩大 2 倍 ， 最 后 沿 虚 轴 向 上 平移 3/2 个 单位 ， 即 得 到 C,， 具 体 映 射 为 
w =z-1, 
w, = 2w, = 2z -2, 
最 后 
w = w, +3i/2 = 2z -2 + 3i/2. 
此 外 ， 还 允许 w 平面 关于 3i/2 旋转 任意 角度 . 


:平面 ww: 平面 
图 7-17 例 2 中 的 映射 LI 
现在 ， 我 们 考虑 由 下 式 定义 的 反 演 变换 : 
w == EA (5) 
z 


容易 看 出 ， 反 演变 换 是 扩充 复 平面 到 自身 的 一 一 映射 ” ， 它 “翻转 单位 圆 的 内 部 和 外 部 " ， 即 把 
单位 圆 的 内 部 映 到 外 部 ， 反 之 亦 然 . 
注意 到 点 z=pe" 映 成 了 


es, (6) 


O 想 一 想 : 反 演 是 它 自身 的 逆 映 射 - 
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如 果 在 (6) 式 中 把 9 固定 , p 是 从 - % I = 变化 的 实数 ， 那 么 可 以 看 到 ， 过 原点 且 与 实 轴 来 
角 为 9 的 直线 映 成 了 过 原点 且 与 实 轴 夹 角 为 -9 的 直线 ，% 点 映 成 了 原点 ， 原 点 映 成 了 o 点 
( 见 图 7-18)， 另 一 方面 ， 若 固定 p,9 在 0 到 2" 之 间 变 化 ， 这 时 以 原点 为 圆心 半径 为 p 的 圆周 
映 成 了 以 原点 为 圆心 半径 为 1/p 的 圆周 ( 可 以 说 两 个 圆周 的 方向 正好 相反 ). 


图 7-18 过 原点 的 直线 的 反 演 


不 过 ， 如 果 我 们 马上 得 出 反 演 变换 总 是 把 直线 映 成 直线 ， 圆 周 映 成 圆周 的 结论 就 会 出 错 
实际 上 ， 在 反 演 变换 下 ， 直 线 要 么 映 成 直线 ， 要 么 映 成 国 周 ， 圆 周 也 可 能 映 成 直线 或 圆周 ， 因 
而 ,车 把 w 当 作 “个 点 ， 则 可 把 直线 看 作 半径 为 无 穷 大 的 “广义 圆周 ， 并 且 可 以 说 : 反 演 变 
换 把 广义 国 周 映 成 广义 国 周 . 

上 述 论断 的 直接 证 明 比 较 长 ， 而 且 涉 及 解析 几何 中 某 些 方程 的 证 明 ， 我 们 把 它 留 作 习 


题 15 ~17. 
(不 过 ， 利 用 1.7 节 中 的 球 极 射影 可 以 容易 地 推出 上 述 论断 ， 首 先 ， 观 察 到 平面 上 广义 圆 
周 的 球 极 射影 是 黎 受 球面 上 的 圆周 ( 见 1.7 节 n 


例 2) ,反之 ,球面 上 每 个 圆周 都 是 平面 上 一 个 
广义 并 周 的 像 ， 其 次 ， 反 演变 换 相当 于 黎 曼 球 
面 绕 它 的 一 条 直径 旋转 180 度 (2.1 节 例 4). 
因为 这 样 的 旋转 在 球面 上 是 保 圆周 的 ， 因 此 
映射 在 平面 上 是 保 广义 加 周 的 . ) 

事实 上 ， 我 们 总 能 容易 地 判断 出 它们 的 像 
是 直线 还 是 圆周 、 若 原始 直线 或 圆周 过 原点 
那么 它 的 像 将 包含 无 穷 远 点 ， 因 此 它 的 像 一 定 
是 直线 ， 若 原始 直线 或 圆周 不 过 原点 ， 那 么 它 
的 像 就 有 界 ， 从 而 就 是 圆周 ， 见 图 7-19. 

总 的 来 说 ， 反 演 映射 是 一 一 映射 ， 它 把 直 
线 和 网 周 组 成 的 类 映 到 它 自身 ， 平 移 、 旋 转 和 图 7-19 ARAMA 
伸缩 映射 也 都 具有 这 个 性 质 

现在 ， 我 们 定义 软 比 乌 斯 变换 
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Lad sie ( Jo w OE AGRO) 的 函数 称 为 默 比 乌 斯 变换 (有 时 称 为 分 式 线性 变换 或 双 线 性 
EA), pa, b, co dARR 


HF 
"DENTES 
fO Oy 
不 为 零 ， 所 以 默 比 乌 斯 变换 f(z) 在 除 极 点 z= - d/e 外 的 任意 一 点 都 是 共 形 的 . 
容易 看 出 ， 上 面 的 几 个 初等 变换 都 是 默 比 乌 斯 变换 的 特例 ， 更 重要 的 是 ， 默 比 乌 斯 变换 可 
分 解 为 这 些 初等 变换 ， 若 <c=0，(7) 式 就 是 一 个 线性 变换 .， 若 ec 关 0， 则 (7) 式 可 分 解 为 


a ad ad 
aon E FDS TAE ou ou 
crtd cred oe asd’ 
上 式 表明 ， 默 比 乌 斯 变换 可 表示 为 一 个 线性 变换 (旋转 + 伸缩 + 平移 ) 
w, = er4d, (8) 
经 过 一 个 反 演 变换 
«tue (9) 
然后 再 经 过 另 一 个 线性 变换 
w= (^ - 2). +2. (10) 
c n 


由 上 述 分 解 及 前 面 的 讨论 结果 ， 我 们 可 以 得 出 默 比 乌 斯 变换 的 一 些 性 质 . 

定理 5 设 太 是 任 一 默 比 岛 斯 变换 ， 那 么 

(iD 能 表示 成 有 限 个 平移 、 旋 转 、 伸 缩 和 反 演 变换 的 复合 . 

(让)f 把 扩充 复 平面 一 一 地 映射 到 自身 . 

( 诈 )f 把 轩 周 和 直线 类 映射 到 自身 . 

(iv)/ 在 除去 极点 外 的 任何 一 点 都 是 共 形 的 . 

下 面 我 们 具体 地 解释 一 下 性 质 ( 诈 )。 若 一 条 直线 或 一 个 圆周 经 过 默 比 乌 斯 变换 的 极点 (z= 
-d/c) 时 ， 它 的 像 曲 线 是 无 界 的 ， 因 此 它 的 像 是 一 条 直线 . 若 直 线 或 圆周 不 经 过 这 个 极点 ， 它 
就 被 映 成 一 个 圆周 . 

例 3 RAR C: |z-2| =2 的 内 部 在 默 比 乌 斯 变换 


w = f(z) "xg 


下 的 像 . 
解 ”首先 我 们 求 出 圆周 C 的 像 ， 由 于 z=4 为 了 的 极点 且 位 于 C E, Bb, C 的 像 是 一 条 直 
线 ， 为 求 出 这 条 直线 ， 需 确定 该 直线 上 的 两 个 有 限 点 . 点 z=0 和 z=2+2i 都 在 圆周 C 上 ， 它 
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们 的 像 分 别 是 
.ek S 
w= A0) =0 和 w-fQ20-55 55—g 7-3 


由 此 可 得 C 的 像 是 o 平面 上 的 虚 轴 ， 利 用 7. 2 节 关于 连通 性 的 讨论 可 知 ，C 的 内 部 或 者 映 为 
半 平面 Rew >0， 或 者 映 为 左 半 平面 Rew <0. 由 于 z=2 是 C 内 的 点 ， 且 
a 

在 左 半 平面 内 ， 由 此 可 知 C 内 的 点 的 像 是 左 半 平面 . " 

下 面 的 例子 将 说 明 如 何 构造 一 个 区 域 到 另 一 区 域 的 共 形 映射 

例 4 求 一 个 把 单位 圆 |z| <1 映 到 右 半 平面 Rew >0 的 共 形 映射 

解 首先 ， 求 一 个 把 单位 圆周 |z| =1 映 到 虚 轴 的 默 比 乌 斯 变换 ( 见 图 7-20)， 由 定理 5 后 
的 注释 ， 该 变换 必定 在 圆周 上 有 一 个 极点 ， 而 且 w =0 一 定 在 单位 圆周 的 像 上 ， 首 先 考虑 映射 

w 2fG) H, an 


它 把 1 映 到 m ， 把 -1 映 到 0. 


图 7-20 例 4 中 的 映射 


由 默 比 乌 斯 变换 的 几何 性 质 ，(11 ) 式 把 |z| = 1 映 成 某 一 条 过 原点 的 直线 .为 求 出 这 条 直 
线 ， 把 闹 周 上 的 点 z=i 代 入 , 得 
ede 
点 w= -i 也 在 这 条 直线 上 ， 因此， 圆周 在 映射 上 下 的 像 必 定 是 虚 轴 . 
为 确定 哪个 半 平 面 是 圆 内 点 的 像 ， 我 们 考察 点 z=0. 由 (11) 式 它 被 映 到 左 半 平 面 的 点 


w = - 1， 这 不 是 我 们 想 要 的 结果 ， 不 过 ， 通 过 旋转 角度 n， 可 得 到 所 求 的 共 形 映射 
wf) = (12) 


《当然 ， 随 后 还 可 以 作 垂直 平移 变换 或 伸缩 变换 . ) 和 通过 观察 我 们 知道 (12) 式 正 是 7.1 节 例 1 中 
解决 热学 问题 的 映射 ， 这 里 我 们 给 出 了 它 的 证 明 过 程 . LI 
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1. 求 出 一 个 线性 变换 把 圆周 |z| = 1 映 到 圆周 |w -5|=3， 且 将 :=i 映 到 w=2. 
2. 在 映射 w = (z - iD/z 下 带 形 区 域 0 <lmz <1 的 像 是 什么 ? 
3. 给 出 在 下 列 变换 下 圆周 |: -2| =1 及 其 内 部 的 像 : 
ETET (b)w 23i: (e)esiz2 tijat isak 
z-l 1-3 z 
4. 求 一 个 默 比 乌 斯 变换 ， 将 下 半 平 面 映 到 圆 盘 | w+1|<1[ 提 示 : 分 步骤 完成 ]. 
$5. 求 一 个 默 比 乌 斯 变换 ， 将 单位 圆 盘 |z| < 1 映 到 右 半 平 面 ， 且 把 == -i 映 到 原点 . 


6. 点 am 称 为 函数 /(z) 的 一 个 不 动 点 ,车 ft;。) on. 证 明 : 在 复 平面 上 ， 默 比 乌 斯 变换 至 多 有 两 个 不 动 点 ， 除 


EfG) =z 
7. 求 把 0，1，= 分 别 映 到 下 列 各 组 对 应 的 点 的 默 比 乌 斯 变换 - 
(a)0, i, œ (b)0, 1, 2 (e) -i, œ, 1 (d)-1, 9, 1 


8. 在 映射 x = (z+i)《(z -i) 下 ,第 三 象限 的 像 是 什么 ? 

9. ERM w =:/(2-1) F, MIÉ -0/4 < Arge < m/4 的 像 是 什么 ? 

10. 求 一 个 共 形 映 射 ， 把 半圆 盘 |1z|<1，Imz >0 上 映 到 上 半 平 面 . [提示 : 把 默 比 乌 斯 变换 与 映射 n=z 结合 起 
来 考虑 ， 就 可 覆盖 整个 上 半 平 面 . ] 

11. 求 一 个 映射 ， 把 如 图 7-21 所 示 的 阴影 部 分 共 形 映 射 到 上 半 平 面 . [提示 :用 一 个 默 比 乌 斯 变换 把 点 2 映 到 
om ， 并 证 明 它 的 像 是 一 个 带 形 区 域 ， 然 后 再 应 用 指数 映射 . ] 

12. 求 一 个 默 比 乌 斯 变换 ， 把 图 7-22 所 示 的 半 平 面 映 到 单位 圆 盘 |w| <1. 


图 7-21 习题 11 的 区 域 图 7-22 JA 12 的 区 域 


13, (史密斯 图) 电路 的 振荡 频率 为 wm， 阻抗 Z 是 一 个 复数 ， 表示 为 Z =R+i8， 它 刻画 了 电路 中 电压 与 电流 的 
关系 ( 见 3.6 节 )， 在 实际 应 用 中 ，R 的 取 值 范围 是 0 S +o, BIR - w= 到 中 的 任何 值 ， 因 此 ，Z 作为 
复 平面 上 的 一 个 点 就 使 得 通常 的 表示 变 得 难以 处 理 ( 因为 它 在 整个 右 半 平 面 进行 活动 )” 史 密斯 图 提 供 了 
一 个 较 紧 凑 的 图 形 描述 ， 即 它 在 一 个 单位 圆 内 表示 出 了 阻抗 Z 的 整个 范围 .阻抗 Z 映 由 下 式 扒 述 ; 

z-i 
BETT 
这 个 映射 (确切 地 说 ， 它 的 逆 映 射 ) 在 7.4 节 和 7.5 节 的 图 中 给 出 了 描绘 ， 色 也 称 为 对 应 于 Z 的 反射 系数 . 
(a) 证 明 : 当 阻 抗 的 实 部 ReZ =R= 常数， 即 电路 中 的 电阻 为 常 值 时 ， 对 应 史密斯 图 中 的 圆周 方程 为 


2 
(7153) X a Up 
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(b) 证 明 :， 当 阻 抗 的 虚 部 ImZ - B = 常数 ， 即 电路 中 的 电感 为 常 值 时 ， 对 应 史密斯 图 中 的 圆 的 方程 为 
ene 
(RIS 7-23. ) 

14. 若 阻 抗 为 2 的 电路 连接 一 个 具有 “相位 党 
数 "B 和 单位 "特征 阻抗 "的 长 度 为 《 的 传输 
A. 那么 这 个 新 配置 的 变换 阻抗 Z' 由 下 式 
给 出 ; 

g = ZeosBt + i singe 
cosBt + iZsingt 
证 明 : Z' 在 史密斯 图 中 的 对 应 点 可 由 Z 在 
史密斯 图 中 的 对 应 点 绕 原 点 顺 时 针 旋 转 弧 
it 2ge 得 到 ”. 

15. 证 明 : 变换 (5) 把 不 经 过 原点 的 直线 映射 成 

的 圆周 . [提示 : 设 直线 的 方程 为 

Ax+By=C H C#0, # 

z=x+iy = 1/w = 1/(u + iv), (13) 

把 x Foy EROR u, vK, RERA 

直线 方程 ， 证 明 这 个 结果 可 被 表示 成 如 下 

形式 : 


人 14) 


16. WEP; 变换 (5) 把 经 过 原点 的 圆周 映射 成 不 
经 过 原点 的 直线 ，[ 提 示 : 利用 上 一 
17. 证 明 : 变换 (5) 把 不 经 过 原点 的 圆周 映射 成 不 经 过 原点 的 圆周 ，[ 提示 : 可 设 圆周 的 方程 为 
x+y +Ar+By=C, H CHO 
由 (13) 把 x 和 yy 都 表示 为 u,v 的 函数 ,可 得 


图 7-23 史密斯 图 


7.4 默 比 乌 斯 变换 ( 续 ) 
本 节 我 们 将 研究 默 比 乌 斯 变换 另外 的 一 些 性 质 : 群 性 、 交 比 公式 、 对 称 性 ， 这 些 性 质 在 共 


形 映射 应 用 中 发 挥 了 很 大 作用 . 
对 任意 一 个 默 比 乌 斯 变换 
w= fs) -ZH (ad # bc), (1) 
通过 反 解 出 z， 可 得 到 它 的 逆 /'(w) : 
iof) = EE, 
-cw ta 


可 见 ， 任 一 默 比 岛 斯 变换 的 北 仍 是 轩 比 岛 斯 变 摘 。 进 而 ， 若 把 两 个 默 比 乌 斯 变换 复合 起 来 ， 设 


O EEP. H. Smith) 在 20 世纪 30 年 代 末期 申请 了 史密斯 图 的 专利 ， 这 里 仅 用 到 的 一 个 共 形 映 射 也 受 版 权 保 护 . 
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az +b, aw * b. 
i i 2 2 


C=f(w) = 


w= f(a) = 


cz+td,” cw +d,’ 
容易 证 明 
a,a, + bc): + (mb, + bd,) 

ERAU = y EICOEECM 
因此 任意 两 个 默 比 乌 斯 变换 的 复合 也 是 默 比 岛 斯 变换 . (严格 来 说 ， 在 证 明 _f,(f ) 不 是 常数 后 
才能 作出 这 样 的 推断 ， 不 过 ， 这 显然 是 正确 的 ， 由 于 有 ,fh 都 是 一 一 的 ， 因 此 ， 它 们 的 复合 也 
是 一 一 的 . ) 特 别 地 ， 当 取 太 "1 ) 时 ， 得 到 恒 等 函 数 1(:) =z， 它 当然 也 是 默 比 乌 斯 变换 ， 这 就 
是 默 比 乌 斯 变换 的 群 性 质 (见习 题 21). 

我 们 已 经 知道 默 比 乌 斯 变换 把 圆周 和 直线 类 映 到 自身 ， 现 在 的 问题 是 要 找到 一 个 变换 把 > 
平面 上 给 定 的 圆周 (或 直线 ) C, 映 到 w 平面 上 给 定 的 圆周 (或 直线 ) C.。 由 几何 知识 知 ， 任 意 不 
共 线 的 三 个 不 同 点 唯一 地 确定 一 个 圆周 ; 共 线 的 三 点 唯一 地 确定 一 条 直线 (特别 地 ， 当 其 中 一 
个 点 是 四 时， 这 三 个 点 确定 一 条 直线 )， 因 此 ， 如 果 在 C, EXEC AR n. ons n, (EC, 上 选 
取 三 个 点 w ，wa ，w， 并 找到 一 个 默 比 乌 斯 变换 /满足 

Sa) =w, fa) =w, f(z) =w, (2) 
32. f 一定 把 C, 映 到 C. 

在 w 20, w, =1 以 及 w= 的 情况 下 ， 我 们 不 难 找 到 一 个 默 比 乌 斯 变换 满足 (2) 式 ， 实 

际 上 ， 这 是 把 C, 映 到 实 轴 的 上 映射。 如果 z, ，z,，z, 都 是 有 限 点 ， 容 易 验 证 


(G-72)5 72) 


TO S GTD S 
满足 
Tla) =0, T(z) =1, 7T(s) = %, (4) 
当 其 中 一 个 = 为 m 时 ，(4) 式 由 下 式 满足 : 
T) == (ase), Ta) = 一 二 (2 e), 
2-75 z-i 
或 (5) 
T(z) = (4,25)? 


注意 ，(3) 式 [或 (5) 式 ] 的 右 端 称 为 点 a, a, z 的 交 比 ， 可 简写 为 (z,， n. n. on). 
当 z 都 是 有 限 点 时 有 
| G-12)( 7-2) 
Gnunan)s- Gy (6) 
注意 ， 该 交 比 的 记号 中 四 个 点 的 顺序 是 至 关 重要 的 ， 例 如 ， 
a 2G-3)0-i), -iz+3i 
(2,3,0,1) = (6-1(0-3) ^ -3:43i, 


O 注意 ，(5) 式 中 的 默 比 名 斯 变换 可 简单 地 由 (3) 式 约 去 包含 wm 的 因子 项 直接 得 到 . 


[396 
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2 (-i0)(3-0)  3:-3i 

"(-0G-i G-r 

现在 ， 我 们 希望 解决 一 般 的 问题 ， 即 求 一 个 默 比 乌 斯 变换 /， 使 它 映射 
zw, n9) w, z bw, 


(2,1,3,0) 


Ep w, w, w, 是 任意 三 个 不 同 的 点 .具体 过 程 推导 如 下 : 设 7(z) 是 上 面 刚 讨论 过 的 默 比 乌 


斯 变换 ， 且 它 映射 
a70, al, aao, 
并 设 映 射 S(w) 是 类 似 的 变换 ， 它 映射 
w, 80, w, S]1, w, Sl o. 
那么 通过 下 述 复合 就 可 得 到 我 们 想 要 的 默 比 乌 斯 变换 f: 
w = f(z) = S (7(z))， 
这 是 因为 
Ka) = S (G2) = S (0) =w, 
fu) 2$" (T(5)) = S (10) = w, 
f) 2S'(T(5)) = $'(9) = w, 
注意 到 (7) 式 等 价 于 方程 
S(w) = T(z); 


也 就 是 说 ， 为 了 把 点 am ， 五 ，z 分 别 映射 到 点 w, ，w;，w,， 只 需要 这 两 个 交 比 相等 : 


(ww, w,w,) = (z,2,2,5) 
然后 解 出 w， 写 成 w 关 于 :的 函数 即 可 . 
例 1 求 一 个 默 比 乌 斯 变换 ,将 0 映 到 i，1 映 到 2，-1 映 到 4. 
解 ” 它 们 的 交 比 分 别 是 
2G-0[1-(-0]. 2: 


6015 -7DP Cy ^: 
和 
L(w-i)(2-4).. -2Qw-i) 
C0112,4) = 070-0 ^ Q-4-1 
从 而 ， 由 方程 


-2(w-i) 2z 


(w-4)2-i z+1 


解 出 w 即 得 所 求 变换 
_ (16 - 6i): + 2i 
"7 (6-2):*42^ 


0) 


(8) 


EX, Hin, ns. on 确定 的 圆周 或 直线 T 的 方向 也 由 这 三 个 点 的 顺序 来 决定 ， 这 一 点 很 重 
要 .也 就 是 说 , 厂 的 方向 是 由 通过 点 n, n. on 的 顺序 决定 的 . [注意 ， 在 这 里 直线 看 作 是 在 
点 封闭 的 圆周 ， 因 此 ， 它 也 像 圆周 一 样 需要 三 个 点 来 定向 。 见 图 7-24d. ] 按 照 这 个 方向 就 可 
唯一 地 确定 出 “ 左 区 域 "， 即 当 一 个 人 沿 着 厂 前 进 时 ， 在 他 左手 边 的 区 域 ( 见 图 7-24)， 因 为 默 
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比 乌 斯 变换 是 共 形 的， 可 以 证 明 ， 把 点 = ，z,，z, 分 别 映 到 点 w, ，w,，w 的 默 比 乌 斯 变换 一 定 
把 以 za z, oz, 为 顺序 所 决定 的 圆周 (或 直线 ) 的 左 区 域 映 成 由 w ys, w, 所 决定 的 圆周 (或 直 
AD 的 左 区域 ， 我 们 通过 图 7-25 所 示 的 情形 说 明 这 一 点 .从 = 平面 圆周 上 的 一 点 画 一 条 短 的 有 
向 线段 到 左 区 域 中 ,由 共 形 性 知 ， 这 个 线段 的 像 是 一 条 从 像 直 线 进入 它 的 左 区 域内 的 有 向 曲 
线 ， 再 由 连通 性 就 可 推 得 ， 左 区 域 映 到 左 区 域 ， 另 外 ， 关 于 圆周 到 圆周 ， 直 线 到 网 周 以 及 直线 
到 直线 的 映射 都 可 用 同样 的 方法 来 说 明 . 


左 区 域 i 
E , a : 
^ tzal, 
D 
a 


a) b) 9 


图 7-24 由 三 个 点 的 顺序 决定 的 左 区 域 


图 7-25 左 区 域 之 间 的 对 应 


因此 ， 只 要 选 好 了 点 的 顺序 ， 我 们 就 可 以 很 快 地 写 出 从 一 个 * 圆 " 的 区 域 到 另 一 “ 圆 "的 区 
域 映射 的 代数 公式 . 

例 2 求 一 个 默 比 乌 斯 变换 ， 把 区 域 Di : |z| > 1 映射 到 区 域 D,: Rew «0. 

解 不 妨 设 D, A D, 都 是 左 区 域 ， 对 于 D, 在 圆周 |z| = 1 上 以 负 ( 顺 时 针 ) 方 向 依次 选取 三 
个 点 ， 不 妨 取 


同样 ， 在 虚 轴 上 依次 选取 三 个 点 

wi 20, w, =i, w, =œ 
使 得 D, 为 其 左 区 域 ， 这 时 ,问题 的 解 就 转化 为 求 一 个 变换 使 得 1 映 到 0，-i 映 到 i，-1 映 
到 w. it 
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(0,0,1,0 ) 2 (z,1, =i - 1), 


w-0 (z-D(-isl) 
i-0 ^(z«D(-i-0)' 


于 是 得 到 
(z-1)(1 +i) š 1 = 
(z+1)(-i-1) 1 
默 比 乌 斯 变换 的 另 一 重要 性 质 是 它 的 保 对 称 性 ， 我 们 知道 ， 对 于 两 个 点 z, ，z,， 上 是 连接 
z 和 az 线段 的 中 垂 线 ( 见 图 7-26a) ， 则 z, 和 z, 关于 上 上 对称。 由 初等 几何 知 ， 这 等 价 于 每 个 过 
和 zz 的 圆周 和 直线 都 与 7 正 交 ， 即 交角 为 直角 ( 见 图 7-26b). (注意 一 个 圆周 和 直线 了 上 正 交 当 
且 仅 当 它 的 圆心 在 直线 工 上 . ) 
由 此 ， 我 们 给 出 如 下 的 关于 圆周 C 对 称 性 的 定义 : 


定义 2 车 过 点 z, 和 za 的 每 一 国 周 或 直线 都 与 国 周 C 正 交 ， 则 称 点 z dez, 关于 圆周 C 对 
EOUSTID 0 


图 7-26 z, s 关于 直线 了 对称 图 7-27 z, X TBUR C 对 称 


特别 地 ， 圆 周 C 的 圆心 与 % 关 于 C 对 称 一 一 任何 圆周 都 不 过 这 两 个 点 ， 但 任意 一 条 包含 
a 的 直线 必定 经 过 m ， 且 与 C 正 交 ， 因 此 满足 定义 2 的 条 件 

现在 ， 我 们 给 出 默 比 乌 斯 变换 的 保 对 称 性 

定理 6( 对称 原理 ) 设 C, 为 > 平面 上 的 一 条 直线 或 一 个 国 周 ，z = f(z) HEERE A M 
XB, RARI. n 关于 C, 对 称 当 且 仅 当 它们 的 像 il = f), w = fa) kF C, 在 /下 的 像 
对 称 . RENS 

该 定理 可 由 图 7-28 来 说 明 ， 这 里 是 把 圆周 C, 映 为 一 条 直线 的 特殊 情况 

证 ”证明 很 简单 ， 如 果 每 一 个 过 两 点 的 圆周 或 直线 都 与 给 定 的 圆周 ( 直线 ) 正 交 ， 那 么 这 
两 点 关于 这 个 圆周 ( 直线) 对称 ， 由 于 默 比 乌 斯 变换 把 直线 和 圆周 组 成 的 类 映 到 它 自身 ， 把 直 
角 映 为 直角 ， 因 此 ， 默 比 乌 斯 变换 保持 定义 2 中 对 称 条 件 不 变 ， 所 以 ,定理 成 立 . L| 

给 定 一 点 a 和 一 个 以 a 为 贺 心 半径 为 的 圆周 C, a^ 是 o 关于 圆周 C 的 对 称 点 ， 如 果 能 
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ES ee E 
S Ec uem ES 
x x 
nem n1) H ffei) fes FACIAR 
AC) 
图 7-28 对称 原理 


找到 一 个 a^ 的 公式 ， 显 然 将 方便 很 多 ， 为 此 ， 我 们 注意 到 变换 
T(z) = (z,a - R,a + Ri,a + R) 
„ [z-(a-R)](Ri-R) _ ;z-(a-R) (9) 
[z - (a +R)](Ri +R) z- (a +R) 
把 C 上 的 三 个 点 从 而 把 整个 圆周 C 映 到 实 轴 .， 由 对 称 原理 ，a 与 a 关于 圆周 C 对 称 当 且 仅 当 
7T(a" ) 与 7(a) 关 于 实 轴 对 称 ， 而 后 一 条 件 等 价 于 T(a* ) Ta) 4DGEJE— MEINE A, BD 


T(a^) = Tla), 
或 者 ， 由 (9) 式 得 
i la-R) ja GR] RR) aio 
a'-(a*R)  l'a-(a+R) 'a-(ā+Ry 
从 (10) 式 中 解 出 a" 得 到 公式 
mi (11) 
á-à 
(注意 : 这 里 也 说 明了 a 关于 C 的 对 称 点 a 是 唯一 的 )。 由 (11) 式 我 们 得 到 
arela" ~a) = an Ls ) R'Ga - 2]. ugla- a) 
la -a| 


这 意味 着 对 称 点 a 与 a* EUNO « JEAN ANM E, 并 且 它 们 到 圆心 的 距离 的 乘积 
Cla? -al la-a|) 等 于 半径 的 平方 ， 图 7-29 给 出 了 
对 称 点 之 间 的 位 置 关系 . 

例 3 求 出 把 |z| <1 映 到 |w| <1 的 所 有 默 比 乌 斯 
变换 . 

解 设 /(z) 为 任 一 个 满足 题 设 条 件 的 默 比 乌 斯 变 
换 ， 从 而 它 把 圆周 C,: 1z| =1 映 到 C: |w| =1. 因而 
在 1 :1 <1 内 一 定 存在 某 个 点 a, 它 的 像 为 原点 ， 即 


f(a) =0， 由 公式 (11) ，c 关于 C, 的 对 称 点 a (其 中 m729 由 三 角形 相似 可 得 
a=0, R- DX R/|a-a|- |a" - al/R 


(401 


S 


1403] 
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Bu. ul 划一 定 是 /Ca) =0 关 于 C, 的 对 称 点 .但 由 于 原点 为 C。 的 圆心 ， 它 的 对 称 点 是 


v, Bp 
/二 = = 


因此 ，a 为 /的 一 个 零点 ，1/& 为 了 的 一 个 极点 于 是 了 可 写成 下 面 的 形式 : 


因此 ka ze", rh 8 为 一 实数 ， 这 样 可 得 到 


fo = Il Cla] < D. (12) 
反 过 来 ， 读 者 易 证 (习题 15) 形 如 (12) 的 任意 变换 都 把 |z| < 1 映 到 |w| <1. L] 


进而 ， 也 可 证 明 (12) 式 中 的 函数 是 唯一 的 单位 圆 盘 到 单位 圆 盘 的 一 一 解析 映射 , 


练习 7. 4 


1, Uf G) 9(22)/(0 3), AG) ez] G1) RK GO. 
说 明 为 什么 由 


" 


(wi) = (z, = i,i,1) 
定义 的 默 比 乌 斯 变换 把 单位 圆周 映 到 单位 圆周 ， 但 把 它 的 内 部 映 到 外 部 [提示 : 考虑 方向 ]. 

3. 求 4 -3i 关 于 下 列 圆 周 的 对 称 点 . 

(a) |z| =1 (b) |z-1| G)lz-1|]22 
4. n. n 和 za 是 扩充 复 平面 上 的 三 个 不 同 点 ，7 是 任意 一 个 默 比 乌 斯 变换 ， 证 明 : 对 扩充 复 平面 上 的 任 一 
点 五 ， 有 
(ama) = CEKGO TG) TG TG), 
BDAXODALE RAT, DURÉE 

n 设 w= f(z) EEAO, A, m 分 别 映 到 -i，1，i 的 默 比 乌 斯 变换 ， 其 中 A 是 实数 ， 问 : a 为 何 值 时 , /可 把 

上 半 平 面 映 到 |w| <1? ` 

利用 交 比 的 符号 ， 写 出 一 个 把 直线 y=2x -3 以 下 的 半 平 面 映 到 圆周 |w -4| 22 的 内 部 的 默 比 乌 斯 变换 .用 

同样 的 方式 再 求 一 个 把 上 述 区 域 映 到 圆周 外 部 的 默 比 乌 斯 变换 . 

, 是 否 存在 默 比 乌 斯 变换 /， 把 实 轴 映 到 单位 圆周 |w| =1， 并 且 还 满足 /(i) =2, f -i) = -1/2? 

8. ER: a, a, a BISARRA, w, w, w, 也 是 三 个 不 同 的 点 ， 那 么 满足 T(z,) =w.(i=1, 2, 3) 的 
默 比 乌 斯 变换 是 唯一 的 . [提示 : 假设 S 是 另 一 个 满足 上 述 条 件 的 默 比 乌 斯 变换 ， 考 虑 复合 映射 7 …。 3 的 
不 动 点 ( 见 练习 7.3 习题 6). ] 

9. 设 f 是 一 个 默 比 乌 斯 变换 且 f(1) = % ,了 把 虑 轴 映 到 单位 圆周 |u|=1 A: f( -1) 的 值 是 什么 ? 


P 


E] 
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10. 通过 完成 以 下 各 步骤 ,证 明 当 给 定 直线 上 和 圆周 C 不 相交 时 ， 总 是 存在 两 个 不 同 的 点 ma Hn AFLAC 
同时 对 称 . 
(a) 证 明 : 存在 一 个 默 比 乌 斯 变换 把 了 上映 成 实 轴 ， 且 把 C 映 成 圆周 |w -Ai| - R, 其 中 A RRK, HR< 
|A|( 见 图 7-30). 
(JER: w, 和 w, 关于 实 轴 和 圆周 | -Ail =R 
都 对 称 当 且 仅 当 


解 上 面 的 方程 组 ， 得 
w iA -R, wm 2-i /A -R 


为 同时 对 称 的 点 
(e) (a) RU Cb) 的 结果 以 及 对 称 原理 推出 ， 存 在 
An Ma 关于 了 上 和 C 都 对 称 . 
11. 证 明 : 任意 给 定 两 个 不 相交 的 圆周 C, 和 C;， 总 g p 


存在 两 个 不 同 的 点 ma moz, 关于 C, 和 C, 同时 对 
称 . [提示 ; 证 明 存 在 一 个 默 比 乌 斯 变换 把 C, 映 
成 一 条 直线 dE C, 映 成 另 一 个 圆周 ， 青 利用 习题 


10 的 结果 . ] mp a04] 
12. 利用 习题 11 的 结果 证 明 : 对 任意 两 个 不 相交 的 圆 
HC, 和 C:， 总 存在 一 个 默 比 乌 斯 变换 把 它们 映 图 7-30 w, 和 w, 关 于 RR 和 C 同 时 对 称 


成 同心 图 [提示 : 把 za 映 到 原点 ，z, 映 到 m 点 ， 
其 中 ，z, 与 a 是 关于 这 两 个 圆周 同时 对 称 的 点 . ] 

13. ka, n 和 是 一 圆周 (或 直线 ) C 上 的 三 个 不 同 的 点 ， 证 明 : + 和 :关于 C 对 称 当 且 仅 当 (z* onn. 
as, 5. 5.5). 

14. 证 明 : 四 个 互 异 的 点 w, w, w, w, ARRIM HARE (w, w, w, wm) 为 实数 . [提示 : 考 
虑 由 


(Qw,w, w,,w,) = (z,0,1,) 
定义 的 默 比 乌 斯 变换 ， 且 注意 (z, 0, 1, ) =z. ] 
15. 验证 任何 形 如 (12) 式 的 变换 把 |z| <1 映 到 |w| <1. 
16. WEBA: 任何 把 单位 贺 盘 的 内 部 映 到 外 部 的 默 比 乌 斯 变换 具有 (12) 式 的 形式 ， 其 中 |a| >1. 
17. 求 一 个 把 单位 圆 盘 映 到 它 自 身 ， 把 UD 喘 到 原点 的 共 形 映 射 . 
18. 证 明 : 把 z BER w (i c 1, 2，3) 的 默 比 乌 斯 变换 可 以 写成 如 下 行列 式 的 形式 : 


1 z c w 


i mms [405 


1l n ow zm, 

lon wy ij, 
19. 求 出 所 有 把 上 半 平 面 映 到 上 半 平 面 的 默 比 乌 斯 变换 . 
20. 证 明 : 任何 把 上 半 平 面 映 到 开 单位 圆 盘 的 默 比 乌 斯 变换 一 定 具 有 下 面 的 形式 : 
其 中 Im(za) > 0. 


2L 设 有 一 个 数学 对 象 的 集合 9( 诸如 数字 或 映射 ) ， 对 9 上 的 有 序 对 定义 一 个 运算 * ， 若 9 满足 下 列 条 件 ， 则 称 
它 为 一 个 群 
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22. 


23. 


TTC CPI 


i XT, Qoo HE — EXE Ca, b) EHECBUE JU ab 与 之 对 应 . 
d. 运算 * 满足 结 合 律 ， 即 对 任意 a, b, ceg, 都 有 
(asb)*c=ar(bec). 
ni gr 4i — TOUR e( 称 为 单位 元 ) 满 足下 述 性 质 : 
对 任意 的 ce 0, esa=ase=a 
iv. BTOB RT JCR a, (EUR a'e 9( 称 为 a 的 北 元 ) 使 得 
a'sacasa' se 
(a) 证 明 ; 所 有 的 默 比 乌 斯 变换 组 成 的 集合 M ， 在 映射 的 复合 。 的 运算 下 构成 一 个 群 ( 称 为 默 比 乌 斯 变 
fm. 
(b) 默 比 乌 斯 变换 群 是 交换 群 ( 即 对 所 有 的 T， Se M, BWAT. S=S. T)? 
设 L 是 复数 域 上 所 有 行列 式 为 1 的 2 阶 矩 阵 的 集合 : 


a 
[ d ad -te sd. 
(a) 证 明 ; C 在 通常 矩阵 乘法 的 运算 下 构成 一 个 群 (见习 题 21 群 的 定义 ). 
(b)iEBI; 对 任意 一 个 默 比 乌 斯 变换 T， 分 子 与 分 母 同 乘 以 一 个 的 适当 的 数 后 ，7 可 写成 下 列 形式 ， 
Ti) = 2558 


+ 


其 中 a8 -By = 1， 因 此 了 可 看 作 与 C 中 的 元 素 
EA 
y 6 
相对 应 . 
(EN: 车 默 比 乌 斯 变换 Ti T, 分 别 与 C 中 元 素 5,，5, 相对 应 ， 其 中 
«B ao 
Sı JE al 88 T ME 
那么 复合 映射 7 o T, SERB S, S, 相对 应 . 
设 :是 一 固定 的 复数 且 Rez>0, 令 
ao a, 
Fra rw nO ELIT v 
是 一 个 默 比 乌 斯 变换 序列 ， 其 中 a, HERK, b 为 纯 虚 数 或 0， 用 归纳 法 证 明 ; 复合 函数 
《= SQ) : Toe Tio Te T, (W) 
把 右 半 平面 Rew >0 RAJA FAA |g - 1/2 | < 1/2 内 的 区 域 . 
tore, 是 次 数 n>0 的 复 系数 多 项 式 ， 其 中 系数 c =p rig k=l, 2, =, 


TO) = (ke 4,2, sn -1) 


n. & Ql): pz 7 tig? epus P n iqui i ens 证 明 沃 尔 (Wall) 判 列 准 则 : 若 0(z)/P(z) 能 写成 以 下 
形式 

CD aa 

P) a 


+a, +b, + 
L1 
iib 


了 


了 + 
其 中 每 个 a 都 是 正 实数 ， 每 个 6 都 是 纯 虚 数 或 0， 那 么 P(z) 的 所 有 零点 的 实 部 都 小 于 0. [提示 : a) 
P(z) =7T。。T，。…。7T,.,(0)， 其 中 变换 Ti 如 习题 23 中 所 定义 . ] 

.应 用 上 题 的 结论 证 明 P(z) oz +37 +6z+6 的 所 有 零点 都 在 左 半 平面 内 、[ 提示: 应 用 通常 的 长 除法 得 到 
Q(z)《P(z) 的 表达 式 . ] 
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7.5 施 瓦 茨 - 克 里 斯 托 费 尔 变 换 


由 前 面 可 知 ， 若 /(z) 在 D 内 解析 且 每 一 点 的 导数 都 不 为 0， 则 /为 D 内 的 共 形 映射 。 那 
么 ， 在 不 满足 上 述 条 件 的 某 些 孤 立 点 上 会 发 生 什么 情况 呢 ? 具体 来 说 ， 设 x, 是 实 轴 上 的 一 个 
固定 点 , f(z) 是 一 个 导数 为 1(z) = (z -x,)" 的 函数 ， 其 中 实数 a 满足 -1<a<1. [准确 地 说 ， 
可 从 x, 垂直 向 下 作 分 支 割 线 ， 进 而 分 出 * -x, 的 辐 角 在 - m/2 与 3m/2 之 间 ， 见 图 7-31a. ] 下 
面 ， 我 们 应 用 方程 
f) = G-2)* (H) 
确定 在 映射 /下 ， 实 轴 的 像 的 一 些 属性 . 


E 


b) 
图 7-31 《1) 式 的 几何 图 示 


车 :在 x 左 侧 的 * 轴 上 ， 如 图 7-31a 所 示 ， 那 么 由 方程 (1) 可 知 , /在 点 z 是 共 形 的 (因为 

f'G)fE EROS O), 并 且 对 于 所 有 这 样 的 z,/"(z) 的 辆 角 是 常数 : 
argf'(z) = arg(z - x,)* = aarg(z - x,) = am 

(在 这 里 ， 我 们 略 去 了 2m 的 倍数 )， 由 此 ， 我 们 可 以 断定 /把 区 间 ( - oo, x ) 映射 为 一 条 以 
xi ) 为 端点 的 直线 ， 毕 竟 ， 若 把 ( - wm ，x, ) 看 作 一 条 每 点 的 切线 都 与 实 轴 平行 的 曲线 ， 则 由 
7.2 节 的 讨论 可 知 ， 它 的 像 也 必 是 一 条 曲线 ， 并 且 该 曲线 上 每 点 的 切线 与 实 轴 的 夹 角 都 是 wm， 
也 就 是 说 它 是 一 条 直线 ， 如 图 7-31b Pros. 

Fatx 右 侧 的 * 轴 上 ， 则 有 

argf'(z) = aarg(z-zx,) 2 a*0 =0. 

因此 ， 从 上 可 知 ， 区 间 (x ，% ) 映 成 一 条 以 fon) 为 端点 的 水 平 直线 ， 如 图 7-32b 所 示 . 


» /Kar a»0 
—— ^is 
EU 
E b) 


17-32 x 轴 的 映射 


[407 
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对 于 特殊 情况 ， 例 如 ， 对 于 函数 f(z) ie. f'() =z 3?( 它 的 分 支 割 线 取 下 半 虚 轴 ) ， 
实 轴 在 f 下 的 像 如 图 7-33 所 示 . 


LIEU T ERIT 


现在 我 们 把 上 述 结论 推广 到 一 般 情形 .车 由 下 式 代替 (1) 式 ; 
(408 f'l) = Alz- a)", (2) 
其 中 4 天 0 为 某 个 复 常数 ， 则 


arf'(z) = argA + aarg(z - x,), 
可 认为 x 轴 的 像 在 图 7-32(b) 的 基础 上 旋转 一 个 角度 argA, An PH 7-34 所 示 . 特别 地 ， 区 间 
(Qn, o ) 的 像 的 辆 角 是 arg4 ， 不 过 它 在 (x, ) 的 转角 没有 改变 ， 仍 是 an. 


图 7-34 (2) 式 对 应 的 映射 


下 面 再 作 进 一 步 推广 ， 若 /(z) 的 导数 /'(z) 具 有 以 下 形式 : 
f'G) = A 2x)" (z x)" ) (3) 

其 中 4z#0 是 一 复 常 数 ，-1<a<1，z 为 实数 ，1<i<n， 且 满足 z ex <…<x (同上 ， 每 
个 z-% 的 辐 角 都 在 - mr/2 与 3w/2 之 间 . ) 这 时 实 轴 在 映射 了 下 的 像 是 什么 呢 ? 

由 方程 

argf'(z) = argA + a,arg(z — x,) + aaarg(z 一 za) + = + a,arg(z - z,) 

和 前 面 的 讨论 可 知 , ERE -o ox). (ox). ons (xL, 0 ) 分 别 映 成 直线 的 各 自 部 分 ， 
并 且 这 些 线段 的 角度 可 由 下 述 方式 从 水 平方 向 按 逆 时 针 旋转 得 到 : 


共 形 映射 277 


区 间 像 的 辐 角 
(-9,x) amgÁ a m*ta,m*-*a,T 


(x,3,) — argA am tam 


(i arg4 * a,T 

(x,,9) — arg. 
因此 ， 当 : 沿 x* 轴 从 左 到 右 移动 时 , /就 把 实 轴 映 射 成 了 一 条 折线 形 的 路 径 ， 且 在 每 点 f(x) 的 
切线 方向 都 向 右 旋转 角度 aiT， 如 图 7-35 所 示 . 


用 7-35 (3) 式 对 应 的 映射 


车 函数 /(z) 满 足 (3) 式 ， 则 f(z) 为 一 个 可 微 函 数 ， 从 而 它 在 复 平面 除去 点 x,( 向 下 ) 的 分 支 
制 线 外 的 区 域 上 解析 ， 所 以 对 上 半 平 面 上 任意 的 >， 可 令 


«Gom f rreoar, i (4) 
其 中 卫 是 从 0 到 S 的 直线 段 ， 于 是 ， 对 于 某 个 常数 B， 有 f(z) =&(z) + B， 特 别 地 ， 可 写 为 
a EASE- aD G rx G xd + B. (5) 


形 如 (5) 式 的 函数 称 为 施 瓦 英 - 克 里 斯 托 费 尔 变 接 了”， 这样 的 变换 把 实 轴 映 成 了 折线 形 的 路 
径 。 共 形 映 射 的 重要 应 用 之 一 就 是 构造 上 半 平 面 到 给 定 多 边 形 内 部 区 域 的 一 一 解析 函数 ， 我 们 
可 用 施 瓦 芯 - 克 里 斯 托 费 尔 变换 来 解决 这 个 问题 . 

具体 来 说 , 设 P 为 一 个 多 边 形 ， 如 图 7-36 PUn. HA w, w, 0, w, 取 北 时 针 顺 序 作为 
P 的 正 向 ， 按 照 这 个 方向 沿 P 的 边界 移动 时 ， 在 每 个 顶点 w, 处 的 右 向 旋转 角度 为 9,， 当 0, 为 
负 值 时 表示 向 左旋 转 ， 因 此 每 个 旋转 角 都 在 - m 和 "之 间 ， 这 样 ， 以 道 时 针 方 向 沿 多 边 形 边界 
移动 一 周 后 ， 净 旋转 角 为 2r 弧度 . 

0, +0, + +0, = 一 2T. (6) 

为 了 用 施 瓦 欧 - 克 里 斯 托 费 尔 变换 w =&(z) 把 * 轴 了 映射 到 多 边 形 PHAR, REEE ME 
的 点 x， ，x，…，x,-! 分 别 作为 多 边 形 的 顶点 w, w, o, w, ER, HBE- oM + o RE 
w, 的 原 像 ， 见 图 7-37. 由 (5) 式 的 讨论 可 知 ， 函 数 


日 施 瓦 获 (Hermann Amandus Schwarz，1842 一 1921) ， 克 里 斯 托 费 尔 (Elwin Bruno Christoffel, 1829—1900). 


410 


278 第 7 章 


E) ie (o x = aD Gr xttl (0 
把 实 轴 映 到 某 一 多 边 形 P. 尽管 P' 可 能 不 是 我 们 希望 的 多 边 形 P. BXET S1 2, =, n-1, 
顶点 &(x ) 处 的 有 旋转 角 wm = 9,; 再 由 P' 的 始 边 和 终 边 相交 于 g( + m ) 那么 最 后 的 顶点 
g( + ) 处 的 有 旋转 角 必 为 9,( 因 为 P' 的 旋转 角 也 满足 (6) 式 ). 


图 7-36 iE EIE, 0, 0,. 0, 是 负 值 ) 


gl+ om)=gl-eo) 


-o 


图 7-37 映射 (7) 


因为 P' 和 PP 的 旋转 角 相 同 ， 所 以 只 需 调整 已 各 边 的 长 度 ， 就 可 保证 P' 和 PP 在 几何 上 是 相 
似 的 ， 要 做 到 这 一 点 ， 应 适当 地 选取 x, ，x，,，…，x,-,; 毕竟 ， 它 们 决定 了 P' 的 各 顶点 的 位 

AD 质 ， 然 后 ， 青 通过 旋转 、 伸 缩 和 平移 变换 (也 就 是 线性 变换 ) 就 可 使 两 个 相似 多 边 形 一 致 
这 样 ， 我 们 推测 ， 当 选取 适当 的 常数 后 就 可 以 构造 函数 ， 即 施 瓦 蒋 -~ 克 里 斯 托 费 尔 


变换 


f) = 48(z) + B 


8 
EASE -DOE a) aa) dE +B, 9 


共 形 映射 279 


它 把 实 轴 映 到 了 原来 给 出 的 多 边 形 P 的 边界 ， 且 满足 
KG) mw. fO) ms ons Kaa) =w KO) = we (9) 
此 外 ， 如 果 上 面 的 推测 成 立 ， 我 们 就 可 以 应 用 共 形 性 和 连通 性 证 明了 把 上 半 平 面 映 到 多 边 
形 己 的 内 部 ， 事 实 上 ， 设 y 为 上 半 平 面 内 一 条 如 图 7-38 所 示 的 有 向 线段 ， 由 了 的 共 形 性 可 知 ， 
它 的 像 y' 在 起 始点 的 切线 方向 应 指向 的 内 部 (如 图 7-38 所 示 ) ， 再 由 己 内 部 的 连通 性 就 可 完 
成 我 们 的 证 明 (这 是 因为 /是 一 一 映射 )， 施 瓦 蒋 - 克 里 斯 托 费 尔 变换 由 下 面 的 定理 7 给 出 ， 该 
定理 的 严格 证 明 可 在 参考 文献 中 找到 . 


图 7-38 上 半 平 面 映 到 了 PHAR 


— EH? 设 户 证 一 不正 向 多 边 形 ， 按 照 地 时 针 顺 序 它 的 顶点 依次 为 wi，w，…，W,， 在 
w, 处 的 右 向 旋转 角 为 0i(i=1，2，…，m) ， 那 么 存在 一 个 形 如 (8) 式 的 函数 把 上 半 平 面 一 一 
地 共 形 映射 到 已 的 内 部 ， 而 且 对 应 的 (9) 式 也 成 了 

在 看 具体 的 例子 前 ， 先 做 两 点 说 明 .， 第 一 ， 由 黎 曼 映射 定理 可 知 ， 在 构造 由 上 半 平 面 到 一 
个 多 边 形 内 部 的 映射 时 有 三 个 “自由 度 "， 因 此 ， 我 们 可 以 指定 实 轴 上 的 任意 三 个 点 是 三 个 顶 
点 w, 的 原 像 ， 不 过 由 (9) 式 可 知已 把 % 确定 为 w. 的 原 像 了 ， 所 以 我 们 只 能 自 由 地 选择 两 个 点 ， 
不 妨 设 为 x 和 x,， 至 于 其 他 的 x, 再 另外 确定 . 

第 二 ， 要 得 到 映射 的 具体 表达 式 ， 就 得 算出 (8) 式 的 积分 ， 只 要 浏览 一 下 标准 的 积分 表 就 
知道 ，n >4 时 该 积分 很 难 算出 ， 即 使 较 小 的 ”也 不 一 定 都 能 算出 来 ， 不过， 应 用 数值 积分 的 
方法 总 是 可 行 的 ， 在 附录 IH, L.N. Trefethen & T. Driscoll 讨论 了 如 何 实现 这 些 运算 ， 并 提供 
了 有 关 软 件 包 的 参考 文献 . 

例 1 求 一 个 施 瓦 蒋 - 克 里 斯 托 费 尔 变换 ， 它 把 上 半 平 面 映 到 如 图 7-39 所 示 的 三 角形 区 域 . 

解 由 图 7-39 可 知 ， 三 角形 的 右 旋转 角 为 : 9, = b, = -3m/4，b, = - mr/2， 因 此 ， 不 妨 取 
z= -1, x=1, 则 有 


fa Af enmt Dota en 


* [ce -1) ^q + B. 
代入 具体 的 数字 ， 该 积分 就 可 以 算出 来 ， 为 了 求 出 常数 4 和 BB， 我 们 计算 


[412 


413 
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414 


JG) SC =A (P -D*+ B ey B. 


PES [ec -1) ^p e 1.85(1 + i) 
及 
fo) = f) e A[ (GP - Dp +B =- An + B. 


4 xz fo) ERAT w Mw, A 
An+B=1, 
-ApsBzi 
因此 
lid 
B= 


:平面 2 平面 
图 7-39 映 到 一 个 三 角形 上 


例 2 求 一 个 施 瓦 蒋 - 克 里 斯 托 费 尔 变换 ， 把 上 半 平 
面 映 到 半 无 限 带 形 区域 | Rew | «1, Imw >0( 见 图 7-40). 
解 ” 由 前 面 可 知 ，(3) 式 把 实 轴 映 到 了 多 边 形 的 边 
界 ， 为 了 把 上 半 平 面 映 到 该 带 形 区域 的 内 部 ,我 们 选择 
如 图 7-40 箭头 所 示 的 方向 ， 且 在 w, 和 w, 的 向 左旋 转角 
度 都 是 mr/2 弧度 ， 因 此 映射 C2) 的 导数 具有 如 下 形式 : 
fa) = 4(z 2x) 77 (2- x) 7. 
仍旧 选取 x = -1 x n1, 计算 18 7-40 半 无 限 带 形 区 域 


fa AS E+ G-D +B 


-Af 4 pn 
= 和 = 24 B. 


4 f(-1)2w, = -1, f(1) 2v, 21, 有 
-iMsin'(- 1) +B 2-1, 


LIA - 281 


-dAsin (1) +B =1, 
解 之 , 得 B=0，4 =2i/m， 因 此 所 求 变换 为 
fz} = ES L| 
E 


例 3 求 一 个 映射 把 上 半 平 面 映 到 由 第 四 象限 和 带 形 0<v<1 所 组 成 的 区 域 . (这 是 大 陆 
架 的 原始 模型 . ) 

R ”这 个 区 域 的 边界 由 直线 "=1， 负 r 
DLLUELLU ME 首先， 我 们 把 该 区 域 看 
作 是 如 图 7-41 所 示 的 多 边 形 的 极限 形式 ; 
然后 ， 选 取 该 区 域 的 方向 使 得 该 特定 区 域 
为 左 区 域 (如 图 7-41 R), 在 *w= -o 
附近 "的 左旋 转角 为 mr，w=0 处 的 右 旋转 
角 为 w/2， 取 x,= -1 和 x,=1 分 别 为 它 
们 的 原 像 ， 由 (3) 式 可 得 

f(z2) = Alz +1) "(zs - 1)7. 
利用 积分 表 ， 经 过 整理 后 得 

f(z) = a} B. 

这 里 会 涉及 分 支 的 选择 ， 我 们 把 它 留 给 读者 ( 见习 题 6)， 选 择 分 支 J 


图 7-41 例 3 中 的 区 城 


lg = Logl¢|+iargt, -$m < arg < F, 


VE zeto, log [8] E. 
得 到 映射 
f) = Ei og Ls + 
E TG ed 
它 满足 本 题 要 求 的 条 件 : 
Mx m 时， Ref(x) —*2, Imf(x) —^'l 
当 x 一 (-1) Bj, Ref(x)—--, Imf(x)—1 
当 x* 一 (-1) BH, Ref(x)-- . Imf(x) —0. 
fl1)=0 
当 x 一 + wm 时 ， Ref(x) =»0, Im/f(x) —- æ. " 
练习 7.5 


1. 用 本 节 中 的 方法 ， 求 一 个 共 形 映射 把 上 半 平 面 映射 到 全 平面 上 除去 负 实 轴 上 ( - = ，-1) 部 分 的 区 域 .[ 提 
Ge. 把 去 掉 的 区 域 看 作 是 图 7-42 所 不 棉 形 区 域 的 极限 形式 . ] 
2. 利用 施 瓦 欧 - 克 里 斯 托 费 尔 公式 推导 把 上 半 平 面 映 到 第 一 象限 的 映射 w = 
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3. 求 把 卡 平面 映 到 如 图 7-43 所 未 的 半 无 限 带 形 区 域 >0, 0 coc 1 的 共 形 映射 - 


图 7-42 习 同 1 中 的 区 域 图 7-43 习题 3 中 的 区 城 


4. 证 明 变 换 
Wr 


把 上 半 平 面 映 到 一 个 等 边 三 角形 的 内 部 

5. 求 把 上 半 平 面 映 到 如 图 7-40 所 示 的 半 无 限 带 形 区 域外 部 
的 共 形 映射 

6. 验证 例 3 中 选择 的 分 支 使 得 /( =- ),/( -1)./( +e), 
JUD S ORC n BRC 各 w,) 相 对 应 
FINMITIINMTAEMIEIIIM"E 
在 第 四 象限 ， 且 


tE FEYT. j 

7. 求 把 上 半 平 耐 映 到 如 图 7-44 F k K BBE RB 4h DE BR Y EE 
映射 

8. 推导 由 上 六 平 而 映 到 如 图 7-45 所 未 的 矩形 区 域 的 共 形 映 
射 的 表达 式 


PH 7-44. 习题 7 中 的 区 域 


w= f(z) 
Í VE- k -0) 


whi 


Hd 7-45. BRAE FE DC AO BR AT 
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证 明和 矩形 的 长 b 和 宽 c 与 的 关系 .可 以 由 方程 
HP di 
4 = 工 | ——MÀ————. 
2! KO -eT 


eu ———— 
kh (à -DO -r/R 


dux. GEMOUBBOHRUÁE S. Q5 5x2 
9. 求 一 个 映射 ， 把 上 半 平 面 映 到 带 形 区 域 0 er < 1， 该 区 域 可 认为 是 如 图 7-46 所 示 的 多 边 形 的 极限 


几 7-46 习题 9 中 的 区 域 


10. 证 明 ; 设 Pu D HO sss, ns w, WERZA, WALA |a| <1 到 内 部 的 共 形 映 出 应 其 有 下 
面 的 形式 ; 


w ea[u sou a Mr u) de +B, 
其 中 是 在 w, 处 的 布 向 旋转 角 .单位 圆 上 的 点 = 为 相应 的 w, 的 原 像 点 . 

11， 利 用 施 瓦 获 反 射 原理 ( Sehwarz reflection principle) (练习 5.8 中 习题 13 和 习题 14) ， 想 一 想 施 瓦 欧 - 克 里 斯 
托 费 尔 变换 把 下 半 平面 映 成 什么 区 域 ? 「 问 头 竹 虑 一 下 例 ! 和 例 2， 然 后 肯 看 图 7-38 所 水 的 一 般 情 况 . ] 


7.6 在 静电 学 、 热 流 与 流体 力学 中 的 应 用 


在 本 章 的 下 面 两 节 ， 我 们 应 用 共 形 映射 的 技巧 解决 涉及 拉 普 拉 斯 方程 
39,909.95 (1) 


的 一 些 物理 问题 . 

由 前 面 可 知 ， 在 二 维稳 定 状 态 的 热流 下 ( 见 2.6 节 )，(1) 式 描绘 了 温度 的 分 布 ， 两 数 
由 (zx，y) 表示 温度 ,由 = 常数 的 曲线 是 等 温 线 ， 通常 我 们 假定 用 理想 的 热源 或 吸 热 设 备 保持 
区 域 一 部 分 边界 的 温度 为 固定 (指定 ) 的 由 值 ， 剩 余 边界 是 热 绝缘 的 ， 在 数学 上 ， 后 一 条 件 可 
理解 为 由 的 法 向 导数 为 零 , 即 atvan =0， 其 中 是 边界 上 的 法 向 量 ， 当 然 ， 关 键 问 题 是 在 区 
域内 找到 这 样 的 由 

在 电学 上 也 常常 用 到 (1) 式 ， 在 静电 学 中 , g(x， 0) 可 理解 为 点 (x，y) 处 的 电势 或 电压 ， 它 
的 偏 导数 ayax 和 advay 用 来 表示 电场 强度 ， 特 别 地 ， 我 们 可 以 确定 区 域 边界 上 的 电势 或 电场 强 
度 的 法 向 分 量 ， 以 及 计算 区 域内 部 (或 外 部 ) 的 电势 值 ， 由 方程 由 = 常数 定义 的 曲线 称 为 等 势 线 - 

流体 的 流动 形式 也 可 由 (1) 式 来 分 析 ， o 在 流体 力学 中 的 解释 如 下 : ME ol, y) = 常数 
是 流体 质点 流 经 的 路 径 ， 也 就 是 说 ， 曲 线 是 流 线 ， 因 此 ， 在 研究 环绕 无 孔 障碍 物 的 流动 时 ， 障 
和 碍 物 的 边界 必定 是 一 条 流 线 的 一 部 分 ， 所 以 我 们 指定 这 里 的 由 EEM. H, o, DAAA 
函数 ， 关 于 (1) 式 的 解 的 更 加 详细 的 物理 解释 ， 读 者 可 直接 查阅 本 章 最 后 的 参考 文献 ， 
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4n 7.1 节 中 所 示 ， 解 决 这 些 问 题 的 基本 方法 就 是 : 把 给 定 的 区 域 共 形 映射 到 一 个 比较 简单 
的 区 域 ， 确 定 出 满足 “转换 的 "边界 条 件 的 调和 函数 ， 然 后 再 把 该 琐 数 通过 共 形 映射 变 回 到 原 
来 的 区 域 

例 1 在 图 7-47a 所 示 的 阴影 部 分 (透镜 形状 区 域 ) 上 求 一 个 调和 滑 数 $， 且 它 在 边界 赔 弧 
上 的 取 值 为 0 和 1. 这 里 的 由 可 解释 为 : 一 个 无 限 长 带 型 材料 内 的 稳定 温度 ， 它 的 截面 就 是 透 


镜 区 域 ， 且 在 边界 上 保持 给 定 的 温度 . 


图 7-47 透镜 区 域 和 它 的 像 


B ”因为 该 区 域 是 由 圆 弧 围 成 的 有 界 区 域 ， 我 们 自然 想到 用 默 比 乌 斯 变换 ， 若 选取 z=1+i 
为 该 变换 的 极点 ， 那 么 两 个 圆周 都 变 成 了 两 条 互相 正 交 的 直线 ， 这 是 因为 共 形 性 保证 了 z =0 
处 的 角 不 变 ， 因 此 ， 可 考虑 函数 
w =f) = — i (2) 
它 把 2 =0 映 到 w=0，z=1+i 映 到 w=%. 为 确定 透镜 的 像 ， 我们 注意 到 /(2) =1 +i, /(2i) = 
1 - i， 因此 透镜 被 映射 为 图 7-47b 所 示 的 阴影 部 分 的 角形 区 域 ， 边 界 为 射线 Argw 2 30/4 (DIU. 
TE p =1 处 的 像 ) 和 Argw = -3m/4( 圆 弧 在 由 =0 处 的 像 )， 用 3.4 节 的 方法 容易 得 到 w 平面 上 
相对 应 的 调和 捕 数 为 
pw) =- Žaru + 三 ， 
7 2 
其 中 argw IK O < argw «2m 的 这 个 分 支 , 由 (2) 式 可 得 
22[5m z 
$6) = za Bale s 


上 式 可 表示 为 i 
ee xii z-y E 
由 (zy7) = 于 (了 -= tan a 


这 里 - r/2 <tan '8«m/2. " 
例 2 在 图 7-48a 所 示 的 阴影 区 域 上 ， 求 一 个 调和 郴 数 四， 使 得 它 在 内 圆周 上 的 取 值 为 0， 
外 圆周 上 取 值 为 1. 由 可 解释 为 由 两 个 平行 谋 套 (不 同心 ) 的 圆 简 状 导体 组 成 的 一 个 电容 器 内 的 


电势 . 
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a) I) 


图 7-48 圆 简 状 电容 器 


解 ” 若 内 圆周 和 外 圆周 是 同心 的 ， 那 么 该 问题 十 分 简单 ， 由 3.4 节 可 知 ， 对 于 环 域 ， 它 
BUR Ji eR C 4Log |z| + B. 因此， 我们 可 尝试 把 给 定 的 区 域 映 成 一 个 环 域 ( 如 图 7-48b 
Bim). 

Hg itti Fé — A HB Og K b E T HR — H X T8 4 0 D op RES D (3E 
(H&2] 7. 5 第 11 题 证 明 过 这 类 问题 )， 为 找到 这 对 点 ， 注 意 到 由 * 与 x, 关于 外 圆周 对 称 ，( 由 
7.4 节 (11) 式 ) 有 


za, H rx 


Tix os 关于 内 圆周 对 称 ， 则 有 


gag 4 937 


解 上 面 两 个 方程 组 成 的 方程 组 ， 容 易 得 到 


zc. n=. 


我 们 做 下 述 将 x, EJO, x, 映 到 的 默 比 乌 斯 变换 


wafa) = (3) 


由 默 比 乌 斯 变换 的 保 对 称 性 ， 经 变换 后 得 到 的 两 个 圆 局 都 以 0 与 为 对 称 点 ， 但 % 点 关于 圆周 
的 国 心 对 称 [ 见 7.4 节 (11 R]. 因此， 这 个 映射 把 :平面 上 这 两 个 圆周 的 圆心 都 映 到 了 w F 
面 上 的 原点 w =0， 即 把 这 两 个 圆 映 成 了 同心 圆 (如 图 7-48b 所 示 ). 
内 辆 向 像 的 半径 可 由 下 式 计算 : 
lel= lo)1= > 


外 圆周 像 的 半径 是 


wzi) 


\ 
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2 2 

例 3 在 圆周 C: |z-5il 24 外 部 的 上 半 平 面 上 求 一 个 调和 随 数 四 (x，y)， 它 在 圆周 上 的 
取 值 为 1， 在 实 轴 上 的 取 值 为 0 ( 见 图 7-49 ).， 该 消 数 可 解释 为 放 在 一 个 可 导电 平面 上 的 带电 
圆 简 导 体 所 产生 的 电势 . 

RR ”实际 上 ， 如 果 把 直线 看 成 一 个 圆心 在 无 穷 点 的 圆 ， 那 么 这 个 毅 数 的 构造 与 例 2 中 的 相 
似 ， 因 此 ， 我 们 应 找 一 对 关于 圆周 和 直线 同时 对 称 的 点 . 

若是 上 半 平 面 内 的 一 个 点 ， 显 然 ， 它 关于 x 轴 的 对 称 点 是 3， 如 果 z 与 3 也 关于 圆周 C 
对 称 ， 则 有 ( 见 7.4 节 (11) 式 ) 


1 1 ee " 
= Dale + —Logl (3x - 1)? +9y°1- 5Logl (x - 3)? (yi 


curi. 
E E 
LEX EET 
Vf) 2 -- 样 ， 我 们 知道 默 比 乌 斯 变换 
_ :-8i 
w= fds z+3i 


把 3i 映 到 原点 ， 把 -3i 映 到 m ， 把 两 个 导体 映 成 了 轩 心 在 原点 的 两 个 同心 圆周 ， 实 轴 的 像 的 
半径 为 


n= |fols!. 
圆周 C 的 像 的 半径 为 
n= OiR 
FE, EMK r < lw| <r ERRI H EAA EPE fh by 08 OS. 
Loglwi | -Loglw| 
90 7 "EET 
eT 
所 以 原 问 题 的 解 为 
eG) = galei 


注意 = 平面 上 的 等 势 线 是 圆周 ( 见 图 7-50). 
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图 7-49 可 导电 平面 上 的 带电 辆 简 图 7-50 例 3 的 等 势 线 e 


例 4 在 图 7-51 所 示 的 无 限 区 域 上 求 一 个 非常 数 的 调和 函数 由 ， 使 它 在 多 边 形 边 界 上 的 取 
值 为 0. 图 中 所 夯 的 线 表 示 ， 当 一 条 深 的 河流 过 间断 河床 时 ， 曲 线 由 = 常数 是 流 线 . 
có 


Wi7-51 间断 河床 


解 ”对 于 这 个 几何 图 形 ， 可 应 用 施 瓦 蒋 - 克 里 斯 托 费 尔 变换 .由 7.5 节 围 绕 (3) 式 的 分 析 
可 知 ， 我 们 把 x 轴 映 到 平面 的 间断 河床 上 . (注意 施 瓜 蒋 ~- 克 里 斯 托 费 尔 变换 把 已 知 简单 区 城 
映 到 这 个 复杂 区 域 )， 设 顶点 w, si, w, =0 的 原 像 分 别 为 == -1,，z=1， 河床 在 w =i 处 有 向 
旋转 角 及 在 w, =0 处 的 左 向 旋转 角 都 是 r/2， 因 此 必 有 


ge 2r) = GG 7175 
查 积分 表 ， 得 
w = f(z) = Af (È - 1)'7 + logiz + (z -1)'?1}+ B. (4) [ma 


我 们 取 函 数 在 较 大 实数 z 的 函数 值 是 正 实数 且 在 上 半 平 面 解析 的 那 一 分 支 "， 则 相对 应 的 
f -1) =i, f1) =0 要 求 
口 、 这 里 ， 我 们 忽略 了 很 多 重要 的 细节 ， 在 用 施 瓦 区 ~ 克 里 斯 托 费 尔 变 换 时 ， 分 支 的 选取 常常 不 好 把 所 ， 认 真 思索 后 ， 


对 于 (4) 式 中 的 (2 -1)52 选 择 在 较 大 正 数 : 取 正 值 旦 在 较 大 负数 = 取 负 值 的 分 支 ; 对 于 对 数 函数 选择 在 - 2 < 
inl <3m72 内 取 值 的 分 支 


4325) 
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Alg(-1) +B= dim «B = i, 
Aleg(1) +B= B 2 0, 
其 解 为 4=1/m，B =0. 因此 ， 把 > 平面 的 上 半 平 面 映 到 流体 区 域 的 映射 为 


w sfa) = Lac 09 + logta + Qo) 6 


HE, RERE: 平面 的 上 半 平 面 上 求 一 个 非常 数 的 调和 函数 ， 使 它 在 实 轴 上 的 值 为 0. 

显然， 下 述 丙 数 满足 要 求 : 
(xy) = y = Im(z). (6) 
(这 与 3.4 节 中 的 “ 壁 " 儿 何 图 形 相似 )， 要 解决 题 设 问题 ,我 们 必须 把 几 (x，y) 变 回 到 w 平面 
内 的 流体 区 域 ， 然而， 由 于 已 经 构造 了 由 简单 区 域 到 复杂 的 流体 区 域 的 映射 f， 因 此 ， 只 需 从 
(5) 式 中 解 出 它 的 逆 映 射 再 代 人 (6) 式 即 可 .在 这 里 ， 我 们 不 必 考 虑 如 何 通过 (5) 式 把 z 用 w K 
示 出 来 ， 而 只 需 把 所 要 求 的 调和 函数 (u,v) 简写 为 
$(u,v) = ImQ (Qu). 

事实 上 ， 这 并 没有 不 要 之 处 ， 我 们 对 于 流 线 由 = 常数 有 明确 的 解释 : 在 (5) 式 中 ， 取 y 是 常数 ， 
HE x 看 作 … 个 参数 时 ， 才 有 流 线 由 = 常数 . LI 

存 初 等 物理 学 中 , 平行 平板 组 成 的 电容 器 是 p=1 
其 中 的 个 经 典 问题 ， 有 两 块 带 相反 电荷 的 薄板 ， 
它们 之 间 有 -- 个 固定 的 距离 ,我 们 需要 确定 它们 
之 间 的 电势 由， 在 两 板 的 面积 为 无 穷 大 的 简单 情况 7 
下 ,由 与 两 板 间 的 距离 y 成 比例 ， 且 等 势 线 如 ÄT AARRE 
图 7-52 所 示 ， 因此 ， 实 际 问题 中 ， 当 两 板 的 距离 
相对 于 板 (大 小 ) 比较 小 的 时 候 ， 可 用 上 述 办 法 求 出 的 近似 值 ， 不 过 ， 板 边缘 的 电势 是 非常 复杂 
的 ， 它 可 由 共 形 映射 来 计算 ， 例 5 将 说 明 如 何 求 出 两 个 半 无 限 的 带 相反 电荷 平板 问 的 电势 . 

例 5 在 一 对 如 图 7.53 所 示 狭长 的 平板 间 求 一 个 调和 函数 四 ， 它 在 两 板 上 的 取 值 分 别 是 +1 
5-1. 


87-53 半 无 界 带电 平板 


Am 289 


解 ”我 们 再 次 应 用 施 瓦 蒋 - 克 里 斯 托 费 尔 变换 ， 把 给 定 的 区 域 看 成 如 图 7-54 所 示 的 区 域 中 
当 点 wo 趋 于 - = 时 的 极限 形式 .在 点 zw =i， waw 及 w= -i 的 极限 向 旋转 角 分 别 为 下 ，- 下 
Aon 如 果 选 取 z= -1 与 z=0 分 别 为 w=i 
与 w=w 的 原 像 ， 则 由 施 瓦 获 - 克 里 斯 托 费 
尔 变换 的 保 对 称 性 可 知 ，w = -i 的 原 像 为 
z=]. 从 而 ,出 7.5 节 (3) 式 可 得 


* = A(z+1):'(z -1) = 4(: -二 
因此 
w=/(:) = a(Ż - logz) + B. 
由 /( -1) md fO) = -i， 并 选取 log: 
MET te IEEE 图 7-54 PERAE JLN 
a[ cim) +B si 
a( -0) +8= -i 
MZ, dA--2/-. B-l/m-i. 因此 ， 该 映射 为 
ws) =- (È -iog)t t-i (1) 
注意 ， 这 里 我 们 并 没有 验证 函数 在 z=0 时 的 条 件 ， 由 变换 的 对 称 性 ， 这 是 没有 必要 的 ， 容 易 


知道 在 任何 情况 下 ， 当 = 一 0 at, |w. 
变换 后 的 问题 如 图 7-55 Mrs. 显然 解 是 


pla) = Sam -1. 
* 


Jic CLA EK th CT C BU E GR, MEOT) 
成 关于 r，9 的 参数 方 碍 ， 即 


w =- (De -Logr ig)+ -i 
并 且 当 + 从 0 到 % 变化 时 保持 6 为 常数 ， 就 可 以 给 出 
由 = 常数 的 参 变量 形式 . 国 87-55 半 无 限 带 电 平板 问 的 变换 问题 


例 6 如 图 7-56a 所 示 ， 在 有 裂缝 的 上 半 平 面 上 
求 一 个 非常 数 的 调和 函数 四， 它 在 列 颖 和 实 轴 上 的 取 值 都 是 0. 线 由 = 常数 可 理解 为 流体 越过 一 
个 简单 障碍 物 时 的 流 线 - 

解 ” 把 所 求 问 题 的 边界 看 作 图 7-56b 中 多 边 形 路 径 的 极限 形式 ， 我 们 构造 一 个 施 瓦 艾 - 克 
里 斯 托 费 尔 变换 ， 它 把 -1 映 到 w, ,0 映 到 i，+1 上 映 到 w. w, w, 都 趋 近 于 0 时 ,ww,, i, 
w, 对 应 的 右 向 旋转 角 分 别 是 -人 2，m 和 一 wm/2. 所 以 有 
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w = A(z+1) "zz -1)" = Gn Aye 
及 
w = f(z) = A(Z - 1) +B. (8) 
对 于 较 大 的 正 数 *， 取 函数 值 为 正 值 的 那 一 分 支 ， 可 得 
fK-DsB-0, 
/(1)= B «0, 
fO)=Ai+B =i 


因此 4=1，B=0. (由 于 区 域 的 对 称 性 ， 此 时 只 用 两 个 常数 就 能 满足 三 个 条 件 . ) 


b) 


17-56 流 过 一 简单 障碍 物 


同 例 4 一 样 ， 这 个 问题 在 :平面 上 转化 为 求 一 个 非常 数 的 调和 函数 ， 它 在 实 轴 上 的 函数 什 
为 0. Bibl, PA (2) =Imz=y， 此 时 (8) 式 的 逆 映 射 为 


z= (w+1)'?, 


从 而 所 求 的 调和 函数 是 
lu) = Imt(u! « 1)? f, 
国史 ”这 里 是 对 于 大 的 正 数 w 取 正 值 的 那 一 分 支 . C] 
5&3] 7.6 


1. 求 半圆 盘 上 的 电势 $， 其 在 边界 上 的 趟 值 如 图 7-57 所 示 . 
2. 求 上 半 平 面 在 单位 圆周 外 部 区 域 上 的 电势 ， 使 其 满足 图 7-58 所 示 的 条 件 . 


图 7-57 习题 1 的 区 域 图 7-58 习题 2 的 区 域 
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3. 求 如 图 7-59 所 示 区 域 上 的 温度 分 布 . 1430 
4. 求 单位 辆 盘 上 的 温度 分 布 ， 使 其 在 边界 上 的 取 值 如 图 7-60 i. 【提示 : 把 已 知 区 域 吴 到 上 半 平 面 ， 然 后 
用 练习 7. 1 的 习题 3. ] 


图 7-59 习题 3 的 区 域 图 7-60 习题 4 的 区 域 


5. 求 有 裂缝 的 上 半 平 面 的 电势 ， 使 其 在 边界 上 的 取 值 如 图 7-61 R- 
6. 求 两 图 简 形 导 体 之 间 的 区 域 的 电势 p， 使 其 满足 如 图 7-62 所 示 的 条 件 - 


$-0 


图 7-61 习题 5 的 区 起 En 


7. 求 如 图 7-63 所 示 的 无 限 区 域内 的 温度 . 


图 7-63 习题 7 的 区 域 


8. 求 如 图 7-64 所 示 的 两 个 带电 圆柱 形 导体 外 部 区 域 的 电 
势 . (该 解答 可 用 来 预测 输电 线路 产生 的 电磁 场 . ) [ 提 
i 用 一 个 默 比 乌 斯 变换 把 该 问题 转化 为 例 2 中 的 
情形 . ] 

9. 求 如 图 7-65 所 示 的 两 个 谤 套 的 非 同 心 带电 图 柱 形 导体 
个 的 电势. 

10. 求 如 图 7-66 所 示 的 月 牙 形 区 域内 的 温度 分 布 . 

11. 求 练习 7.5 习题 7 中 所 示 区 域 上 的 流体 的 流 线 - 


图 7-64 习题 8 的 区 域 


832] 


833] 
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图 7-65 习题 9 的 区 域 图 7-66 习题 10 的 区 域 


7.7. 共 形 映射 在 物理 中 的 进一步 应 用 


上 一 节 中 的 例子 所 用 的 方法 是 相当 直接 的 ， 对 于 不 规则 区 域 上 的 边界 值 问题 ， 通 过 我 们 前 
面 学 到 的 一 些 技巧 可 构造 一 个 到 简单 区 域 上 的 映射 ， 进 而 转化 为 简单 区 域 上 的 问题 ， 在 这 一 
节 ， 我 们 将 研究 另外 一 些 问 题 ， 对 于 它们 ， 难 以 直接 求 出 到 简单 区 域 上 的 映射 ， 而 所 用 的 技巧 
可 以 说 似乎 是 来 自 于 神奇 的 灵感 、 偶 然 的 或 只 是 经验” 


比如 ， 求 一 个 图 形 的 面积 ， 它 非常 复杂 以 至 于 不 可 能 直接 算出 来 ， 这 时 ， 不 妨 换 一 种 思 
路 ， 先 把 它 的 面积 "假设 "出 来 ， 设 法 得 到 一 些 “ 感 觉 "， 然 后 再 利用 它 求 出 问题 的 解 ， 这 种 方 


法 在 数学 上 称 为 着 与 7.6 节 中 的 直接 方法 恰好 相反 ， 作 为 北方 法 的 第 一 个 例子 ， 我 们 通 
过 考虑 映射 w = sinz 和 它 的 逆 2=sin'w， 看 看 如 何 来 分 析 和 解决 问题 ， 这 个 变换 是 一 个 非常 有 
用 的 工具 ， 我 们 可 用 它 来 解决 四 个 非常 难 的 物理 问题 . 
由 7.5 节 可 知 ，z=sin w 把 上 半 平 面 映 到 了 于 无 限 带 形 区 域 ( 见 图 7-67)， 它 把 实 轴 映 到 
了 带 形 的 底部 和 边界 . 出 图 中 所 示 的 堵塞 水 道中 流体 的 流 线 ， 我 们 可 以 应 用 在 实 轴 上 取 值 
为 0 的 调和 函数 妙 Cu, v) =z= Imw。、 由 水 平 (或 阶层 ) 曲线 得 到 流 线 为 
由 (xyr) = Im(sinz) = 常数 . 


下 平面 zd 
图 7-67 堵塞 水 道内 的 流动 
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另 -… 方 面 ,z 平 面 上 的 调和 函数 d. (x, y) =y = Imz 在 带 形 的 底部 为 0， 且 直线 由 = 常数 与 
带 形 的 边界 垂直， 因此 ， 这些 曲 线 的 像 是 曲线 
加 (uo) = Im(sin xz) = 常数 ， (1) 
当 |u| >1 mt, HHRH u 轴 正 交 ; 而 当 -1<u<1 时 , p, =0， 见 图 7-68. 因此 ，(1) 式 可 理解 
成 宽度 为 2 的 无 限 长 带 形 带电 导体 周围 的 等 势 线 . 


IH 7-68. 带 形 带电 导体 


显然 ， 调 和 函数 Js Qu, v) fr JC S ER ON 

q(u,v) = Re(sin^w) (2) 

(准确 来 说 ,7 是 y 的 一 个 共 轿 调 和 函数 ， 见 2.5 节 )，n7(u, v) KERRI palu, rv) 的 水 

平 曲 线 正 交 ， 所 以 ， 它 们 就 像 图 7-69 中 所 示 的 虚线 ， 特 别 地 ， 在 -1 左 侧 的 4 轴 上 nn(u, v) = 

-7/2， 在 +1 HMH uht nlu, v) =m/2. 因此 ，(2) 式 可 以 看 作 两 个 并 排放 置 的 带 相反 电 
荷 的 半 无 限 导电 板 所 产生 的 电势 . 

最 后 ， 容 易 证 明 映射 w = sinz 是 关于 y 轴 对 
称 的 ， 见 图 7-67. 因此 ， 我 们 可 对 它 加 以 限制 ， 
进而 得 到 从 图 7-70 所 示 的 带 形 区 域 到 第 一 象限 上 
的 一 一 上 映射。 考虑 调和 函数 p(x, y) = 2x/T = 
(2Rez)/wm， 它 在 y 轴 上 的 卫 数 值 是 0， 在 直线 
x =T/2 上 的 消 数 值 为 1， 且 它 的 水 平 曲线 与 * 轴 
正 交 ， 从 而 “继承 "函数 

2 "E 
ds (ur) = Resin hu) 


在 v 轴 上 的 函数 值 为 0， 在 u>1 的 u 轴 上 的 函数 
值 为 1， 而 曲线 ,= 常数 与 线段 0<u<1 EZ. 图 7-69 dud 
后 者 说 明 ur, 在 该 线段 上 的 法 向 导数 为 0. 因此 ， 
y, 可 看 成 第 一 象限 在 稳定 状态 下 的 温度 ， 且 在 ” 轴 上 保持 0 度 , fEu»ifüuti -(RFELRE, 
在 u 轴 的 0<u<1 内 是 热 绝缘 的 . 

沿 着 这 个 思路 ， 我 们 可 以 用 函数 f(z) =z 来 解决 一 类 有 趣 的 问题 .对 于 a >0， 可 选取 / 
的 一 个 适当 的 分 支 把 角形 域 0 < argz < n/a 映射 到 上 半 平 面 . 因此 ，Imz” 是 流体 在 角形 域 上 流 
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图 7-70 具有 绝缘 的 热 结构 


体 的 流 函 数 。 当然 ， 任 何 一 条 流 线 Im" = 常数 可 看 作 是 流体 经 过 一 个 障碍 物 的 周 界 ， 例 如 ， 若 


a-2, 


Im? = 2xy, 
在 流体 内 部 我 们 有 流 函数 ， 例 如 ， 双 曲线 zy = 1[ 参 见 图 2.6(b)]. 对 于 a= -1， 水平 曲线 
( 见 图 7-71) 
Ims = 一 7 = 常数 
zg.y 


都 是 通过 原点 的 圆周 ， 我 们 可 把 这 些 曲 线 看 成 z=0 处 的 一 个 (二 维 ) 偶 极 子 的 等 势 线 . 

对 于 调和 函数 Log |z| 的 水 平 曲线 ， 我 们 有 一 个 有 趣 的 解释 ， 因 为 它们 都 是 同心 圆 ( 见 
图 7-72)， 可 以 看 作 是 在 原点 处 流体 形成 的 涡流 或 旋涡 的 流 线 ， 另 一 方面 ， 如 果 把 它们 看 作 等 
温 线 或 等 势 线 ， 则 我 们 断定 在 x =y =0 处 有 一 个 热源 或 点 电荷 ?， 最 后 需要 说 明 的 是 ， 研 究 一 
个 给 定 的 旋涡 或 源 的 全 加 效应 是 非常 有 用 的 . 

下 面 通过 一 个 简单 的 例子 说 明 ， 逆 方法 在 应 用 上 是 非常 重要 的 . 


, 


图 7-71 偶 极 子 的 等 势 线 图 7-72 涡流 流 线 


”注意 二 维 中 的 点 电荷 对 应 于 三 维 中 的 线 电 荷 - 


EIS kH 


例 1 如 图 7-73 所 示 ， 求 环绕 一 个 圆柱 形 障碍 物流 动 的 流 线 - 
解 ”我 们 假设 某 一 时 刻 流体 的 流动 关于 轴 对 称 ( 后 面 会 提 到 ， 其 他 假设 也 可 以 ) ， 那 么 只 


需 考虑 yz0 的 情况 . 

为 把 这 个 流动 区 域 映 到 w 平面 的 上 半 平 面 ， 
需 找 一 个 (非常 数 的 ) 解 析 函 数 /(:)， 它 在 x 轴 ( 至 
少 |x| >R 的 部 分 ) 和 圆周 |:| =R 上 为 实数 .满足 
第 一 个 条 件 的 函数 有 一 大 类 ， 例如， 系数 为 实数 
的 有 理 函数 ;对 于 第 二 个 条 件 ， 注 意 到 贺 周 方程 
可 表示 为 zz =R*， 我 们 有 5 = R*/z; 因此 ， 在 圆周 
上 有 理 函数 :+R*/: 等 于 :+3 =2Rez， 从而， 我 们 
得 到 映射 
w = f(z) = zÈ, 

容易 验证 (3) 式 是 从 y >0 的 流动 区 域 到 上 半 平 
üiüg— — Af. DUC AEBI CER yu, v) = "= 
Imw, ， 相 应 的 流 线 为 


(3) 


图 7-73 绕 一 个 圆柱 的 流动 


Glay) = In(s + E) = 常数 " 


车 不 用 对 称 性 的 假设 ， 我 们 只 要 求 图 周 本 身 是 一 个 流 线 ， 这 时 ， 我 们 可 以 在 流 函 数 上 加 上 
Log|z| 的 任意 常数 倍 (因为 |z| =R 是 一 个 流 线 ) ， 并 且 得 到 如 图 7-74 所 示 的 “环流 ”. 


图 7-74 绕 一 个 圆柱 的 环流 


1908 年 ， 天 才 数 学 家 储 可 夫 斯 基 ( N. Joukowski) 不 是 对 圆周 |z| =R， 而 是 对 如 图 7-75a 所 
示 的 圆心 不 在 原点 的 圆周 应 用 了 映射 (3) ， 结 果 发 现 它 在 映射 (3) 下 的 像 为 如 图 7-75b 所 示 的 
一 个 机 里， 于 是 ， 对 于 不 同 的 圆周 ， 通 过 映射 (3) 我 们 可 以 生成 各 种 各 样 的 血 可 夫 斯 基 机 问 . 
此 外 ， 由 于 我 们 已 经 找到 了 一 大 类 围绕 圆柱 体 的 流动 (图 7-73 与 图 7-74) ， 因 此 可 以 用 “ 侍 可 
夫 斯 基 变换 " 即 映射 (3) 把 它们 映 到 机 可 面 上 ， 进 而 计算 环绕 机 可 的 流动 。 例 如， 我 们 通过 选 


择 合适 的 圆周 C， 并 对 映射 作 诸如 
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的 修改 ,来 制作 满足 某 些 芽 程 规 格 的 机 姻 ， 见 图 7-76 


u 


a) b) 


LIES DES IE! fn7-6 连接 点 


在 设计 飞机 时 ， 这 个 技巧 是 非常 有 用 的 ， 有 兴趣 的 读者 可 参看 专业 文献 . 


练习 7.7 
1. 分 析 图 7-77 所 未 平板 上 的 温度 的 分 布 . [提示 : 利用 练习 7.5 习题 7 的 结果 和 正弦 两 数 . ] 
2. 如 图 7-78 所 未 ， 流 体 环绕 一 个 倾斜 角 为 a 的 直线 障碍 物流 动 。 流 也 数 消 在 障 但 物 上 是 常数 ， 且 流 线 (w = 


常数 ) 在 远离 原点 时 趋 于 水 平 直线 ， 证 明 ， 
人 xy) = [^ cosa tisina fa - =)] 


满足 上 述 条 件 、 


图 7-78 习题 2 的 区 域 


图 7-77 习题 1 的 区 域 
3. 求 在 如 图 7-79 所 未 的 边界 条 件 下 第 一 象限 内 的 温度 分 布 - 
4. 例 1 的 另 一 种 方法 是 把 图 7-80 所 示 的 阴影 区 域 映 到 上 半 平 面 : 首先 用 一 个 默 比 乌 斯 变换 把 REM EIS, 
-映射 到 0. 则 此 时 阴影 区 域 映射 到 了 角度 为 90 度 的 角形 域 ， 如 果 必 要 的 话 ， 可 把 该 角形 域 旋转 成 第 一 
人 象限， 然后 对 该 映射 取 平 方 ， 它 就 把 第 一 象限 映 到 上 半 平 面 ， 取 整个 变换 的 虚 部 就 可 以 得 到 流 函 数 问题 的 
解 . 证明 运用 上 面 的 方法 得 到 映射 为 


共 形 映射 


297 
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7. 
S. 本 题 中 ， 我 们 将 验证 2.7 节 中 的 一 个 结论 : 从 区 间 [ -2. 2] 外 任何 点 出 发 ， 函 数 /(:) = -2 选 代 形 成 的 


流 两 数 是 


图 7-79 习题 3 的 区 域 


尽管 该 呈 数 在 这 个 阴影 区 域 上 调和 ， 在 边界 的 踊 
值 为 0, 但 物理 上 一 般 不 用 它 ， 内 为 当 y 比较 大 
时 ， 我 们 要 找 的 流 线 必然 趋 近 于 水 平 线 ， 即 当 流 
体 远 离 障 碍 物 时 ， 曲 线 风 (x*，y) = 常数 必然 接近 
于 y= 常 数 ， 显然， 上面 的 解 并 不 是 这 种 情形 . 
(这 说 明 ， 在 前 面 处 理 这 个 问题 时 ， 我 们 忽略 了 一 
个 附带 的 复杂 情况 ， 即 在 无 界 区 域 上 无 穷 远 处 的 
边界 条 件 . ) 


.在 图 7-81 所 未 的 条 件 下 ， 分 析 平板 区 域 0 <y <1 内 


的 温度 分 布 ， 


求 出 一 个 条 形 导 体 与 环绕 它 的 导电 的 椭 加 简 之 间 的 电势 . 


图 7-80 


图 7-81 


习题 4 的 区 域 


习题 5 的 区 城 


图 7-82 习题 6 的 区 域 


利用 映射 (3) 求 出 如 图 7-83 所 示 的 流体 的 流 线 . 


轨道 是 无 办 的. 


证明: 映射 (3) 把 两 个 同心 加 |:| =R Fl |a|  R' >R 分别 映 成 如 图 7-82 所 示 的 一 条 线段 和 一 个 椭圆 ， 册 此 
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(a) ESI: 侍 可 夫 斯 基 变换 = =w + LA 是 单位 贺 盘 |w| > ! 的 外 部 和 复 :平面 上 除去 区 间 [ -2, 2] 的 区 域 之 
间 的 一 个 一 一 映射 ， 此 外 ， 若 十 平面 上 的 序列 jw。 . 
无 穷 , 则 相对 应 的 = 平面 上 的 序列 |z. = ws + 1/w。 
TX. 

(b) 证 明 ; 车 |w,|>1 且 w=w?， 则 相对 应 的 点 zw, LZ, 
和 sw, +1/w ÑE n sn -2 

(c) 证 明 ， 任何 一 个 不 在 区 间 [ -2, 2] 上 的 起 始点 za 的 轨道 
aa = 如 -2，za = 对 -2，…， 都 对 应 一 个 起 始点 w 在 单 
位 园 航 外 的 "平方 轨道 "wo ，wi mp. w = 好，…， 并 且 这 
两 个 轨道 在 各 自 平面 上 都 趋 于 无 穷 


小 结 图 7-83 习题 7 的 区 域 


解析 映射 最 重要 的 性 质 之 一 是 拉 普 拉 斯 方程 解 的 不 变性 ， 即 ， 若 w = /(z) 是 将 一 个 区 城 映 到 另 一 区 域 的 
-一 解析 函数 (这 意味 着 : = 广 '(w) 也 是 解析 的 ) ， 并 且 如 果 由 (z) 在 第 一 个 区 域 上 调和 ， WA ylw): = 
b" Qo) ) 在 第 一 个 区 域 上 调和 ， 这 对 于 拉 普 拉 斯 方程 求解 边界 值 问 题 非常 有 用 ， 首 先 做 一 个 把 已 知 区 城 映 
到 一 个 诸如 象限 、 半 平面 或 贺 环 等 简单 区 域 的 映射 ， 使 相应 的 问题 得 到 简化 。 然 后 通过 这 个 映射 表 把 在 简单 
区 域 上 得 到 的 解 函数 代 回 到 原 区 域 . 

解析 映射 在 导数 不 为 零 的 所 有 点 处 是 共 形 的 ， 也 就 是 说 ， 它 在 这 些 点 是 保 角 的 .利用 这 个 性 质 和 区 域 的 
连通 性 ， 我 们 常常 可 以 通过 区 域 边 界 的 像 来 确定 该 区 域 的 映射 的 像 . 

默 比 乌 斯 变换 是 最 重要 的 一 类 共 形 映射 ， 即 形 如 (az b) / (ez +d) 且 ad v bc 的 函数 ， 它 们 可 理解 为 平移 、 
旋转 、 伸 缩 和 反 演 变换 的 复合 函数 ， 申 于 默 比 乌 斯 变换 把 直线 和 圆周 组 成 的 类 映 到 它 自 身 ， 且 具有 保 对 称 性 ， 
所 以 ， 在 解决 以 直线 或 加 为 边界 的 区 域 上 的 问题 时 ,它们 是 常用 的 方法 . 

另 一 方面 ， 施 瓦 茨 -- 克 里 斯 托 费 尔 变换 把 半 平 面 映 到 多 边 形 区 域 ， 因 此 ， 它 是 解决 这 类 几何 问题 的 有 力 工 
He 通过 确定 多 边 形 角 点 的 导数 太 的 条 件 ， 可 以 求 出 映射 人 

静电 学 、 热 流 和 流体 力学 的 许多 二 维 问题 都 可 通过 上 述 方法 解决 。 有时， 四 到 一 些 情况 比较 复杂 的 问题 ， 
可 运用 北方 法 来 解决 ， 即 先 假设 出 结果 ，、 再 分 析 需 要 解决 的 问题 . 
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$82 应 用 数学 的 变换 


在 3.6 节 中 ， 我们 在 分 析 线性 时 不 变 系统 时 ， 对 于 以 正弦 函数 作为 输入 函数 的 优点 作 了 一 
些 说 明 ， 下 面 我 们 简要 介绍 一 下 应 用 形 如 Ae" 的 函数 作为 输入 函数 的 一 些 特点 : 

1， 记 号 的 紧凑 性 ， 一 个 实 表 达 式 ， 例 如 aeos(wt + 由) + Bsin(ot + 水 ) ， 可 以 简单 表示 为 
Re(4e”). 

2. 4e ”的 导数 等 于 4e“ 乘 以 iw， 即 在 某 种 意义 上 代数 运算 代替 了 微分 . 

3. 以 4e” 为 输入 的 系统 稳 态 响应 与 输入 具有 同样 的 形式 ， 也 是 e” 的 一 个 复 常数 倍 . 

基于 以 上 理由 ， 如 果 能 将 一 个 一 般 的 输入 两 数 FCD 表示 为 这 些 正 弦 曲 线 和 的 形式 ， 则 对 
求解 输出 响应 是 很 有 用 的 ， 那 时 ， 我 们 对 每 个 函数 的 正弦 曲线 部 分 求 出 输出 响应 (这 一 点 比较 
容易 ) ， 然 后 再 将 它们 相 加 ( 在 线性 系统 中 解 的 得 加 是 允许 的 ) ， 就 能 够 确定 这 个 函数 的 输出 
响应 ， 

以 傅 里 叶 级 数 和 伟 里 叶 变 换 为 工具 的 情 里 叶 分 析 主 要 用 于 将 函数 分 解 为 这 些 正弦 曲线 和 的 
形式 ， 其 他 一 些 变换 (特别 是 梅林 变换 、 拉 普 拉 斯 变换 、z 变换 ) 与 傅 里 叶 分 析 的 用 处 相同 ， 它 
们 可 将 任意 函数 分 解 为 基本 形式 的 故 加 ， 以 方便 我 们 对 某 一 特定 分 析 问题 的 研究 ， 还 有 - -种 变 
换 一 一 希 尔 伯 特 变换 ， 它 在 理论 与 实践 上 与 以 上 变换 有 着 密切 的 关联 ， 尽 管 希 尔 伯 特 变换 的 用 
途 不 是 对 函数 进行 分 解 . 

这 些 数学 运算 的 适用 范围 并 不 局 限于 解析 函数 ， 但 限制 在 解析 函数 上 的 讨论 将 使 一 些 关键 
性 质 的 推导 更 加 显然 ， 因 此 本 书 最 后 这 一 章 主要 研究 解析 函数 的 变换 ， 其 中 略 去 了 一 些 超出 本 
书 范围 的 证 明 过 程 . 

8.1 傅 里 叶 级 数 ( 有 限 傅 里 叶 变 换 ) 

正如 引言 中 所 介绍 的 ， 本 章 的 主要 目标 是 建立 一 种 可 能 性 ， 即 将 一 个 实 变量 函数 FCO (可 
能 取 复 值 ) 表示 为 形 如 e” 的 正弦 函数 的 和 ， 本 节 主 要 研究 一 种 特殊 情形 ;: F(4) 是 以 2 为 周期 
的 周期 隙 数 ， 即 对 任意 +:,， F(t) = FC L). 

自然 地 ， 我 们 希望 能 够 找到 的 一 个 分 解 ， 使 得 正弦 函数 e“ 与 下 的 周期 相同 ， 也 就 是 说 ， 
只 选择 满足 eO se MIRE o 这 蕴涵 e =1， 所 以 o 必 为 下 列 数 之 一 : 


.im (n 20,21, 22,—). 


特别 地 ， 我 们 假设 上 =2m( 若 不 然 ， 总 可 以 通过 变换 使 之 满足 此 条 件 )， 下 面 的 问题 是 如 何 确定 
( 复 ) 数 c, 使 之 满足 
FG) = Y ee". o) 


假设 此 时 ， 等 式 (1) 中 的 级 数 在 - m ete "(因此 对 所 有 的 0 一致 收 化 于 下 (1)， 对 任意 固 
定 的 整数 m， 将 (1) 式 两 端 同时 乘 以 ce “， 得 
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F()e" = X eem, (2) 


它 在 -<t<m 上 也 是 一 致 收 合 的， 从 而 FC e “是 连续 的 ， 右 端的 级 数 可 逐 项 积分 [ 965.3 
节 定理 8]， 对 (2) 式 两 端 关于 :在 区 间 [ -mn，m=] 上 积分 ,得 


LA Dedi = Xe (3) 


然而 


eM q. 
ferma s ml. 
: tj",.=27 n=m. 
因此 (3) 式 厂 端 只 剩 下 27e。 这 一 项 ， 于 是 ， 只 要 (1) 中 的 级 数 在 -mn<t<m 上 一 致 收敛 ， 
便 有 如 下 关于 系数 cn 的 公式 


=0 n#m, 


p t “三 
cn = ROG di, (4) 


无 论 级 数 收敛 与 否 ， 我 们 有 以 下 定义 . fa] 
定义 1 ARKFAIÀEHA. LEl- n, n] ETH, MAHAR CA) A k i a 


Y ce” tA F tR np HAC Fourier series), c, 125 F 8548 EH RE BÉ Fourier coefficients). 


更 一 般 地 ， 如 果 F(z) 的 周期 为 上 ， 则 它 的 傅 里 叶 ” 级 数 形 如 


传 里 叶 系 数 为 


ja 
ES t. PCDe mai. 


我 们 已 经 证 明了 在 *A(6) 的 形 如 (1) 的 表达 式 一 致 收敛" 的 
假设 条 件 下 ,我们 所 讨论 的 级 数 一 定 是 傅 里 时 级 数 ， 下 面 研究 
这 个 假设 条 件 并 试 着 确定 在 什么 条 件 下 傅 里 叶 级 数 收 化 于 F. 

解析 函数 理论 可 以 帮助 我 们 部 分 地 回答 上 述 问 题 ， 考虑 在 
某 圆 环 D 内 的 解析 函数 /(z) ， 该 圆 环 包含 单位 圆周 ， 如 图 8-1 
所 示 ， 这 时 ，/ 可 表示 为 一 个 洛 朗 级 数 : 


f(z) = S a,z' (z e D). (5) 


这 个 级 数 在 单位 国 周 上 是 一 致 收 全 的， 我 们 比较 关心 的 是 了 在 
单位 圆周 上 的 取 值 ， 设 单位 圆周 的 参数 函数 为 > =e ，- 下 和 图 8-1 圆 环 的 解析 性 


O MEOH Baron Jean Baptiste Joseph Fourier，1768 一 1830) 在 拿破仑 时 期 研究 大 炮制 造 时 发 现 了 这 种 级 数 . 


T 
t3 
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ism. 引 和 记号，P(D:= /er) ， 从 而 (5) 式 可 改写 为 
FO = 了 ae. (6) 


AX, FCOPSJEHA SER 2m, ARH F ARRI BOA N E SEHR HART 所 以 
(6) 式 必 为 F(b) 的 傅 里 时 级 数 . 
实际 上 ， 此 时 我 们 还 能 提供 一 种 独立 的 方法 推导 出 傅 里 叶 级 数 的 系数 公式 (4)， 根 据 5.5 
节 定理 14，(5) 式 中 的 系数 由 下 式 给 出 : 
a =-L6 £D, 
* T miaa qn 


将 参数 方程 代 人 ， 得 
Ef fe )ettmiehdi = iJ. FC) e "dt, 


7m 
它 与 (4) 式 是 一 致 的 . 

当然 ， 我 们 证 得 的 结果 并 不 多 .只 是 证 明了 当 FR(1) 与 一 个 解析 函数 f(z) 在 z=e" 处 的 值 相 
等 时 ， 严 的 傅 里 叶 级 数 一 致 收效 于 F， 而 且 ， 由 洛 朗 展开 式 求 傅 里 叶 级 数 的 方法 往往 理论 性 较 
强 ， 应 用 价值 不 大 . 

例 1 应 用 前 面 的 方法 ， 求 周期 函数 

F(t) = e^" 

的 傅 里 叶 级 数 ， 

M ”我们 需求 出 一 个 解析 函数 /(z) ， 使 它 在 单位 圆周 上 z =e" 的 值 等 于 F(1) 的 值 ， 这 一 点 
比较 简单 ; 因为 


当 :=e" 时 ,我 们 注意 到 
F(t) = e" = fz), 
因此 , 下 的 傅 里 叶 级 数 可 以 通过 j 的 洛 朗 级 数 得 到 ， 我 们 有 


em = e = (X zy X PI 
可 将 这 两 个 级 数 逐 项 相 乘 .( 洛 朗 级 数 可 和 逐 项 相 乘 ， 本 书 对 此 不 作证 明 . ) 所 得 结果 中 ， 含 有 


z^ 的 那 一 项 是 所 有 满足 m ~《 =n 的 项 z"/m! 与 z /Et! BIBLE P. 将 所 有 项 加 起 来 ， 我 们 
有 

a 1 

D QE (È icr (m -I ur] 


从 而 ,下 的 传 里 叶 级 数 是 


F(t) = Ye 
其 中 
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S 1 
例 2 设 /解析 ， 且 F(1) = f(e'). WM. 下 的 传 里 叶 级 数 可 逐 项 微分 . 
证 我 们 知道 ， 洛 朗 级 数 (5) 可 逐 项 微分 ， 即 


Ma- Xe n (7) 


= 


对 于 z=e"， 由 链 式 法 则 有 
村 


dt dzd d: 
在 上 式 中 代 人 (7) 式 ,并 将 f(e") 看 作 FU), 我 们 得 到 
ipe 4) s FW. -5 na, e/* jg? 


或 
Ew = J inae" i 


这 表明 (6) 式 可 逐 项 微分 . [ (439) 
这 种 方法 有 着 广泛 的 应 用 ， 作 为 另 一 个 例子 ， 我 们 就 调和 函数 在 单位 圆 盘 上 的 泊 松 公式 给 
出 一 个 启发 式 的 推导 ， 在 4.7 节 中 ,由 于 已 经 给 出 了 泊 松 公式 的 证 明 ， 因 此 ， 我 们 下 面 只 管 放 
心 讨论 ， 不 用 担心 每 个 细节 的 严密 性 . 
给 定 一 个 周期 为 2r 的 连续 实 值 函数 U(6) ， 我 们 要 求 1 ZI <1 内 的 调和 函数 4(z)， 使 之 
当 ze* 时 ，u(z) 趋 于 UCO). 换 名 话说， 我 们 要 解 单位 圆 盘 内 的 狄 利克 雷 问 题 ( 见 4.7 节 ). 
首先 假设 U(0) 有 一 个 健 里 叶 展 开 式 
UO) = X cete X [gf uea], 
其 中 ， 第 二 个 等 式 是 将 系数 公式 (4) 代 人 得 到 的 .合并 第 n 项 与 第 -n 项 ,得 (注意 到 n=0 除 
外 ) 


UC) = Udo + Y, ES uto) centnm e ett dg 


t cif 
" af Udo ax a] (9) eos co - $)d$. 


下 面 利 用 数学 家 们 熟悉 的 阿 贝 尔 - 泊 松 求 和 公式 计算 级 数 的 和 ， 首先 ， 引 入 变量 * 得 到 一 个 函 
数 g(r，6): 


g(r,0) = PROL + PX - 4)d. (8) 
证 明 分 三 步 ， 第 一 ， 注 意 到 0<r<1 时， 级 数 
1 +25 nen - 4) (9) 


关于 由 是 一 致 收敛 的 ， 因 此， 在 (9) 式 两 端 同时 乘 以 UG) 后 可 进行 逐 项 积分 ， 积 分 后 的 结果 


asi] 
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正 是 (8) 式 右 端 的 2m 倍 ， 这 样 (8) 式 可 改写 为 
g(r,0) -5f uw fi +25 rcom(8 - $) dà. (10) 
第 二 ， 令 :=re"， 注 意 到 级 数 (9) 实 际 上 是 震级 数 
2 Si I y 
1 + EU 1*2») (11) 


的 实 部 ， 央 为 该 等 级 数 在 jz| <1 时 收 化， 所 以 它 定义 了 单位 圆 盘 内 的 一 个 解析 函数 ， 从 而 它 
的 实 部 (9) 是 调和 的 ! 因此 ，&g(r，68) 也 是 某 一 解析 函数 的 实 部 [ 因为 U0(4$) 是 实 的 ]， 并 且 当 +<1 
Wb. g 是 关于 z=re“ 的 调和 函数 .在 (10) 中 , 令 r=1 BIA UCO) BO ME DAR IC, LANI 
(10) 式 就 是 狄 利克 雷 问 题 的 解 ， 即 a(z) =u(re”) =g(r, 9) 在 |z| <1 时 调和 ， 且 |zi 一 1 时 ， 
u(z)i T UC0). 

最 后 ， 由 下 面 的 等 式 可 完成 第 三 步 : 


1+2》 meosn(g -由 ) = 


一 
1 -2rcos(6 - 6) « 
我 们 把 这 个 等 式 留 作 习题 4， 请 读者 自行 证 明 ， 结 合 (10) 式 ， 我 们 得 到 光 松 公式 
“w -PP U($) 
EC Ere f: 1 -2rcos(0 - $) "n 
它 可 将 圆 盘 内 部 的 调和 函数 用 其 "边界 值 " 表示 出 来 ， 关于 泊 松 公式 的 详细 证 明 ， 读 者 可 参 


(2) 


4.7 y. 
" EE OE E A EEE 
FU) = Xe a3) 
成 立 ， 其 中 Xs 
gef reta OP n). ao 


仅 从 (13) 式 或 (14) 式 ,我 们 看 不 出 对 下 的 解析 性 有 任何 要 求 . 实际 上 ， 对 任意 的 可 积 函 数 F, 
都 可 由 (14) 式 来 求 出 它 的 传 里 叶 系 数 。 于 是 我 们 会 想 ， 为 什么 (13) 式 的 成 立 与 解析 性 有 关 ? 
我 们 能 否 希 望 傅 里 叶 级 数 在 较 弱 的 条 件 下 收敛 呢 ? 答案 是 肯定 的 ， 但 是 更 加 一 般 的 收敛 定理 的 
证 明 已 经 超出 了 解析 函数 论 的 范围 ， 这 里 我 们 仅 给 出 其 中 的 一 些 结果 而 不 作证 明 . 

下 面 的 第 一 个 定理 多 少 有 点 符合 我 们 的 想法 ， 它 只 是 假定 | Fl 可 积 ， 而 得 到 的 却 是 一 个 
非常 弱 的 收敛 形式 . 


定理 1 anaf, IEO PAE, RI C13) Ade (04) AE GU MEE TARAH, HE 
在 平方 的 意义 下 收 化 于 F, B 
limf (FQ) - Y een [à = 0. 
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$13 设 |Fl* 在 [ -m, m) 上 可 积 ， 证 明 傅 里 叶 系数 的 帕 塞 瓦尔 (Parseval) FR: 
f |F() dr lim25 Y, Led. as) 
ps Num aT 
解 我 们 有 
fleo -YXeec[e 
=f [ro - Zee] [F0 - Lze MI 
HAFO) Y Re BJERUBF(O «X ee", LRAT EN 


- N - 
Í | FU) ldt- 2Re Y, zf F(1)e^"dt 
E E 


4. (Xe ) (Xs D a6) 
由 前 面 的 全 里 时 系数 公式 (14) ， 上 式 中 的 第 二 项 可 写 为 -2(25) Y, |e.|， 第 三 项 可 被 展开 ， 
为 过 免 泥 育 ， 必 须 改变 其 中 一 个 和 式 的 指标 ， 于 是 这 -项 变 为 。 

Eze midi. 
出 前 面 讲 过 的 该 类 积分 的 计算 ， 上 式 等 于 
Yes. 
这 样 ， 我 们 证 明了 i 
d 

REEI, N—odf, ECAEHREB T OO. Mii 

f FQ) Ud - lime | e, 1*2 0, 


故 (15) 式 得 证 . LI 
F ifi (6) (8 B n| AERE TERI FP REPE EREE, FABRA ER E A I8 
和 人 函数 ， 例 如 图 8-2 中 所 示 的 周期 阶梯 函数 . 
我 们 限定 周期 郴 数 亚 在 任 一 周期 上 有 有 限 个 间断 点 .特别 地 ， 设 下 的 周期 为 2r， 且 在 区 
间 [ -T，T] 上 给 出 一 个 有 限 细 分 


BET <T CT < CT CT = 


gs2] 


E x 

2 2 2 

dt = | F(t) dr -2 lel. 
[irosa-n is 


满足 下 列 条 件 : 
1. (4) 在 每 一 个 开 子 区 间 (7,, 0.0020, 1, 2, =, n- D EXEAT C 
2. 当 4 从 左边 趋 于 任意 细 分 点 7; 时 ,，F(4) 与 F'(1) 趋 于 有 限 值 ， 分 别 记 为 (7, - )， 


453] 


图 8-2 周期 阶梯 函数 


3. 当 上 从 右边 趋 于 任意 细 分 点 六 时 ，P(t) 与 F'(+) 趋 于 有 限 值 ， 分 别 记 为 FOr +), 
FG). 

我 们 把 这 样 的 函数 称 为 分 段 光 滑 函 数 . 

显然 ,如果 正在 7 连续， 则 F(7,-)=F(7,+)=F(7). 对 于 图 8-2 中 所 示 的 阶梯 函数 ， 
F(0-)-F(m*)--1, F(O+)=F(n-)= +1=F(0)=F(m)， WE, F'(0-) 2 F'(0«) «0, 
但 F'(0) 不 存在 . 
理 2 设 太 是 周期 函数 且 分 段 光 滑 ， 则 到 的 傅 里 叶 级 数 在 它 的 所 有 连续 点 处 收效 于 


FO), ARR GROEIGCE S FG +) FG -)]. 


例 4 求 图 8- 2 所 给 出 的 阶梯 函数 的 傅 里 叶 级 数 ， mmm 
解 它 的 傅 里 叶 系 数 由 下 式 给 出 


ar 3i "n i A 
F(De "tà = d (= ends Qe = icc -al 
ICDL 类 他 . 


内 此， 它 的 傅 里 时 级 数 为 
C= Ces. a7) 


«I 


由 定理 2， 对 0 ctcn VIRCÉCE «1, XEF -站 <t<0 它 收敛 于 -1， 对 于 !=0 Hiro KAFE 
均值 o. " 
当 傅 里 叶 分 析 (有 时 称 频率 分 析 ) 用 于 解决 由 微分 方程 所 控制 的 线性 系统 问题 时 ， 自 然 会 
提出 传 里 时 级 数 可 否 合理 地 逐 项 微分 的 问题 (显然 ， 例 2 的 条 件 太 严格 了 . ) 下 面 我 们 给 出 一 
结论 ， 它 似乎 包含 了 工程 师 们 所 感 兴趣 的 大 多 数 情 况 : 设 有 一 个 收敛 的 传 里 叶 级 数 展开 式 
FU) = Xe, as) 


进一步 假设 对 这 个 级 数 逐 项 微分 后 ， 得 到 的 级 数 
ET (9) 


ANA x 307 


(Ol MISI (E m, m] E— SUA ERREF, RIAR ORFE WAR” (19) 可 从 
-u 到 4 合理 地 逐 项 积分 ,但 这 个 积分 的 结果 是 原 级 数 (18) 加 上 一 个 常数 ， 因 此 ，(19) 式 的 和 
函数 必 为 F(1) 的 导数 。 这 样 我 们 就 证 明了 下 面 的 定理 . 

”定理 3 设 传 里 叶 展 开 式 (18) 成 立 ， 且 对 它 逐 项 求 导 后 的 级 数 (19) 在 [ -7，7] 上 一 致 收 
效 ， 则 


Y mee = i Yee. 


例 5 求 周期 函数 
F(t) = sn 去 | 
的 傅 里 叶 级 数 ， 并 说 明 对 它 逐 项 求 导 后 的 级 数 的 收 剑 性 . 
解 (注意 到 FF 的 周期 为 2w. ) 的 传 里 叶 系 数 为 


(o m 
è ad. 2 e^" dr. 
应 用 恒等式 
sin'g = sino -3 i3 sin30 * qgeinso 
及 一 些 基本 技巧 ， 即 可 计算 出 上 述 积分 . M 


240/7 e" (20) 


, 24. 225 二 1036m + 560n* ~ 64n* 
并 且 由 定理 2， 它 收敛 于 (1)， 对 上 式 逐 项 微分 得 


< in(240/7) w 
à 225 - 1036n! + 560n* - GAn^ ` Q0 


SOKON F, 2 240/64 LIT 2 确保 了 充分 大 时 此 级 数 的 项 能 控制 级 数 (21) 中 
相应 的 项 ] 进 行 比较 ， 级 数 (21) 一 致 收敛 ， 因 此 (21) 式 为 P'(1) 的 傅 里 叶 级 数 ， 青 对 (21) 式 逐 
项 微分 ， 得 到 的 级 数 与 级 数 X 2 .240/m64n' 相 比较 ， 则 


en - n? (240/) " 

FO) = X xs 6s «5605 6d 
显然 ， 还 可 继续 进行 两 次 逐 项 微分 ， 得 到 FÜ (1) 与 FQ) 48 mgopatf disc p, dedu 
自行 验证 诛 函 数 (9 恰好 只 有 四 阶 连 续 导数 ! ( 当 : 经 过 0，+2m，+ 上 4T，… 时 ， 五 阶 导数 的 


15 15 
fidi -TEOS er) LJ 


下 面 的 例子 说 明了 实践 中 如 何 利用 传 里 叶 级 数 求 解 线性 问题 . 
例 6 求 满足 微分 方程 


EK 23/0. a qo) = p00) (22) 


a54 
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的 函数 /， 其 中 下 是 如 下 所 述 的 “锯齿 "周期 函数 : 


udo dk -T<t<0， 
FU): T 


2t 
-1+ 0xtxm. 
L1 


(参见 图 8-3. ) 


图 8-3 ITI 


解 ”我 们 先 来 看 如 何 求 下 面 简单 方程 的 解 ; 
SED +2 48) vast) um, (Q3) 
其 中 方程 (22 ) 右边 的 “强制 函数 " 由 一 条 简单 的 正弦 曲线 代替 ， 本章 引言 中 的 介绍 表明 ， 方 程 
(23) 的 解 的 形式 为 g(t) Ae". 为 确定 4， 将 g(t) 代 入 方程 (23) 得 
- wiAe™ +2iwAe™ +2Ae™ = e 
或 ( 除 以 e”) 
[456] (-w +2iw *2)A = 1. 
解 出 4， 从 而 得 到 方程 (23) 式 的 解 


e 


U —31—— (24) 
wr 2e +2 
下 面 把 给 定 的 函数 (1) 展开 成 一 个 傅 里 叶 级 数 。 由 传 里 叶 系 数 公式 (14) ,得 
c= A f. F()e "dt 
Le EOE Y 2i e 
2xj.C3G-$* ug (1 + T)e dt 
0 n = 0， 
到 24(-17-1| 20. 
Tn 
所 以 ， 出 定理 2 得 
e 21(-1) -1l w 
FO Y uc : (25) 
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现在 我 们 做 如 下 讨论 : 由 (25) 式 知 ，P(:) 可 表示 为 无 限 条 正弦 曲线 的 线性 组 合 ， 而 (24) 
式 对 于 单条 正弦 曲线 给 出 了 一 个 解 . 由 线性 性 ， 我 们 断定 : 对 这 些 解 作 同样 的 线性 组 合 应 得 到 
给 定 方程 的 解 ， 即 应 有 


c 2i(- 0^ - 1l e^ 
AD 2 * s -n &2in «2 8) 

Em 
为 证 实 这 一 点 ， 首 先 注意 到 (26) 式 的 每 一 项 是 方程 (22) PAR. 另外， 将 (26) 式 的 级 数 与 收敛 
SUC X (8/7 n" ) 作 比较 (它们 的 极限 相同 ) ， 我 们 可 断言 前 者 也 收敛 ， 并 且 可 合理 地 和 逐 项 微分 
两 次 ， 因 为 (22) 式 中 所 涉及 的 导数 次 数 不 高 于 2 次 ， 这 样 所 求 的 晴 数 满足 方程 (22). Lj 

[读者 应 该 注意 到 ， 句 齿 级 数 (25 ) 逐 项 微分 后 各 项 是 阶梯 函数 级 数 ( 17 ) 相应 项 的 2/m 倍 ， 
与 此 -- 致 的 是 ， 除 一 些 间 断 点 0，+ 上 T，+ 上 2mr，… 外 ， 锯齿 函数 的 导数 为 阶梯 函数 (17 ) 的 27 
倍 ， 这 种 现象 在 定理 3 中 并 没有 体现 ， 它 反映 了 这 样 一 个 事实 一 一 对 于 传 里 叶 级 数 还 有 一 些 更 
强 的 收敛 结果 ， 其 中 的 一 些 可 在 本 章 后 面 的 参考 文献 中 找到 . ] 

候 里 叶 级 数 的 系数 公式 (14) 有 时 也 称 为 有 限 传 里 叶 变 搁 (“ 无 限 " 傅 里 叶 变 换 将 在 8. 2 节 中 
介绍 )， 在 工程 应 用 中 ， 传 里 叶 变 换 的 高 效率 计算 是 至 关 重 要 的 ,但 在 实践 中 ， 人 们 往往 需要 
计算 数值 积分 ， 原因 如 下 : 

1. F(4) 的 值 只 能 通过 测量 数据 获得 ， 无 明确 的 数学 表达 式 . 

2. 即使 给 定 (41) 的 一 个 解析 表达 式 ， 也 可 能 不 存在 不 定 积分 的 闭 形式 的 表达 式 . 

MERE n, RA 

" F(t) -im 
f. Ho, dt 


f 4 RETE SK (064.2 节 ) 


DES DENS PER Ey AA 
ve FI Marb Bis E 
2 o Aiia (rv)e 7 


Hh -n=t <t h< caan, Htasr et. 选取 一 个 细 分 , 将 [ -mn，"] 分 为 NN 个 等 长 
的 子 区 间 ， 令 6 = -m+2mj/N; WRR A r 为 每 个 子 区 间 的 左 端点 ， 即 mn ors. RARI 
可 简化 为 


Sy = Ferje ™ +F(r)e ™ 


Son = Br(- m + oi) - x — TX4e. (27) 

HP Aim F( -m+2m/N)e”"/N， 当 NN 增 大 时 ， 和 5, 收敛 于 系数 c,; 因此 ,产生 的 误差 由 我 
DEI IERI 

当然 ，N 的 值 越 大 ， 需 要 的 计算 步骤 越 多 ， 由 (27) 式 估算 一 个 系数 c, 需要 N 次 乘法 运算 . 
若 要 估算 有 限 伟 里 叶 变 换 的 N 个 这 样 的 系数 ， 则 总 共 需 要 N 次 (复数 ) 的 乘法 运算 . 实际 应 用 
中 往往 需要 取 N 为 数 以 千 计 的 数 ， 因 此 这 种 算法 需要 的 计算 量 太 大 ， 但 是 ， 通 过 对 (27) 式 中 
的 项 进行 适当 地 分 组 ， 计 算 量 就 会 大 大 减少 . 

例如 ， 设 入 =16， 若 计算 Se， 可 得 如 下 形式 : 


Ss = X^ zi 


E7 


1459] 
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，…，151 中 的 一 些 数值 是 重复 的 ( 见 表 8. 1). 
1=0，1，2，…，15| 的 数值 


%81 (e. 


j e n um 
0 1.000 Ugo E. ge rS -1.000 

1 0.924 -0.385i E -0.924 0.385; 
2 0.707 -0.707i 10 -0.707 +0.707i 
3 0.383 -0.924i u -0.383 +0.924i 
4 -1.000i n «1.0001 
5 -0.383 -0.924i 13 0.383 +0.924i 
6 -0.707 -0.707i D 0.707 +0.707i 
1 -0.924 -0.383i i5 0.924 40.3831 


因此 ， 计 算 S,,。 实 际 上 只 需要 执行 三 次 复数 乘法 : 
Sias =4o 7 A, C CA, AS) +0924[4 - A, - As + hs - i(A, + As 7 A, - A)] 
+0.707[A, - A, - Ao + Au - (A; 4, - Ao - A40] 
4 0.383[A, - A, - Au + As - i(A, +A, - A, - A4)]. 
如 果 对 5,,6 的 16 个 值 都 同样 节省 ， 乘 法 的 计算 次 数 便 由 16: = 256 次 减少 到 16 x3 248 K. 
快速 傅 里 叶 变换 (FFT) 是 通过 对 (27) 式 中 项 的 重 排 来 计算 变换 系数 的 一 种 算法 ，FFT 兴起 
于 20 世纪 60 年 代 末 期 ， 在 现代 系统 分 析 与 信号 处 理 上 有 重要 应 用 ， 对 于 形 如 2" 的 N 值 , 计 
算 N 个 S.w 的 值 所 需 的 所 有 乘法 运算 次 数 大 概 减 少 到 Nm/2 = (N/2) log, N 次 ， 现 在 已 有 很 多 现 
成 的 FFT 程序 ， 小 型 计算 机 数秒 内 可 处 理 4096 个 点 的 变换 .FFT 的 基本 原理 在 习题 12 中 给 
出 ; 其 应 用 及 误差 分 析 在 参考 文献 中 有 所 讨论 . 


练习 8.1 


,计算 下 列 聘 数 的 全 里 叶 级 数 . 
(a) F(t) = sin't 


(b) F() = 


e| 
(e) PCD) 2. (-m«tem) 
(d) FO etl (-m<t<m) 
验证 下 列 丙 数 的 传 里 叶 表 达 式 ， 并 说 明 全 里 叶 级 数 在 区 间 [ -nm， mw] 上 的 收复 性 质 . 


p 


za m " 
(a) P3 zo -D = | sintl 
iona 


(b) 5 C 1)^sinhm - 


(Tin) 


1 
多 


- com f0; -mn<t<0, 
uL. [ERI 


-<t<0， 


DE 
(85, Osten 


ETE 0, 
cosnt - Y CDs | 
A ʻi 


3. 习题 2 中 的 哪些 级 数 可 逐 项 微分 ? 
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a 


. 证明 (12) 式 [提示 : 利用 (11) 式 .] 
s. 将 级 数 


改写 为 一 个 三 角 级 数 的 形式 : 


a,cosnt + Y B,sinnt, 


试 推导 关系 式 
Qa = Cos 
amete. (n2 1), 
B= ile, 76.) (nz 1). 
系数 c, 满足 什么 条 件 时 ， 这 个 级 数 的 和 是 一 个 实 函数 ? 


6. (a) 如 果 F(t) 只 定义 在 0<t<m 上 ， 证明 : 通过 定义 P( -4):= -F(t), 0«t&m, 在 区 间 [ —m, m) EH 
(4) 的 傅 里 叶 级 数 便 可 得 到 下 的 侮 里 叶 正 吏 级 数 
Š pusin, 
它 的 系数 为 
B. 3 [ PCDsinmdr 
说 明 休 里 叶 正弦 级 数 在 Om ERRE FCO BAG (460j 


(b) 与 (a) 一 样 ， 证 明 ， 通过 定义 F( c0 FU) (0«:& m) 88]— 7 M Y te E dc 


它 的 系数 为 
PES Lf Fod, a, E (n2 0). 
VEU 9 EPA SEU [0, m) EC RICR FIF 
a 求 下 列 方程 的 周期 解 的 傅 里 叶 表达 式 . 


d m 
(2) PIDE " 


x 


n 
(CD eere, -usien 连续 且 以 2 为 周期. 


co Sf ea Sears (图 8-2 中 所 示 的 阶梯 本 数 ) 。 
8. 证 明 : MFU) =:(0<1<) 的 传 里 叶 正弦 级 数 与 伟 里 叶 余弦 级 数 分 别 为 


4 cont 
2 T2 m 


《参见 习题 6. ) 
9. 假设 我 们 希望 解 单位 辆 盘 上 的 狄 利克 雷同 题 ， 并 且 所 求 的 关于 : =e 的 调和 函数 的 边 值 由 级 数 


Ulo) = Y, a, cosnt + TBsinng 


Hei) 
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His EAER 
u(re*) = È ar'cosno + DB.rsinng. 
10. 作为 应 用 传 里 叶 方法 求解 偏 微分 方程 的 一 个 重要 例子 ， 考 虑 热流 沿 端点 保持 0 度 、 长 度 为 的 均衡 杆 的 非 


TREE gb. WE 7 是 关于 杆 上 点 的 位 置 x(0<x*<r) 及 时 间 上 的 函数 ， 设 起 点 (!=0) 的 温度 分 布 指 
定 为 作 *)， 了 必 满 足 方程 


aTa) FT) 
ainia, 


at dx 
T(0.1) = T(m.) = 
T(x,0) = fla), 


其 中 0<x<m,+>0， 若 伟 里 叶 展 开 式 可 逐 项 微分 , 证 明 
T(z.) = S asine 
Ei 
是 方程 的 解 ， 其 中 ast 
2p i 
[a x f£) sinngd£ 
定义 [提示 ; 利用 习题 6 的 伟 里 叶 正 弦 级 数 . ] “e nt, TOS, 1) 的 极限 值 是 多 少 ? 为 什么 ? 

， 傅 时 叶 方 法 的 务 一 个 重要 应 用 是 处 理 振动 弦 问 题 ， 一 条 被 拉 紧 的 弦 头 定 在 zx =0 Hom 两 点 ， 它 的 初始 形 
WRB us f(x), HN u HRE x 处 的 位 移 ， 然 后 释放 该 弦 ， 振动 弦 的 位 移 函 数 u(x，!) 由 方程 
S'u(x,O | 3 unu) 
ad a 
u(0,0 = u(m,t) 70, 

u(x.0) = f(x), 


ou(x,0) -0 
a 


控制 ， 其 中 0<x<m，!>0， 青 设 傅 里 叶 展 开 式 可 以 逐 项 微分 ， 证 明 


u(x,t) = 


b, sinnxcosnt 


是 上 述 方程 的 解 ， 其 中 b, 定义 为 


BAT 
[提示 : 应 用 傅 里 叶 正弦 级 数 . ] 车 "初始 条 件 " 改 为 d 

u(x,0) = 0, 

» 

WAD uy, 
如 何 修改 上 述 u(x*，!) 的 表达 式 ? 
结合 以 上 式 子 ， 求 满足 更 一 般 初始 条 件 

u(x,0) 2G), 


MED Lp) 
的 偏 微 分 方程 的 解 wx(z，5. 
12. (快速 傅 里 叶 变 换 ) 考 虑 (27) 式 的 计算 . 如 本 节 中 所 提 到 的 ,计算 N 个 5 ,的 值 显然 需要 NT 次 复数 乘法 、 


Ca) B N 为 偶数 : N=2N,， 证明 5.., 的 公式 可 改写 为 
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= Tae + DON 


-X^ +C- Apy em = Xs 


(b) 现在 计算 NN 个 5. ,的 俩 需要 多 少 次 复数 磁 法 ?7 [答案 : N ARR CLASE A ROC N, (=N/2) 次 =N/2 
次 乘法 ; 当然 与 -1 的 乘法 不 计算 在 内 . ] 和 迭代 这 个 过 程 ， 乘 法 次 数 将 青 次 减 半 ( 假 设 N 还 是 偶数 )- 
然而 ，(a) 式 
们 必须 青 同 到 步骤 (a). 

(c) 证 明 ; 车 4 是 偶数 ,n=2n,， MOT RURSUS 


Sem Be" Bje tem, 
2 X -5 
Fin 是 奇数 ，n =2n, +1, MARTNA 


-Fise amn je = Xe 

(0) 注意 到 在 (e) 中 ， 计 算 系 数 C, au 前 面 的 "N， = N2 次 乘法 ， 那么 计算 N 个 S. 侦 需要 多 少 次 复数 乘 
法 ? [答案 : N/2 次 乘法 加 上 N 个 系数 乘 以 每 个 系数 的 N/2 次 = NM2 72. ] 

(e) AN, = NZ2 REN, (OWARI (27) 式 中 的 和 式 在 形式 上 完全 相同 ， 若 对 ({e) 中 的 两 个 新 和 中 的 每 
-个 重复 上 述 步骤 ， 则 求 和 的 项 数 变 为 N, =N,/2 =N/4 项 ， 并 且 需 要 前 面 的 N, 次 乘法 运算 来 计算 新 
的 系数 ， 这 时 计算 N 个 S,v 值 需要 多 少 次 复数 乘法 ? [ 答案 : 计算 系数 C, 需 前 面 的 AN 次 乘法 ， 加 上 2 
乘 以 类 似 (e) 中 的 每 个 新 和 所 需 的 N KRE, PERO EON 个 系数 乘 以 每 个 系数 的 N/2 次 ， 邮 N72 + 2 
(N/4) + N/A 22(N72) + N/A Y] 

(D 青 重复 一 次 (e) 中 的 步骤 计算 NN 个 5.、 什 需要 多 少 次 复数 乘法 ? [答案 ; 3(NM2) + N*/8. ] 

(a) 36 N JE 2 的 某 次 舌 ， 按 (c) 的 步 又 一 直 做 下 去 ， 把 每 个 和 式 降低 到 一 项 ,计算 N 个 传 里 叶 系 数 需要 多 
少 次 复数 乘法 ? [答案 : (log, N) (NM2) +N 次 乘法 . ] 


8.2 WENER 


本 节 主 要 研究 将 任意 函数 分 解 为 正弦 曲线 的 问题 .我 们 已 经 知道 如 何 将 周期 函数 表示 为 一 
个 傅 里 叶 级 数 ， 因 此 ， 对 于 非 周 期 函数 ， 我 们 也 希望 找到 类 似 的 表达 式 . 

首先 ， 给 定 一 个 非 周期 函数 F(!) ，- wm <t< wm ， 并 假设 它 是 连续 可 微 的 ， 如 果 选 取 形 如 
( -4L/2，L/2) 的 一 个 区 间 ， 在 此 区 间 上 ，F(4) 可 表示 为 一 个 + 的 传 里 叶 级 数 


RO) Eee, Sheich, a) 
其 中 系数 为 
ex Lr. de (n 20, £1, £2,). (2) 


事实 上 ，(1) 式 中 的 级 数 定义 了 一 个 周期 函 教 Pi(t) ，( -wm etm), 它 在 ( -1/2, L2) ES 
F(1) 是 一 致 的 ; 参见 图 8-4. 【注意 ， 即 使 F(1) 光 滑 ，F,(:) 也 可 能 是 不 连续 的 . ] 
这 样 ， 我 们 得 到 了 FCO 在 长 度 为 上 的 区 间 上 的 一 个 正弦 曲线 表达 式 ， 这 时 ， 如 果 令 
吕 ， 我 们 似乎 有 理由 猜测 ，F,(+) 可 能 会 演变 成 F(1) 对 所 有 + 的 正弦 曲线 表达 式 ， 下 面 我 们 
来 探讨 这 个 问题 . 
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8-4 修改 FF(4) 得 到 的 周期 函数 FL CO) 


我 们 将 上 述 等 式 改写 为 看 起 来 有 些 奇怪 的 形式 , 但 当 L-，w 时 ， 对 理解 这 些 等 式 会 有 帮 


By. EX g, =c,L/2wn， 对 (1) 式 的 级 数 中 引进 因子 [ (n+1) -n] 81, WA 
DIOE Xe ACE D -n]2m 
及 


D 


ex —9 
"S pa RAGE di. 
dde, 2n2m/L, W) 


F,(1) 


C, (o, ) e" (o... 7 m), 


其 中 ， 对 于 任意 实数 w， 函 数 G,(w) 定 义 为 


C.) := Ef p PO ed 


当 L 一 wm 时 ，G6,(w) 自 然 趋 于 一 个 函数 GC) : 


"d. 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


0) 


EREAMARH F BIA pA. MA, C L9 Bj, Ao: = ws 7o, FO, X c, 在 


(-om，+om) 内 变动 ,所 以 从 形式 上 看 (5) 式 很 像 积分 
O 


的 黎 曼 和 . 
这 使 我 们 猜想 ， 当 C 由 (7) 式 定义 时 ， 对 非 周 期 函数 有 如 下 等 式 : 


EO) = f eG) edw 


(8) 式 称 为 传 里 叶 反 演 公 式 . 


(8) 
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(7) 式 和 (8) 式 是 傅 里 叶 变换 理论 最 本 质 的 公式 ， 像 我 们 在 前 面 的 讨论 中 提 到 的 那样 ， 可 
把 (8) 式 中 的 积分 看 作 是 正弦 曲线 在 频率 o 的 一 个 连续 统 上 的 广义 "和 "， 在 这 个 和 中 ，(7) 式 
表示 "系数 "6G(@) dw 

例 1 RAR 


1 
MT E 


的 全 里 叶 变换 ， 并 验证 F DU fl nt LCS. 
解 KA 
ee 
P44 (1-2i)(t+2i) 
在 除去 简单 极点 += +2i 外 解析 ， 我们 利用 留 数 定理 求 传 里 叶 变 换 ， 并 取 积 分 的 主 值 : 
Clw) = x «fS 
若 w>=0， 我 们 在 下 半 平 面 内 用 不 断 扩 大 的 半圆 周作 闭合 周 线 ， 由 第 6 章 的 计算 技巧 得 


1 È eM i 
Glo) = gi C- 2s Res( 5 - 2) 


=-i- lim Tf (e»0. 
同 理 ， 对 w <0， 我 们 在 上 半 平 面 内 闭合 周 线 ， 得 
Clw) = gs Qm Re 25. u (w < 0). 
综 上 ， 
Clo) = < 二 
为 了 验证 傅 里 叶 反 演 公式 ， 我 们 计算 
三 ceoerdo = f 


由 对 称 性 知 ， 上 式 的 虚 部 等 于 0， 积 分 等 于 


Rej edo - 2. Ref H 


内 此 


f 二 neda, (9 

m 

对 于 传 里 叶 级 数 ， 在 傅 里 叶 积 分 表达 式 (7) 、(8 ) 成 立 的 情况 下 ， 我 们 得 到 了 许多 定理 . 
在 应 用 上 ， 有 一 个 非常 有 用 的 定理 ， 它 涉及 上 一 节 定 理 2 中 的 分 段 光 滑 函 数 FU); 即 在 每 个 
有 界 区 间 内 ， 除 去 有 限 个 点 t=7,，7，，…，7。 外 ，F(1) 连续 可 微 ， 且 在 每 一 点 7 处，F(1) 与 


i67] 
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F'(t) 的 “ 单 边 极限 "存在 ， 注 意 ， 定 理 中 的 积分 要 求 取 积分 主 值 ， 这 样 就 保证 了 反 演变 换 在 间 
断 点 处 的 收敛 性 . 


定理 4 设 F(1) 在 每 个 有 界 区 间 上 分 段 光滑 ， af |F) |dt 存在 , 则 已 的 傅 里 叶 变 换 
(o), B. 


在 下 的 连续 点 ， 
在 其 他 点 处 


例 2 RAM 
1,--*€!«m, 
He b: 在 其 他 点 处 


( 见 图 8-5) 的 傅 里 叶 变换 并 验证 其 反 演 公 


B-S JIHAN 

LENXDIS ULL v] 
Clw) = xf. (1)e dr e Sino, 
ils P 


因此 由 定理 4， 得 F(4) 的 反 演变 换 


1, dtl«m, 
Sino m iwe 0 lil > ? 
n do 219 ， (10) 
上 a tzin. 
pot'tem- 
为 验证 上 式 ， 将 (10) 左 端 改 写 为 
pv. E T g an 
w 
由 6.5 节 例 1， 
对 上 式 作 变量 替换 * = Co, f 
E uad im C >0， 
a ird I C < 0. 
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显然 
pv f: là = 0. 
因此 ， 我 们 得 到 


Eie. 则 (10) 式 化 为 二 ii[ in (in)] =0; 
Bas, 则 (11) 式 化 为 [0-( -in)] eds 
mers 则 (11) 式 化 为 ii[ir-( -im)] =1; 


dito. ODER im -0] 3 
Een 由 (1 ) 式 化 为 二 ;Cir -im] =0. 
mi 
例 3 RKM 
sin, | tl < 67, 
0, 其 他 
( 见 图 8-6) 的 传 里 叶 变换 并 验证 其 反 演 公式 . (物理 学 家 称 之 为 有 限 列 波 . ) 


F(t) =f 


用 8-6 有 限 列 波 


解 (41) 的 传 里 叶 变 换 为 
G(o) = zz f moe i 


由 于 FCD 处 处 连续 ， 所 以 反 演 公 式 蕴涵 
f. isin&mo 


isinbnw 
all =w) 


-30 Lx) = F(¢). 


为 了 验证 上 式 ， 将 左 端 改写 为 


= pilón) jon = Qe wt -batt 
entem c 1 ee) qucm) 
m 


i e RE 
ad. (a 457)" A. (g-IKa*i) 


(B o- +1 是 可 去 奇 点 ). 


(12) 


[468 


B69) 
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利用 6.5 节 的 门 周 线 方法 可 以 计算 积分 


em 
G 


MEA mee d 
nx. (»-D(o*D ^ 
MiS -6 时， 借助 图 8-7a 中 的 闭 周 线 及 第 6 章 引 理 3 和 引 理 4， 得 


- (bmn) 
ew 


-1 L3 p 
pv. 2st (prp gu DIReC- D + Res(1)! 


Jipet esr 
-—— * 


21 -2 2 
_ sin(6r +t) _ sint 
i 2 2 


a) b) 


图 8-7 例 3 的 周 线 


类 似 地 ， 当 4< - 6n 时 ， 我 们 借助 图 8-7b 中 的 闭 周 线 ， 得 到 


E" vemm Mdb: 
"n x. QT ppm tas C mo ResC- 1) + Res(1)! 
2o sint 
= -型 
同 理 可 得 
-1° eiten E 1 67, 
pv. UM a perg" ns 
a t < ór. 


将 两 个 结果 结合 起 来 ， 就 证 明了 (12) 式 . 


像 傅 里 叶 级 数 那样 ， 傅 里 叶 变换 方程 也 可 用 于 求解 线性 系统 的 问题 ， 下面 举例 说 明 . 


例 4 求 满足 微分 方程 
Pf) df) _ fsint Jus 6m, 
Euer uu "Dew 
BU RC 


(13) 
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解 在 8.1 节 例 6 中 ,我们 知道 方程 六 +21" +21=e” 的 解 是 


e 
-w +2iw +? 

现在 (13) 式 右 端 是 上 例 中 的 函数 FO), B12) RRR A F Æ n e" H IE 3k h E" eT" 

KE, (CL CE HESE A E S ZED 


fs f. EIL (14) 


“Tl -o!)l - o! +2iw «2 
就 是 给 定 方程 的 解 ， 像 前 面 Æ, AAKER T AGEGUURCOCH TERSADAR. (E, 
我 们 更 感 意 应 用 留 数理 论 得 到 表达 式 ( 习 题 2) 


0, 1 三 -6m， 
KD. uci -Deo + (ee +l)sin, = 6m < 1 < 6m, 
-ee 人 (5 2 eost + ium). 4 > 6T， 
可 直接 验证 /(1t) 就 是 微分 方程 (13) 的 解 . 


如 果 对 函数 与 它 的 变换 之 间 的 关系 式 (7) 和 (8) 的 解释 不 那么 严格 ， 则 作为 处 理 周 线 积分 
的 一 个 有 趣 的 例子 ， 我 们 下 面 给 出 一 个 等 式 的 非 正 式 推导 ， 这 个 等 式 称 为 传 里 叶 展开 定理 . 
例 5 HRF ERRER |I| <6 内 解析 ， 且 以 常数 MH HR, C (o) 由 (6) 式 定 
义 .证 明 ， 当 4 一 w 时 ， 对 任意 的 实数 :， 有 
pv. f. 6 CoD edo — FCD. as) 
证 首先 注意 到 ， 如 果 F(1) 存 在 传 里 叶 变 换 ， 则 它 必 为 G6,(w) 当 L 一 wm tR. LG 
(15) 式 看 起 来 非常 像 傅 里 叶 反 演 公 式 ， 实 际 上 ， 我 们 应 该 证 明 ， 当 >2 |t| 时 ，(15) 式 的 两 
LIS 
为 此 ， 通 过 
$5. f: 6, (o) "do = im 二 [| Ho FGr)edr]e" do =: lim, a6) 
定义 1， 在 本 题 条 件 下 ， 交 换 1, 中 积分 的 次 序 是 合理 的 ， 对 此 我 们 不 作证 明 ， 从 而 
b= gef [f EO edr] edo 


-去 FO f et do]dr 
Kate Fr) 


ii, yd: 
Zal- i-r) ° eriam 


将 上 式 改 写 为 
= EO eoo 
et tr -Ddr 
i2 F(T) (17) 


n 
pr ea th 
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由 于 7=+ 是 上 式 中 两 被 积 函数 的 可 去 奇 点 ， 所 以 两 被 积 函 数 在 |Imr | «5 内 解析 ， 从 而 积分 与 
路 径 无 关 ， 我 们 选择 图 8-8 中 的 周 线 三 -计算 (17) 式 的 第 一 个 积分 ， 选 择 周 线 计算 第 二 个 
积分 : 


二 iep TM ENS IGNES 
ragat” Dér*izer-. A 
若 将 它 写 为 
La Fo dq FCD, 
hz Fail- TEI Zil nord 
au ED eng Lf E endr, (18) 
2mijr- t-r 2mir: t- 7 


则 前 两 个 积分 结合 可 给 出 R(T)/2mi(7 - O ERARA, - D) 的 积分 ， 由 柯 西 积 
分 公式 ， 它 恰 等 于 P(4)， 若 能 证 明 r 一 wm 时 后 两 个 积分 趋 于 0， 则 (15) 式 得 证 ， 因 为 对 于 下 半 
平面 内 的 + 有 exp[ ir(1 -7)] 一 0， 对 于 上 半 平 面 内 的 + 有 exp[ -ir(t -7)] 一 0， 显然 这 是 可 
能 的 . 


Teasyst Yo 


图 8-8 BS 的 周 线 


为 了 详细 说 明 ， 先 考 虚 沿 y: -L/2-iy, 0<y<e( 参 见 图 8-8) 的 积分 , 则 有 


1 qp F(T) rn 1( M E 
rir ars z f IA prle e edy 
1 M OMEN INC 
"iic A er o0 7 
其 中 内 RIFIBIA. SAT dl, LDXESTO. HFH y: c-x-ie, -L/'2«x«L/2(08 
见 图 8-8) 的 积分 ， 


- - 
zl FCD gro "e| zc M een lay = LMT, 


2m t-r 2m]a22 e 2" e 
Ybrocd, VGDÉCEO. Hy, y, Hoy, 的 积分 与 沿 y, 的 积分 的 计算 类 似 ， 沿 ys 的 积分 的 处 
理 方法 与 y, 相同 ， 当 roe 时， 它们 都 趋 于 0， 这 样 就 完成 了 (15) 式 的 证 明 . " 
练习 8.2 


L 求 下 列子 数 的 傅 里 叶 变换 与 反 演 公 式 . 
(2) F() =e lt 
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P 


(b) F «7. [提示 ， 完全 平方 并 利用 人 e den 
(e) FU) =te 【提示 : 分 部 积分 并 应 用 (b). ] 


(4) FC) SE 【提示 : 利用 (10) 式 . ] 


(e) FG) SUR [提示 : 利用 例 3. ] 


,应 用 久 数 理论 求 (14) 式 的 积分 


3. 求 TARRO NATEN GONE 由 留 数理 论 或 其 他 方法 ). 


p» "M^ 


WFO sr (WEO = 
a DES 

(e) FU) =e [提示 : 参见 习题 1 中 (b).] 

证 明 : 着 F(t) 是 实 函 数 ， 则 它 的 伟 里 叶 变 换 的 实 部 是 偶 丽 数 ， 虚 部 是 奇 函 数 . 

证 明 : 若 C(o) 是 F(1) 的 傅立叶 变换 、 则 对 任意 常数 全，C(w - 0) 是 FO e^ t M Bop. 

求 下 列 微分 方程 的 解 的 候 里 叶 积 分 表达 式 . 

(a) pi Hague El 


o) epos pe 


, t20 
g Aap fh delsi 
ore fo; 在 其 他 点 处 


ee Clw), WEH KN 
Tiat) = O 


是 偏 微分 方程 
Tat) PTC) 
at ax 
的 解 。 其 中 :>0，- m «xo, 初始 条 件 为 
T(x,0) = f(x). 


[这 些 旋 程 描 述 了 以 起 始 温 度 7= /x) 加 热 一 条 无 限 长 杆 时 的 热流 ， 购 练习 8.1 中 习题 10. ] 假定 伟 里 叶 表 
达 式 合理 ， 且 在 积分 号 下 可 微 . 
将 变换 C(w) 代 人 T(x，:) ， 交 换 积分 次 序 ， 根 据 提 示 并 结合 习题 1 HHO), HAAR 


1 -2pL 
TG) e — EN — 
GD = 了 | Ne ag. 


已 知 丽 数 AO HARER CCo) , WEN HE 
u(x,t) = J. Ccw) e coswidw 


是 偏 微分 方程 
dulat) | uut) 
ox a 
的 解 ， 初 始 条 件 为 
u(x,0) = fla), 


Bu 
0 


5a] 


[475 
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其 中 +>0，- % <x< =.[ 初 始 形 状 函 数 为 = (o) 的 无 限 长 振动 弦 , 在 :=0 时 刻 释 放 后 的 运动 由 这 些 方 
程 来 控制 。 见 练 卫 8.1 习题 11. ] 假 设 伟 里 叶 表达 式 合理 且 积 分 号 下 可 微 . 
若 初始 条 件 为 


则 应 如 何 修改 上 述 u(x，1) 的 表达 式 ? 
结合 以 上 结果 ， 求 在 初始 条 件 的 一 般 集合 

(0) = 人 (z)， 

ðu 

3,0) = 4G) 
FUB T BHUM u(x，4). 

9. 梅林 变换 “是 传 里 叶 变 换 经 过 变量 代 换 得 到 的 ， 设 /(7) 的 定义 域 为 0<r<m， 令 #= log Pill ree). 
F(x)im fte), Wis RREH- o, o). 
(4) 号 出 F(x) 的 传 里 叶 变 换 ， 并 将 它们 重新 写 为 关于 和 /的 式 子 ， 则 有 
fos fane tàn. Rare PN Nerdr. 

(b) /的 梅林 变换 可 形式 地 定义 为 


MEs f p Adr. 


证 明 它 的 反 演变 换 为 
Kija PANICO 
10. WAAR $ M i dpe 9) 下 的 表达 式 为 


LEES 


COD 假设 微分 与 积分 的 次 序 可 白 由 交换 ， RHNOEBER 
4(r,6) = Lf Mesi, 


El -= sinhwð, 

是 拉 普 拉 斯 方程 在 角 域 0<9<b 内 的 解 ， 并 且 边 界 值 为 $(r, 0) =0, g(r, b) = fr). 
(b) 建立 拉 普 拉 斯 方程 在 角 域 0<8<6, 内 的 解 ， 取 边界 值 6C, 0) =r), (Cr, 0,) =0. 
Ce) 建立 拉 普 拉 斯 方程 在 角 域 0<8<b 内 的 解 ， 取 边界 什 p(r, 0) - 0), olr, 6) Alr). 

(4) 建立 拉 普 拉 斯 方程 在 角 域 0<8<6。 内 的 解 ， 使 之 满足 边界 条 件 39(7, 0)/39=0, plr, 0,) = fr). 


8.9 拉 普 拉 斯 变换 


在 前 两 节 中 ， 我 们 通过 频率 分 析 的 方法 解决 了 一 些 线性 系统 问题 ， 这 种 方法 可 以 描述 为 : 
如 果 线 性 系统 输入 一 个 正 艾 函数 。" ， 那 么 我 们 希望 它 存 在 一 个 与 e”" 有 相同 频率 的 正弦 曲 
线 解 . 

线性 系统 的 解 可 能 不 是 唯一 的 ， 例 如 ， 求 一 个 函数 所 0) 满 足 微分 方程 


TRAD, (2250, + f(t) = e”, (1) 


inhwbdw 


O 梅林 ( Hjalmar Mellin, 1854—1933) 是 芬兰 国家 科学 院 的 创始 人 之 一 - 
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这 个 方程 有 一 个 形 如 4e” 的 解 ， 其 中 4=1X(4i-3). 但 如 果 e CO JS BU de GR 20 
Te. Vo deco +g(t) 20 

[DM ME LQS 加 上 方程 (1) 的 解 了 即 可 得 到 方程 (1) 的 另 一 个 解 ， 例 如 ， 函 数 

+7e7 (2) 


Le ow 

pry 

也 是 方程 (1) 的 解 ， 因 为 7e -' 是 一 个 * 齐 次 解 "， 读 者 通过 直接 计算 ， 可 以 验证 (2) 确 实 是 方程 
nr 

对 于 大 多 数 物理 系统 ， 这 些 齐 次 解 只 是 自然 界 中 的 瞬 变 现象 ， 也 就 是 说 ， 它 们 会 随 着 时 间 
的 增长 而 逐渐 消失 [例如 (2) 中 的 。e-']， 这 说 明 ， 大 多 数 物理 系统 如 果 不 受 外 力作 用 的 话 ， 最 
终 会 由 于 阻力 、 阻 尼 或 辆 射 损耗 等 耗 散 现象 而 停止 运动 ， 这 种 系统 称 为 渐 近 稳定 系统 ， 在 这 种 
情况 下 ， 前 两 节 中 讨论 的 这 类 问题 都 有 唯一 解 ， 这 是 因为 对 于 周期 函数 和 整个 实 轴 上 可 积 的 函 
数 来 说 ,输入 是 从 "1 = - "开始 驱动 系统 的 ， 从 而 在 任何 (有 限 ) 时 间 内 有 瞬 变 现象 肯定 逐渐 
消失 . 

这 时 需要 寻找 数学 工具 更 灵活 地 处 理 肯 变 现象 ， 即 我 们 必须 考虑 两 种 情况 ， 一 种 是 输入 在 
4=0 开始 ， 但 永远 不 能 驱动 系统 ; 另 一 种 是 在 1=0 时 ， 系 统 以 某 些 “初始 状态 "开始 ， 而 这 些 
初始 状态 可 能 与 系统 的 稳定 解 不 一 致 ， 下 面 我 们 将 看 到 ， 拉 普 拉 斯 变 接 可 以 处 理 这 两 种 现象 ， 
并 且 也 适用 于 无 耗 散 系统 

我 们 从 输入 两 数 开始 研究 ， 设 F(t) 定 义 在 0 上 ， 为 讨论 方便 ， 我 们 将 这 个 区 域 扩充 到 
略 个 实 轴 ， 这 样 ， 在 4<0 时 ， 令 FU) =0( 这 种 函数 通常 称 为 因果 两 数 ")， 并 考虑 的 传 里 
叶 变 换 : 

Clw) = Ef Fedr 
在 上 述 情况 下 ， 有 
Clw) = Ef Fear (3) 


如 果 天 在 m 附近 的 性 质 充分 好 (这 里 不 必 准 确 地 指出 其 具体 性 质 ) ， 我 们 可 以 证 明 (3) 式 定义 了 
一 个 下 半 平 面 Im w <0 上 关于 w 的 解析 函数 ， 实 际 上 ， 它 的 导数 为 


dGCo) -ie 
UA = 1F(1)e di; 


因为 
je] = etm 
在 下 半 平 面 有 界 ， 所以， 上 边 取 下 半 平 面 是 合适 的 。 如 果 令 o 是 纯 虚 数 ， 璧 如 w = -is， 其 中 
5 是非 负 实 数 ， 构 造 函 数 
g(s) = 256( - is), (4) 
LI 


78) 
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g(s) ^ F(r)e"di (5) 
称 为 FCO 的 拉 普 拉 斯 变换 . 
通常 以 记号 
g(s) = £IFIG) 
表示 &(s) 与 F(0) 间 的 上 述 关系 ， 拉 普 拉 斯 变换 表 如 下 : 
拉 普 拉 斯 变换 表 
G) elel=— [Re (s) >Re (a)] 
s-a 
GD clli scle] = [Re (s) >0] 
Cii) Cleos wt} = Re £le"| 22 —, — [o RS, Re (s) >0] 
Stw 
(iv) Lisin wt} =Im Lle™| 25 — [o 是 实数 ，Re (s) 50] 
S tw 
CO) Lleosh wt) =L] cos ivt} 2 3 [w 是 实数 ,Re (s) > lol] 
OÀ) £I sinh wt) =£] ~ isin iot] = 名 [ww 是 实数 ，Re (s) > lol] 
-w 
(vil) Lle ™™cos wt} =Re Lle 7^1] 2— 5*3, [w, A 是 实数 ,Re (s) > -A] 
(s+A) tw 
(viii) £[e^" sin wt] = Im Lje "2 *"| 2" [w，A 是 实数 ，Re (s) > -A] 


GHA) tow? 


Gx) Lire") = 一 LT [Re (s) >Re (a)] 
l-0) 
L [Re (5) >0] 


(x) cfi = 


w 


(xi) L| teos wt} = Re Lite™ | ru 
(xii) £ltsin wti Im Cite} = [o 是 实数 ，Re (5) >0] 


(xiii) CIF(De "1 (s) 2 £L FI (s +a) 
(xiv) ClaF(t) +bH(t)| =a CIF(1)} +b CL HCO | 


[o 是 实数 ，Re (5) 50] 


ED 


例如 ， 考 虑 FC) =e…， 它 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
gls) = £le"l() [eem spen acl 


$1]. sel 


注意 ， 如 果 s 充分 大 ， 即 使 ->w M OFORIATOO, (5)skcPBUELAP D RIÉENCAL. FE, I 


于 函数 R(t) =e" ， 它 可 能 刻画 一 个 无 消散 “失控 "物理 系统 ， 我 们 有 


È MRF HER 325 


em oq 


[jeu E : 
7-5 
如 果 s >7， 当 6-*% 时 上 式 趋 于 (s -7) “实际 上 ， 只 要 存在 两 个 正 数 M 和 o 满足 
|FC) | s Me" ,对 任意 的 :> 0, 


便 可 证 明 (5) 式 的 积分 对 任意 满足 Re (s) > o HAAK DA, RITAS) RAAE 
分 收敛 的 任意 (复数 )* 定义 了 拉 普 拉 斯 变换 Ci F] (s)， 拉 普 拉 斯 变换 允许 频率 变量 w 为 复数 ， 
因而 在 本 质 上 它 比 傅 里 叶 变换 包含 了 更 多 的 函数 . 

对 前 面 的 计算 进行 简单 推广 可 知 ， 对 于 Re(s) > Rela), (8 e" 的 拉 普 拉 斯 变换 是 
l/(57 a). 通过 选取 不 同 的 常数 a， 我 们 便 可 得 到 拉 普 拉 斯 变换 表 中 的 前 8 个 公式 ， (ix) 由 分 
部 积分 可 推出 ，(x) 式 、(xi) 式 及 (xii) 式 可 直接 由 (ix) 式 推出 . 

(xiii) 式 的 推导 过 程 如 下 : 

LlF(t)e™|(s)= L F(ne"e"dt = E Fe "dt = LIFI (s + a). 


(xiv) 式 说 明 拉 普 拉 斯 变换 是 线性 变换 . 
HFR 天 (0 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 我 们 可 以 看 到 拉 普 拉 斯 变换 是 如 何 把 系统 的 初始 状态 考 
虑 进去 的 ; 我 们 有 


£iF'l(s) = fe "F'r)dt. 
车 的 性 质 充分 好 从 而 允许 分 部 积分 ， 则 上 式 变 为 
LIF’ (s) =- [ C 9e FOI ero |. 
A 


假设 当 I oe BE eC" F(t) 90, 81088] 
LIF'I Cs) = s LIFI (s) - F(0). (6) 
重复 以 上 过 程 ， 则 
LIF" Cs) = s CULF'IGS) - F'(0) aj 
= ê £|Fl(s) -sF(0) - F'(0), 
一 般 地 ， 有 
LAF™ $ (s) = s CIFIC) = sU  F(0) - s F'(0) -  - FP (0). (8) 
我 们 将 使 上 述 等 式 成 立 的 充分 条 件 列 在 下 面 的 定理 中 . 
定理 5 设 函 数 户 (1) 及 它 的 前 n -1 阶 导数 在 1>0 Ltt, FO (1) 在 任意 有 限 区 间 
[0, 4] 上 分 段 光 滑 ， 如 果 存 在 正常 数 及 ，a， kitt k=0, 1, =, n-1 满足 
1FO(D)I SMe” (120), 
则 当 Re (s) >a 时 ,FF'，F"，…，F 的 拉 普 拉 斯 变换 存在 ， 且 对 k=1, 2, =, n, (8) 
ELES 
这 个 定理 的 证 明 留 给 读者 (见习 题 2). 
为 了 说 明 如 何 应 用 拉 普 拉 斯 变换 去 解 所 谓 的 初 值 问题 ， 下 面 看 一 个 例子 . 


326 


例 1 求 满足 方程 
dO) «220. + f(t) = sint 


t 
HASSO), MKrpimo, 且 在 5=0 处 有 性 质 
fK0)-1, (0) = 0. 
A 先 对 (9) 式 作 拉 普 拉 斯 变换 ， 由 线性 性 质 (xiv) ， 我 们 有 
LİS} +2CCO + L! ft = Clsint. 
出 (8) 式 及 初始 条 件 (10) ， 得 
LSD e s£l AD! -1, 
LIDI = £L OI -s+ 1-0. 
此 时 方程 化 为 
($è +2s+1) £l f()] -s -2 = Lisin}, 
或 由 表 中 第 (iv) 式 ， 有 


2 5*2 1 
CRAI o rl Ga sl) 

将 上 式 右 端 的 第 一 项 写 为 
s+2 0 sl 1 1 


Stl (640) (erly 


根据 第 (i) 式 和 第 (ix) 式 可 知 上 式 为 函数 


1 
PIi GD? 


e'te* 
的 拉 普 拉 斯 变换 ， 为 分 析 第 二 项 ， 利 用 部 分 分 式 展开 式 将 其 表示 为 
1 dis codes €t v dos a 
Gs2:DGaD 2501/26241)! 2541 
它 是 
了 ' ete" - 万 cost 


的 拉 普 拉 斯 变换 [ 参见 第 (i) 、(ix) 及 (iii) 式 ] . 
因此 ， 原 方程 的 解 为 


OU 
(12) 


由 此 例 看 出 ， 求 出 解 的 拉 普 拉 斯 变换 是 比较 容易 的 ; 为 了 求 出 解 ， 必 须 进行 变换 的 逆 运 
算 ， 像 上 例 那样 ， 往 往 利 用 拉 普 拉 斯 变换 表 就 可 以 做 到 这 一 点 ， 然 而， 由 于 拉 普 拉 斯 变换 源 于 
传 里 叶 变换 ， 而 傅 里 时 变换 有 一 个 反 演 公 式 ， 因 此 猜想 拉 普 拉 斯 逆 变 换 也 可 能 存在 一 个 反 演 公 


式 ， 为 此 ， 由 定理 4， 连 续 可 微 可 积 函数 F 的 伟 里 叶 反 演 公 式 为 
FQ) = 三 cto)erdu. 
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拉 普 拉 斯 变换 CI P 由 (4) 式 用 傅 里 叶 变换 来 表示 ， 或 等 价 地 ， 
Clw) = g- LIFI Go). 
从 而 ， 立 即 得 到 
FQ) = 二 矿 LIFI Go)edo. 
这 个 公式 常 写 为 (用 cis EE w): 
DOR 
其 中 积分 沿 着 虚 轴 从 - % 到 + om 进行 . 
我 们 希望 能 将 (13 ) 式 推广 到 不 可 积 函 数 ， 这 种 丽 数 的 拉 普 拉 斯 变换 只 对 充分 大 的 Re (s) 


有 定义 ， 这 是 很 容易 做 到 的 ， 只 需 取 充分 大 的 正 数 a, 使 F(t)e“ 可 积 、 因此， 对 于 函数 F(1) 
e““， 反 演 公 式 (13) 可 写 为 


F(t)e ”= 


za. £F Coe. a3) 


7 £IF(e" | ()e*ds. a4) 
Tril-i= 


将 拉 普 拉 斯 变换 表 中 的 (xiii) 式 代 人 (14) 式 ， 两 边 同 乘 以 e"， 得 
FQ) = eir + oem ds as) 
我 们 称 
FQ) = 二 三 EIFL) eds 
HAWES it d? 
由 以 上 的 分 析 可 得 到 下 面 的 一 般 化 结论 
| 定理 6 设 F(!) 在 任意 有 限 区 间 [0，b] 上 分 段 光滑 ,1 之 0 S |FO) |A EX Me”. M 
Re (s) >a 时 CIF|(s) 存 在 ， 且 对 所 有 的 1>0 和 任意 的 a>a 有 


FG ues z zu * [p LIFI (5) e"ds. 


例 2 求 拉 普 拉 斯 变换 为 1/(s* - 10) 的 分 段 光滑 函数 . 
E 本题 可 由 部 分 分 式 和 拉 普 拉 斯 变换 表 求解 ， 这 里 我 们 应 用 反 演 公式 来 解答 ， 首 先 注意 
到 当 Re (s) > 1 时 ， 函数 1/(s - 1) 解析 ， 为 得 到 反 演 变换 ， 不 妨 取 a=2， 计 算 积分 


Lpv[ lod (120), 


-ia -1 


可 应 用 留 数理 论 来 完成 ， 设 1 是 周 线 积分 


= | x9 
EET 
“pmo WRR, IP y, 为 2-ip 到 2+ip 的 垂直 线段 ， 对 上 0， 我们 用 半圆 C,:z =2 +pe” 


吕布 罗 姆 维 奇 ( Thomas John l'Anson Bromwich, 1875—1929). 


481) 


482] 


883) 
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(mT/2<9<3m/2) 作 闭 周 线 ; 参见 图 8-9a 这 个 沿 C, 积分 的 上 界 为 


sped) ipis a 
| e Pt qiias | eai 


«awe (p-2) -1 "^  (p-2) -1 


H3 pe 时 它 趋 于 0. 


图 8-9 例 2 的 周 线 


现在 被 积 函 数 有 四 个 单 极点 +1 和 + 上 i， 它 们 都 落 在 图 8-9a 中 半圆 周 线 的 内 部 ; 由 于 


e e 


z-1^G-DGs0DG-ÜDGsi 


从 而 
1= lim], = 2mi[Res(1) + Res( - 1) + Res(i) + Res( ~ i) ] 


= 2mi| 


e et 
[zi -)00*0'(02(1-)0(C1si) 
* et * a eT Y 
G-DG*DQD (-i-D(-i«D(-2i) 
= mi sinht - mi sint. 


所 以 1/(s* - 1) 的 反 演 变换 为 


gol 
F(t) = prd = 


n sint (20. 
MprcO 时 ， 闭 周 线 如 图 8-9b 所 示 ; A C, 的 积分 中 o 的 变化 范围 是 - 0e. 当 :<0 时 积 
分 趋 于 0， 因为 周 线 内 部 没有 奇 点 ， 因 此 当 +<0 BE, FC) =0. LI 
练习 8.3 

Y 求 下 列 隙 数 的 拉 普 拉 斯 变换 - 


fs 
(a) F(t) 23cos2t - 8e?" (b) F(1) 22 ~ e"sinmt (e) FU) -fo i 


应 用 数学 的 变换 


0, t<i 
(4) FCO 8 (1. IET! (e) F(1) = siv't (0 RORI 

0. r2 
[提示 : EON, Prada, HIER ear ] 
证 明定 理 5. 
求 下 列 消 数 的 反 注 变换 . 

4 sl 1 s+3 
jar USE Ga sd Or MP 
. EAE BL CD. IRTE E M BER IU BC GE OE IR BC /0) 由 延迟 函 教 


E 


» 


,考虑 图 8- 10 所 示 的 质量 弹簧 系统 ， 设 每 条 弹簧 的 白 然 (未 伸 


bt 0s:tc«r, 
f(t-T), T&t« o 
KE. EALS} =e "Ci SU). [比较 习题 1 中 的 (c) 与 (4)] 


f) 


利用 拉 普 拉 斯 变换 求解 下 列 初 值 问题 


LA fa”, AO) =3 


dr 


(0) 
: 

qoff-sSheer-o. — p -1 0) = -1 
f 


(G3) LL E afent, KO) «0, f'(0) =2 


dé de 
" 0, Oxt«3 
ogg jen A0) -0, /'(0) =0 
0, 1>6 
: 参见 习题 4. ] 
验证 下 列 两 数 的 反 演 公式 . 
(a) FC) se (b) F() =1 


B 控制 理论 中 ， 微 分 方程 


Ls 3 ur 
DIM ELIT SIE 


反映 了 (已 知 ) 输 入 函数 u(1) 与 (未 知 ) 输 出 丙 数 /(+) 之 间 的 关系 . 
(a) 证 明 : 输入 输出 两 数 ul), /(4) 的 拉 普 拉 斯 变换 U(s) 和 F(s) 之 间 的 关系 为 
U(s) PG) 

* 


Sfc oaa, as cs assay 


F(s) = 
a, 


其 中 P(s) 是 关于 * 的 多 项 式 ， 其 系数 依赖 于 a /CO 的 初 值 和 它 的 导数 ， 上 式 中 乘 以 UCs) 的 那 部 分 称 


为 这 个 系统 的 拉 普 拉 斯 域 转换 函数 - 

(b) WEB); 如 果 转 换 函 数 的 所 有 极点 都 是 单 极点 ， 且 含 在 左 
PEHK, Wiot, Eul) =0 的 条 件 下 ， 方 程 的 
每 个 解 都 趋 于 0，( 换 句 话说 ， 此 系统 是 牧 定 的 . ) 

求 习题 5 中 各 微分 方程 的 转换 两 数 ( 习题 7) 并 判断 它们 的 稳 


定性 . 


长 ) 长 度 都 是 4， 当 弹簧 被 压缩 或 拉 长 时 ， 它 所 产生 的 力 与 


其 变形 长 度 成 正比 ( 胡 克 定律 ) ; 比例 常数 记 为 K MRi, 图 8-10 平衡 状态 下 的 质量 - 弹 答 系统 


[484 
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7 为 质量 分 别 为 m,，m; 的 物体 离 它们 各 自 平 衡 点 的 位 移 ， 这 时 的 状态 如 图 8-11 Bo Gn, y HEK). 
(a) 对 两 个 物体 分 别 应 用 牛顿 定律 ( 力 = 质量 x 加 速度 )， 


得 到 运动 方程 
m S K-K), 
2 
[485] m c-r KG ID. 


(b) 4 Kzl, m, 2m, =1， 如 果 物体 由 静止 (速度 为 0) 开 始 
释放 .由 拉 普 控 斯 变换 求 具有 下 列 初始 位 移 的 方程 的 解 。 图 8-11 伸缩 状态 下 的 质量 ~ 弹簧 系统 
a(t), ye): 

i.x(0) 21, y(0) = -1. 
ii x(0) =1, y(0) =1 
iii x(0) 21, y(0) =0. 

Ce). 在 (h) 中 的 哪 一 种 初始 条 件 是 周期 系统 响应 【 即 满足 x(!+7) ex GO R y T) 2 (0 ]? 你 能 观察 到 这 

些 响应 吗 ? (它们 称 为 系统 的 正规 模型 . ) 


8.4 ZER 


正如 我 们 前 几 节 所 看 到 的 ， 将 变换 应 用 到 各 种 函数 常常 可 带 来 一 些 计 算 上 的 方便 一 一 例 
如 ， 以 乘法 代 赫 微分 ， 对 于 周期 函数 或 有 限 区 间 上 的 连续 函数 ， 我 们 可 应 用 傅 里 时 级 数 ; 对 于 
区 间 是 半 无 限 的 情况 ， 我 们 可 应 用 拉 普 拉 斯 变换 ;对 于 区 间 是 整个 实 轴 的 情况 ， 我 们 可 应 用 健 
里 叶 变换 . 

实践 中 常会 磁 到 一 些 “ 函数 " ， 它 的 数据 结构 是 离散 的 ， 例 如 ， 我 们 在 实验 室 中 测量 一 个 
连续 函数 /(+:) ， 对 它 在 一 个 离散 点 集 165} 上 进行 采样 ， 使 这 种 离散 数据 流 的 数学 处 理 更 加 容易 
的 变换 下 具 是 人 们 熟知 的 > 变换 . 

设 a(n) 为 一 个 离散 数列 ,假定 n 取 --% 到 % 之 间 的 整数 a(n) 可 以 取 复数 ， 例 如， 考虑 


(1) 


16 
EE ( f(x) =2 "(在 整数 x=n 处 的 采样 值 ) 
a(0) 
! (2) 
US, iae h Db beh T a 
(cos mx 的 采样 值 ) 
a(0) 
n (3) 
*,0,0,0,3,1,4,1, 5,9, 
(的 十 进 制 表示 的 数字 》 
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a(1990) a(2000) 
i i (4) 
=, 0, 0, 0, 2, 20K, 30M, 20M, 2M, 1K, 1, 0, 0, 0, 0, + 
(结婚 宴会 上 “Macarena” 糖 果 的 需求 数量 ) 
序列 (nm) 的 = 变换 定义 为 级 数 


A(z):= 


=- +a(-2)? +a(-1)z+a(0) +a(l)z +a(2)z? += (5) 
在 其 爹 部 收 全 点 的 和 .注意 : : 的 指数 为 负 的 n. 
对 于 (1) 中 的 序列 a(n) 527), z 变换 可 改写 为 


arteer esae tsp Ala 


这 两 个 和 "都 是 几何 级 数 ， 第 一 个 在 |z| <2 时 收敛 于 1/(1 - z/2) ， 而 第 -个 在 1z| > 去 时 收 
BUT 


(6) 


i (EG Dru 


ba] Hu 
2: 


内 此 ， 在 公共 环 域 广 < |z| «2 内 ， 序 列 2 的 = 变换 是 解析 函数 


= 0) 


显然 ， 这 -- z 变换 是 4(z) 在 这 个 圆 环 内 的 洛 朗 级 数 . 
振荡 序列 (2) 的 :变换 具有 形式 X C727; 当 n>0 时， 这 个 和 在 |z| >1 Hb CAL, OH 


n<0 时 ,这 个 和 在 |:| <1 时 收敛 ， 这 两 个 区 域 不 相交 ， 所 以 z 变换 在 任意 点 处 都 发 散 . 

由 于 “m" 序 列 (3) 中 指标 为 负数 的 项 都 是 0， 因 此 级 数 的 柏 应 部 分 对 所 有 复数 z 收敛， 又 级 
数 的 正 指标 项 部 分 有 上 界 9 |z|“， 由 所 判别 法 (5.4 节 定理 13)， 这 个 子 级 数 在 |:| >1 时 收 
Sk. Ai lel >1 既是 (3) 中 这 两 个 子 级 数 的 公共 收敛 域 ， 也 是 = 变换 的 定义 域 . 


序列 (4) 仅 有 有 限 个 非 零 项 ， 所 以 它 的 = 变换 只 是 关于 二 的 多 项 式 ， 在 任意 290 的 点 处 都 


收敛 
由 上 面 的 例子 可 以 看 出 一 个 序列 的 z 变换 的 一 般 性 质 ; 它 是 由 以 这 个 序列 的 逆序 序列 作为 
系数 (因为 a(n) 乘 以 :“) 的 洛 朗 级 数 定义 的 解析 函数 ， 由 5.4 节 中 的 收敛 理论 可 推出 ， 级 数 的 
正 指标 部 分 在 
12] > lim supyT a(n) |. 


887] 


(488) 
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时 收敛 ， 级 数 的 负 指 标 部 分 在 
人 
lim sup YT a( - n) I 
时 收敛 ， 因 此 ， 如 果 集 合 
lim supVT a(n) T «121 "rre (8) 
非 空 ， 则 : 变换 定义 在 这 个 圆 环 内 是 合理 的 .在 圆 环 内 这 个 变换 解析 ， 且 洛 朗 级 数 具 有 逐 项 微 
分 、 逐 项 积分 和 级 数 相 乘 等 常见 性 质 . 
如 果 n<0 时 a(n) =0[ 如 (3) 中 ] ， 则 称 此 序列 是 因果 的 ， 由 (8) 式 知 ， 一 个 因果 序列 的 z 
变换 在 国外 收敛 ( 即 圆 环 的 外 半径 无 穷 大 ). 
-个 给 定 的 解析 函数 可 能 不 只 是 一 个 序列 的 z 变换 ， 这 是 因为 洛 朗 级 数 表示 式 不 是 叭 一 的 
( 它 依赖 于 收敛 域 )，5.5 节 中 例 2 的 计算 表明 ， 函 数 1M[(z -1)(z-2)] 是 下 列 每 一 序列 的 
z 变换 : 


i 
“y= Ci 
0, n>0 
si 
acm [7 0059 yipee 
-1, n>0 
0 1 
acn) = "S55 M [gd »2 
2" -1, n>1 


第 三 个 序列 是 因果 的 ; 一 般 地 ， 在 圆 的 外 部 收 剑 的 任何 洛 朗 级 数 都 是 一 个 因果 序列 的 z 变换 
当 一 个 序列 的 z 变换 以 闭 形式 写 出 时 ， 它 给 出 了 一 个 非常 紧凑 的 表达 式 ， 而 且 ， 正 如 我 们 
将 要 和 看 到 的 那样 ， 它 使 得 求解 有 关 序列 的 递 推 关系 或 “微分 方程 "更 加 方便 ， 已 知 > 变换 求 它 的 
序列 的 方法 ， 正 好 是 5.5 节 中 介绍 的 构造 洛 朗 级 数 的 方法 ; 我 们 也 可 以 利用 麦克 劳 林 级 数 ， 如 
几何 级 数 ， 部 分 分 式 等 ， 鉴 于 此 ， 下 面 的 第 5 章 定理 14 的 另 一 种 叙述 可 以 看 作 是 z 变换 的 反 
WAR 
X87 设 A(z) 是 序列 |a(n); -wm <n< +| ÆW a< |z| ch z XA, M 


aln) = 3$ AGE A (a =0, +1, 2,7), 


其 中 卫 是 国 环 内 包含 原点 的 任意 正 向 闭 周 线 . 
z 变换 应 用 的 关键 是 下 述 性 质 


定理 8 设 4(z) 是 序列 ja(n): -wm <n< +om| 在 国 环 <|z| < 内 的 :变换 ， 则 平移 序 
Flib(n)-a(n*1): -om <na<+om| 相 应 的 z 变 换 是 z4(z)， 一 般 来 讲 ， 对 于 任意 的 整数 用 
( 正 的 或 负 的 ),， 序列 |c(n) =a(n+N): -œ «n« +o] thz E RE z4(). 

证 明 是 显然 的 :| b(n) 1 的 z 变换 是 


Eee” = F anti)" 2s Y atn e£" = Ale), 
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一 般 结论 也 很 容易 得 到 . 

这 个 性 质 常用 于 将 延迟 序列 e(n) =a(n -1) 的 z 变 换 表 示 为 z 4(z). 下 面 几 个 例子 是 z 
变换 在 求解 微分 方程 中 的 应 用 . 

例 1 设 a(n) 表 示 n 月末 储 蓄 账 户 中 的 存款 余额 ， 从 一 月 份 起 每 月 存款 + 美元， 每 月 利息 
为 上 月 本 金 的 r% . 设 某 个 储户 在 一 月 份 前 的 本 金 为 美元 ， 且 之 后 从 未 取款 ， 求 a(n) 的 表 

解 ” 这 个 储户 每 月 的 余额 如 下 : 


a(-2) =0 

a(-1)=0 
a(0)- P 
a(1) = a(0) + ra(0) +t 
a(2) = a(1) *ra(1) +1 


由 此 ， 我 们 可 推导 出 相 邻 月 份 余额 的 差分 方程 : 


a(n) = a(n - 1) *ra(n - 1) * D(n), (9) 
其 中 
0, n«0 
D(n) := 人 n=0 
t, nèl 


显然 ， 当 n<0 时 ， a(n) =0， 所 以 e(n) 是 因果 的 ， 因 此 我 们 假设 z 充分 大 时 ，a(n) 有 一 个 = 
变换 A2). 对 (9) 式 两 映 同 时 取 它们 的 = 变换 ， 应 用 定理 8 以 及 

MEE a 
Yan = nje saioa. yep 


得 到 
AG) = [1+r]z-4(z) a 
或 


AG) = P+ CGP): -。 Pre - P) (|z| 充分 大 )， 


G-D(-1-»0 ^^ G-DG-1-0 
由 部 分 分 式 分 解 ， 得 


A(z) = ten.) 
2-l-r z-1 


对 充分 大 的 |z|( 事 实 上 ， 对 |z| >1 +r) ， 它 的 洛 朗 级 数 展开 式 为 


1 t 1 
AQ 7 (P7 Th-üssA ri -1% 


z ERSP NS AES 


[490] 


i491] 
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内 此 ， 它 的 相应 的 序列 为 


t LS 
a («ia *» -P ">0, " 


0, n < 0. 
考虑 常 系数 线性 微分 方程 
y(n) = B(1)y(n - 1) +B(2)y(n -2) +B(3)y(n -3) 
+ b(0)x(n) + b(1)x(n - 1) +b(2)x(n - 2). 
在 统计 学 中 称 这 种 方程 为 输入 x(n) 与 输出 y(n) 间 的 阶 为 (3，2) 的 自 回归 滑动 平均 关系 
(ARMA)， 更 一 般 地 ,“ARMA(p，g)" 方 程 由 
rm) = Eg» =) + X06 - (10) 
刻画 ， 它 常常 用 来 描述 由 “ 白 噪 声 "x(n) 引 起 的 随机 序列 模型 y(n). (〈(10) 式 中 的 第 一 个 和 是 
fip, 第 二 个 和 是 滑动 平均 . ) 
例 2 对 于 模型 ARMA(1，1) ， 利 用 输入 的 z 变换 和 常数 B(0) ，5(0) ，5(1 ) 表示 输出 的 = 
变换 . 
解 ” 作 方程 
y(n) = B(D)y(m -1) +6(0)x(n) +b(1)x(n -1) (11) 
的 :变换 ,得 到 
Y(s) = B(1)z 'Y(z) + b(O)X(z) + &()2" X() 
或 
b(0) + b(Dz^ b * 
Yo) = ETT EE - Me Da). (2) 
" 
我 们 已 经 讨论 过 工程 师 如何 常 常 通过 一 个 系统 的 频 响 刻 郴 系 统 的 特性 ， 对 于 由 类 似 于 差分 


方程 (10) 模 拟 的 离散 系统 ， 这 意味 着 以 复 正弦 曲线 e” 的 采样 作为 输入 


x(n) = Je™|,., = e", (13) 

对 于 输出 的 解 有 同样 的 形式 
y(n) = H(o)x(n) = Hw)", (14) 
并 且 注 意 到 ， 频 域 传递 函数 H Co) 依赖 于 区 间 [ — m. m] HAR o7. 我 们 称 HCLw) 过 滤 了 


输入 . 
例 3 求 模型 ARMA(1，1) 中 使 得 频 域 传递 函数 H o) 的 模 对 任意 频率 w 都 相等 的 充分 必 
要 条 件 ， 系 数 为 B(1)，b(0)，b(1). 这 样 的 传递 函数 H Co) OS eR 


解 严格 地 说 ， 对 x(n) 取 = 变换 是 不 恰当 的 ， 央 为 级 数 x ewz "处 处 发 散 。 所 以 我 们 可 
直接 将 (13) 式 和 (14) 式 代 人 (11) 式 ， 


“， 所 以 只 需 考虑 ( - mn，=] 上 的 频率 . 
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H(o)e* = BO)H w) + b(0)e* « b(1)e* 7", 
mz, 
2 0) + b(De™ - 600)e +b) a5 
1-8(00e* e” -B(1) 
用 z=e" 代 入 ， 即 可 得 到 与 (12) 式 中 的 系数 相同 的 式 子 ， 换 句 话说， 有 fr( w) 就 是 单位 圆周 上 关 
于 = 的 默 比 乌 斯 变换 


H(z) = 


BO)z+b1) -=+bCDZO) (16) 
z-80) ` z(0)-f)/b(0) 
于 是 ， 全 通 的 条 件 |#(w) | =1 BA ER ke R AE BE fer DL p A AA GERE R A. HR HC S 
斯 变换 的 性 质 ， 及 (z) 也 将 单位 圆 的 内 部 映 为 自身 或 它 的 外 部 . 
在 7.4 节 例 3 及 练习 7.4 习题 16 H, 我们 证 明了 所 有 将 单位 圆周 映 为 自身 的 默 比 乌 斯 变 
换 具 有 下 列 形式 : 


H(z) 28, 
är -i 


与 (16) 式 相 比较 ， 得 到 
BO) = 4(0) =+, bO) =- 呈 ,1alz1. " 
求解 带 初始 条 件 的 差分 方程 利用 单 边 z 变换 4"(z) 最 为 简便 ， 它 略 去 了 级 数 (5) 中 的 负 指 
标 项 : 


oo (17) 
显然 ， 如 果 aln) EARM, WA (2) =4(z)， 并 且 4*(z) 的 收敛 域 是 一 个 圆 的 外 部 ( |z| > 
lim sup VTaCn) 门 ， 我 们 利用 导数 的 拉 普 拉 斯 变换 公式 [8.3 节 (8) 式 ] 修改 定理 8， 可 得 到 与 
之 类 似 的 单 边 : 变换 4'(:) 的 平移 性 质 . 

定理 9 设 4(2) 是 序列 [a(n); -wm <n<+m| 在 区 域 a<|z| 肉 的 单 边 :变换 ， 则 平移 
LU =a(n+l): -om «n« to | JR E i 3X i5 z ERR z[A (2) -a(0)]. 一般 来 讲 ， 
PETERE N, 序列 le(n) =a(n+N): -œ <n<+o| 的 单 边 z 变 换 是 
Loss TA (e) -a(0) -a(1)2! -a(2)2? -+ - a(N -1)6 7? ]. 

这 个 定理 的 证 明 也 很 简单 .4(n) 的 单 边 z 变换 是 


Xs E XY + 1)z” = Pu 41a 6*0. 


= 25 a(m)r™ -za(0) = s[A* (2) - a(0)). 


一 般 情 况 的 证 明 留 给 读者 完成 . 
例 4 对 于 n>0 且 a(0) =1，a(1) = -1, 设 序列 a(n) 满 足 差分 方程 
a(n +2) -3a(n+1) +2a(n) = 0， (18) 


A! (z) := 


(492 


4493] 


[n 
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R aln) (n=0) 的 表达 式 . 


解 ” 由 于 对 所 有 的 n>0，(18) 式 成 立 ， 我 们 可 利用 单 边 : 变换 求 a(n)， 由 定理 9 得 
z[A'(2 -1-(-Dz'] - 3x[4' (z) -1] +24° (2) =0 


或 
? 一 4z z-4 -2 
A* (2) = = = ea 
Ey ^ 323) 
1 1 Co^ JW 
Ti V TT T 734 -292 : 
于 是 
a(n) =3 -2"", nzO. LI 
关于 * 变换 的 其 他 性 质 及 其 工程 应 用 可 参考 本 章 后 面 的 有 关 文 献 . 
练习 8. 4 
l 证 明 > 变换 是 线性 变换 ;也 就 是 说 ， 若 分 别 以 4(z) 和 B(z) 表 未 序列 1a(n)1 和 ib(n) | 的 :变换 ， 则 在 它们 
的 公共 收敛 域内 ，iaa(n) +Bb(n) | 的 :变换 为 aA(z) +BB(z). 
2, B 4(z) 为 序列 1a(n)1 的 :变换 ， WEA REME EA nal n) | 的 :变换 为 -z4'(:)， 进 一 步 证 明 其 收 全 加 
环 不 变 ，[ 提 示 : limf. ] 
3. 设 A(:) 为 序列 ja(n) | 的 :变换 , 证明" 指数 加 权 " 序 列 ja"a(n) | 的 :变换 为 4(z/a)， 新 的 收敛 圆 环 与 原来 
的 收敛 圆 环 之 问 有 何 关 系 ? 
4. 验证 下 列 各 因果 :变换 (n>0) : 
S LN n=0 4 ài 
(2) aln En 1o ^40. 
(b) a(n) «1 AG) s— 
z-l 
(e) a(n) =n AG) su 
(d) aln) =a" 4(z) = 一 :一 
Ta 
(e) aln) = sino Wa) se 
zcosq) + | 
(D) aln) = cowna AG) Q6 eer 
5. ACE PUR MCI E PUR AE IU REIR :变换 : 


1 
GEAR Pe 
(90 AG) = 一 一 一 1z1 >+ 

Ta) EZ 
» 
[EC 1z1<2 


(4 AG) uu 1z1 >2 


And s dE 337 


z+2 


(e) Ai 74t! <3 
1-1/(2:) 

EO a 让 和 
(D AG) * TS an 1/8" CRUS 
(g) AG) 2——,———— 1 zl >l 

G 
RETA 

[DE ITA 


6. A HAFIFA aln) 1 的 :变换 ,证明 a (0) = lim4(:) 
7. 利用 单 边 > 变换 求解 下 列 差分 方程 . 
(a) an+l)=(0.5)ofn). a(0) =2 
(b) altn+1)+2a(n) zl, a(0) 21 
(e) a(n*2) -Sa(n+1) *6a(n) 51, a(0) =2, a(l) 23 
3. 求 后 向 移动 序列 aln - N) ON >0) 的 单 边 : 变换. 
8.5 柯 西 积分 与 希 尔 伯 特 变换 
形 如 
fü». 
Í, z- M 
的 积分 称 作 柯 西 积分 ， 对 于 柯 西 积分 的 研究 不 但 有 趣 而 且 很 有 价值 ， 在 这 一 节 中 ， 我 们 将 在 理 
论 及 应 用 方面 对 柯 西 积 分 作 一 些 探讨 . 
设 栈 是 一 条 简单 光滑 闭 曲 线 ， 如 图 8-12 所 示 , /在 曲线 矿 内 及 古寺 解析 ， 则 由 柯 西 积分 
公式 和 柯 西 定理 ， 
$ Kaag - PTE, itr WAR, 
Trg-a 0, LEX UM LES 
这 时 就 产生 -- 个 问题 : 当 点 = 穿 过 DM, BUE AE 


什么 变化 ? 为 研究 这 一 问题 ， 可 考虑 如 图 8-13 所 示 的 站 

MRT. Wr 为 原 周 线 厂 上 一 点 ， 由 于 它 落 在 万 的 

内 部 ， 由 柯 西 公式 ， 有 T 
b JG ar = 2i (a). (2) 


Jrg -a 
W 图 8-12 用 于 柯 西 积分 的 周 线 


(1) 


这 里 我 们 假设 半圆 周 站 线 5; 的 半径 e 充分 小 ， 使 T 

持 在 /的 解析 区 域内 ， 现 在 令 。 趋 于 0， 则 沿 半 圆周 5; 的 S 
积分 对 沿 整 个 L8) 814 09 PERGIT mi ACz) (6.5 节 引 理 

4). 这 正好 是 (2) 式 积分 值 的 一 半 ; 因此 ， 剩 下 的 那 部 

分 mif(z。) 肯 定 且 来 自 余 下 的 周 线 的 积分 值 ， 这 相当 于 在 r 


各 附近 把 “对称” 地 剪断， 用 一 种 推广 的 主 值 概念 ( 见 一 | 
6.5 节 ) 的 方法 , 求 出 沿 厂 的 积分 主 值 ， 总 之 ,在 图 8-13 
的 基础 上 ， 我 们 有 


图 8-13 MAR 


[3 


338 #8 


KG» Hu Ka 
中 rt = p.v. | Ear + imf, AD. Lo 
(3) 
1 Il 
2ri f(z) mi fla) 
( 柯 西 积分 公式 ) ( 引 理 4) 
从 而 得 到 
evf, ED = mi fz). (4) 
3 
当然 ,图 8-13 回避 了 拓扑 上 的 困难 ; 具体 例子 见 本 节 习 题 3， 关 于 (4) 式 的 严格 叙述 和 推导 ， 
请 读者 参见 有 关 文 献 . 


例 1 验证 (4) 式 ,这 里 矿 是 以 :=1 为 圆心 的 正 向 单位 圆周 , /(z) m1, z 70. 


解 显然 ， 当 |z-1| <1 时 ,| 1G 74: = 2mi; 当 |z-1| > 1 时 ,| iG n4 = 0. 对 于 
zc, = 0, 由 图 8-14 取 |z | = | 二 | ,得 到 
96] p.v. | =, = la v [ Logz, — Logz, ]. 
因此 
rvs nd = ,lim [i Argz =i Arga] iT tig = mi m" 


如 果 我 们 在 厂 的 内 部 作 一 条 如 图 8-15 所 示 的 凹 线 ， 结 果 又 会 怎样 呢 ? ox DEO DIUR ST CE 
时 针 方向 ) 的 积分 为 负 的 mi fC) (6.5 节 引 理 4) ， 且 积分 (3 ) 的 分 解 式 有 下 面 的 形式 . 
$. ED =pv f, fea + limf. fea 
I y L| 
0 mi f(z) - rifa) 
( 柯 西 定理 ) [(4) 式 ] ( 引 理 4) 


(5) 


foy 


图 8-14 例 1 的 周 线 疼 8-15 AMAR 


由 以 上 讨论 ， 我 们 可 以 形象 地 解释 当 点 z PAR 三 时 柯 西 积分 (1) 的 变化 . 在 图 8-16 
mh. PII: n=l, 2，3，… 从 工 的 内 部 趋 于 z， 这 时 柯 西 积分 等 于 2mi/( ze )， 而 且 ， 如 
果 周 线形 变 为 图 8-13 所 示 的 止 周 线 ， 这 些 积分 值 不 会 改变 (应 用 形变 不 变性 定理 ，4. 4.1 节 ). 
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它们 趋 于 极限 值 2wi f(z。)， 由 (3) 式 和 (4) 式 ， 这 个 极限 值 的 一 半 来 自 于 积分 主 值 ， 而 另 一 半 
来 自 于 外 冲 线 5;. 

现在 让 点 列 }z, ;由 三 的 外 部 趋 于 z( 图 8-17)， 利 用 内 冲 线 5 可 知 ， 沿 古 的 积分 主 值 
与 沿 半圆 周 5; 的 积分 对 柯 西 积分 的 极限 (0) 的 贡献 分 别 是 wi f(z。) 和 -mif(zo。)， 因 此 当 z 
穿 过 周 线 一 时 ， 我 们 可 将 柯 西 积分 的 跳跃 归于 内 外 凹 周 线 的 替换 .S“ 打 开 大 门 "使 z 通 
过 ， 然 后 ，5: 在 它 的 后 面 “ 关 闭 大 门 "， 内 外 柯 西 积分 极限 不 同 是 因为 沿 两 个 半圆 周 的 积 
Ar iE SE TES HU: 


md Dar gm (9 are nef Dar cur KD 
Jim LR lim $, Pea limf, rar li hrez 

= miflz) - l- vi f(z,)] 

= 2ni f(z). (6) 


类 似 地 计算 内 外 柯 西 积分 极限 值 的 平均 数 得 到 积分 主 值 
Jim $, Zap im G, FD 
=2(p f Er) + imf, rar + limf rar 
=2(p. v J Ea). (7) 


图 8-16 点 列 由 个 的 内 部 趋 于 8-17 点 列 由 矿 的 外 部 趋 于 


如 果 周 线 T RAAK, 我 们 没有 一 般 性 的 定理 求 积分 值 S/E ~ 4L 但 是 ， 由 图 8-13 


到 图 8-17 的 讨论 可 知 ， 若 序列 jz 1 从 丁 的 左 方 (由 厂 的 方向 决定 ) 趋 于 z。，1z; AD 817 
趋 于 za ，(6) 和 (7) 两 式 仍 能 成 立 ， 索 堆 茨 基 - 普 惑 梅 利 (Sokhotskyi-Plemelj) 公 式 (证 明 可 参见 本 
章 后 面 的 参考 文献 ) 将 这 些 结论 推广 到 了 更 一 般 的 (不 一 定 是 解析 的 ) 函数 和 周 线 上 ; 他 们 证 明 
T: 当 : 由 厂 的 左右 两 方 趋 于 ( 厂 上 的 点 )z IH, HER [IO -z)d 的 极限 值 之 差 总 
是 2mi f(z。)， 而 两 极限 的 平均 值 等 于 积分 主 值 . 

当 厂 "用 住 " 半 平面 时 ， 如 图 8-18 所 示 ， 会 得 到 一 个 特别 有 用 的 等 式 ， 如 果 /(:) 存 上 半 平 
面 内 解析 ， 在 无 穷 远 点 趋 于 0 的 速度 足够 快 ， 以 致使 沿 半圆 周 S, 的 积分 当 Roe 时 趋 于 0， 则 
(4) 式 有 下 面 的 形式 : 
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~f. £a Si f(x). (8 


xu, WMR IAC) 1<K/|z|( 由 通常 的 估计 )， 或 对 正 数 m，|/(z)|<K je™|( 由 车 尔 当 引 理 ) 
时 ， 沿 Sn 的 积分 为 0. 


用 8-18 当 R-"w 时 ， 上 半 平 面 上 的 周 线 


由 表 达 式 Kxz +iy) sulx, y) +iv(x，Y) 并 将 (8) 式 分 成 实 部 和 虚 部 ， 我 们 有 
v(x,0) = lef. HEO, uao) = Ls f KEO ag (9) 
上 面 的 第 一 个 公式 引出 了 如 下 定义 ， 
”定义 2 任意 实 值 函数 由 x)(-o <x < o ) 的 希 尔 伯 特 变换 (Hilbert transform) X 3 X 
* 4. 
VG) i f ar (10) 


(如 果 积 分 存在 )， —— ERES - E v i 
以 上 推导 说 明 ， 只 要 一 对 函数 (xz) ，y%(z) 的 组 合 v ip (x) REDUEROS 上 半 平 面 内 的 

1499] 解析 浮 数 ， 且 此 解析 琢 数 在 无 穷 远 处 以 合适 的 速度 趋 于 0， 则 少 是 由 的 希 尔 伯 特 变换 ?， 因 为 
z=z 时 ,cosx+isinx=e， 又 由 若 尔 当 引 理 ， 在 上 半圆 周 Se 上 有 关 e* 的 积分 极限 为 0， 所 以 

cos x 的 希 尔 伯 特 变换 是 sin x EER sin x 的 希 尔 伯 特 变换 是 负 的 cos x( 因 为 对 于 z=x， 

sin x ~ icos x = -ie )， 这 正好 与 (9) 式 中 出 现 的 符号 相符 合 ，(9) 中 的 第 二 个 式 子 被 看 作 是 希 


尔 伯 特 反 演 变换 公式 : 


bla) := pv 全 Oa. an 


显然 ， 对 于 在 上 半 平 面 内 满足 JEROME RE 在 x* 轴 上 将 它们 的 实 部 与 虚 部 分 别 写 
出 ， 就 可 得 到 希 尔 伯 特 变换 的 一 个 集合 。 用 这 种 方法 ,我们 得 到 了 相应 的 变换 表 ( 参见 习题 1). 


O RIRI David Hilbern，1862 一 1943) 提 出 了 "23 个 Paris 问题 "， 现 在 其 中 的 很 多 问题 仍 是 挑战 性 的 ， 引 导 着 数学 
的 研究 方向 . 
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应 用 数学 的 变换 
希 尔 伯 特 变换 表 
CRGO 硕 尔 伯 特 变换 y(x) HB Ala) AUREAS WD 
cow (w>0) sinwx sex (w<0) m 
coswr (w<0) 一 sinax -= (a»0) —À 
DET DET. 
sime (w>0) m SAM (a»0) Lowe 


$12. 对 于 表 中 的 第 一 行 验证 公式 (10). 
解 ”将 柯 西 积 分 分 为 两 部 分 : 
i =- -— 
pv f. qur ef. m gi +p «Jf. 2 EL 
为 了 计算 第 一 个 积分 ， 我 们 选取 上 半 E PH A AY 1 k N — ZR PLA LL RAER, n 
图 8-19a 所 示 ， 巾 车 尔 当 引 理 (6.4 节 的 引 理 3) 和 柯 西 定理 ， 得 到 


n EE: 
pv. f. dci = miReG intl. 


a b 
图 8-19 (N2 (MA 
对 于 第 二 个 积分 ， 如 图 8-19b 所 示 作 闭 周 线 ， 则 有 
" x 
p f. ea =- ni Res(¢ = x) = A p 
两 个 等 式 相 加 等 于 
pv. f. qat eite x =- m sings. 


上 式 两 边 除 以 -站 ， 即 知 cos wx(w >0) 的 希 尔 伯 特 变换 是 sin wt. " 

读者 或 许 已 经 注意 到 ， 计 算 希 尔 伯 特 变换 的 方法 是 : 从 函数 (C) 开始 ， 利 用 半 平 面 内 的 
泊 松 公式 (练习 4.7 中 的 习题 14) 将 它 拓展 为 上 半 平 面 内 一 个 适当 的 调和 函数 ; 然后 ， 由 4.7 
节 的 定理 25 可 确定 它 的 共 恩 调和 函数 x(*，7) ， 它 在 x 轴 上 的 限制 就 是 6 (o) 的 希 尔 伯 特 变换 
业 (*)， 这 样 ， 我 们 就 得 到 了 公式 (10)、 这 种 方法 又 可 将 变换 推广 到 更 宽 的 函数 类 上 ， 关 于 这 


些 推广 可 在 有 关 参 考 书 中 找到 . 
希 尔 伯 特 变换 的 许多 应 用 通常 与 傅 里 叶 变换 结合 起 来 考虑 ， 傅 里 叶 变换 及 反 演 公式 记 为 


i501] 


B 
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Dlo) = Ef Aer, a2) 


DE O a3) 


既然 希 尔 们 特 变 换 是 一 种 线性 运算 ， 它 对 余弦 函数 和 正弦 函数 的 作用 我 们 已 经 知道 ， 因 此 如 果 
将 (13) 式 看 作 是 正弦 曲线 的 一 个 登 加 (8. 2 节 提 出 的 ) ， 则 可 把 (13 ) 式 可 改写 为 


$lx) = fon Coss + isinox]dw 


: (14) 
+f d (o) [cosux + i sinox]do, 
取 它 的 希 尔 伯 特 变换 得 
Wa) = BE simo + i cosox]do + [ Co) [simos - i eoswr]do 
= if edo + (Df Bo)erdo 
= f. Co) e? do + [ Co)? du. (5) 


将 (15) 式 与 (14) 式 进行 比较 ,我 们 可 以 发 现 ， 希 尔 伯 特 变换 实际 上 是 将 (o) 的 正 频率 
的 部 分 乘 以 。 "= -i， 将 负 频 率 的 部 分 乘 以 。 i; 即 正 频率 "相位 延迟 "了 /2 ME, 负 ， 
频率 相位 提前 了 相同 的 弧度 ， 所 以 希 尔 伯 特 变换 上 是 一 个 90 度 的 相 移 运算 . 

这 就 给 我 们 提供 了 一 个 实现 希 尔 伯 特 变换 的 有 效 的 数值 算法 ， 首先， 利用 快速 傅 里 叶 算 法 
通 近 (o). 然后， 交换 (o) 的 实 部 和 虚 部 ， 并 且 对 实 部 中 w <0 的 部 分 和 虚 部 中 o >0 的 部 
分 改变 符号 ; 最 后 青 次 利用 FFT， 求 傅 里 叶 变 换 的 递 变换 ， 这 种 处 理 方式 在 信号 处 理 中 有 着 广 
泛 的 应 用 ， 

下 面 用 一 个 例子 说 明 希 尔 伯 特 变换 在 无 线 电 通信 中 的 应 用 . 

例 3 人 的 耳 休 可 以 听 到 的 声波 的 最 高 频率 有 一 个 限度 ， 设 为 2,; 超过 这 个 频率 的 声音 耳 
AREAS SIT. CHER NA, 大 约 为 25 000 MEE, SE AKZ). 因此 在 实际 中 ， 当 我 们 对 一 个 声音 
信号 由 (1) 进行 傅 里 叶 变换 的 时 候 ， 只 需 考虑 频率 w 


在 [ -0,，0,] 内 的 部 分 ye? 
D) = f. Dw) edw ~ f” Dewe do GA 
实际 上 ， 这 时 (o) 的 实 部 和 虚 部 可 形象 地 表示 出 €" 


来 ， 如 图 8-20 所 示 . FERR p), 具有 对 
称 性 ， 见 练习 8.2 中 的 习题 4. ) 

在 无 线 电 广播 中 ， 要 发 射 这 样 的 低频 信号 是 很 困难 的 ， 所 以 人 们 往往 要 利用 调幅 的 方法 ， 
将 信号 乘 以 一 个 频率 为 2, (通常 都 是 兆 量 级 ) 的 高 频 载 波 信 号 cos Nt = [67 «e 0]72; 根据 
练习 8.2 的 习题 5， 把 这 个 变换 平移 为 左右 两 个 部 分 ， 如 图 8-21 所 示 ， 这 样 得 到 的 高 频 信和 号 
由 (0 cos Nt 就 很 容易 发 射 和 接收 了 . 


图 8-20 原始 信号 ( 传 里 叶 变换 ) 
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Reo 
wey | j 
acf -Q | ax h Qj, 
im rr. 
图 8-21 低 单 边 带 


由 于 中 的 对 称 性 ,我 们 可 以 把 图 8-21 中 的 (o * 0, ) 的 阴影 部 分 去 掉 (过 滤 掉 )， 以 节省 
能 基 而 不 丢失 信息 ， 然 后 通过 信号 接收 器 将 接收 到 的 “ 低 单 边 带 "信号 (LSS) 乘 以 cos Nt 来 检 
测 出 原始 信和 号， 得 到 的 变换 如 图 8-22 所 示 ， 将 滤 出 的 高 频 信号 的 幅度 扩大 4 倍 ， 即 得 到 了 原 
始 信号 (扩大 幅度 是 为 了 补充 滤波 损失 )， 这 个 过 程 称 为 同步 检测 . 


Vy 


E 2 
20, in £a 


Lr mo 
8-22 原始 信和 号 的 恢复 


在 检测 中 需要 将 LSS 乘 以 cos 42:， 而 不 是 乘 以 不 同步 的 
cos( ft - B) = cosf),tcosB + sinf) tsing, 
这 一 点 非常 重要 ， 实 际 上 ， 不 同步 检测 可 能 得 到 原始 信号 和 一 个 变形 信号 的 登 加 ， 这 是 因为 乘 
以 了 sin (t. 

证 明 变 形 信号 是 原始 信号 的 希 尔 伯 特 变换 (的 1/4 fi). 

证 BA, sin Qs [e -ee ]/2i， 所 以 原始 信号 与 这 个 正弦 信号 的 乘积 不 仅 移动 了 变 
换 ， 而 且 混合 了 原始 信号 的 实 部 和 虚 部 ， 略微 思考 便 知 ， 最 后 导致 的 变换 如 图 8-23 所 示 . 将 
去 掉 高 频 部 分 信号 ， 与 图 8-20 IESERTDUR SU, Co) 的 正 频率 部 分 乘 以 了 - i， 负 频率 部 分 乘 
UTi 采用 正弦 而 不 是 余弦 的 “同步 检测 " ， 就 得 到 了 信号 的 希 尔 伯 特 变换 几 (1). 


Pa d g Ñ Reo 
20 Y d 20, 
Ñ [Sro 
m we Im 
im 中 
图 8-23 希 尔 伯 特 变换 的 恢复 LI 


在 通信 应 用 中 ， 若 $ 为 原始 信号 ，y 为 它 的 希 尔 伯 特 变换 ， 则 把 组 合 600) «iN 
中 (t) 的 “分 析 信 和 号"( 它 导致 了 许多 致力 于 工业 应 用 的 数学 家 的 不 可 名 状 的 头疼 )、 


E 
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希 尔 伯 特 变换 在 其 他 领域 也 非常 有 用 .在 3.6 节 中 ,我 们 讨论 了 RLC( 电阻- 电感 -电容 ) 电 
路 ， 当 输入 一 个 正弦 的 外 部 电压 时 ,电路 最 终 会 达到 一 个 稳定 的 状态 ,此 时 内 部 电压 和 电 
流 的 正弦 振动 频率 与 驱动 电压 的 频率 相同 ， 特 别 地 ， 对 图 3-20 中 的 电路 我 们 证 明了 ， 由 电压 


V(t) ze" PEG CK ri T, 
a 
Dags 
其 中 
R/iwC 
" = qc + nl (16) 
这 种 “同步 性 "是 大 多 数 封闭 ( 自治 ) 物 理 系统 的 典型 特点 ， 这 种 系统 中 输入 e” 的 稳 态 响应 y(1) 


具有 kw)e" 的 形式 ; 其 中 频 域 传递 函数 EGo) (在 1/R,, 的 情况 ) 往 往 依赖 于 应 用 的 频率 . 
对 这 种 物理 系统 驱动 -响应 关系 的 一 种 描述 是 微分 方程 理论 (参见 文献 )， 采 用 的 是 参数 变 
分 的 传统 方法 ， 我 们 可 以 将 系统 的 响应 y(1) 表示 为 输入 u(1) 的 函数 值 的 加 权 和 ， 这 个 等 式 为 
ya) = fcu - r)u(r)dr. a7) 
其 中 6(4-7) 称 为 系统 的 格林 函数 ， 它 度量 了 8120] u 的 值 对 于 上 时 刻 输出 的 影响 程度 ，C 也 
称 为 脉冲 响应 。 
将 这 两 个 观察 综合 起 来 ， 若 输入 u(1) 为 正弦 曲线 e"， 则 输出 的 传递 函数 描述 与 格林 函数 
描述 必须 一 致 、 因 此 
ko)e* = f CU- redr, 


或 
kw) = f^ 6t - ear = f Eear, as) 
其 中 7=4-r 等 式 (18) 除 了 一 个 2r 因子 外 ， 具 有 传 里 叶 变 换 的 形式 ， 从 而 我 们 可 对 其 进行 
转化 ， 用 传递 沂 数 来 表示 格林 函数 : 
eT) = acf kwe do. (19) 
如 果 系统 是 一 个 实际 的 物理 模型 (例如 RLC 电路 ) ， 它 必须 遵循 因果 法 则 : 在 给 定时 刻 :， 响 应 
Y 的 值 不 能 依赖 于 输入 u 在 后 继 时 刻 7 的 值 ， 因 此 由 (17) 式 可 以 看 到 ， 对 于 因果 系统 ， 格 林 渗 
数 6(t-7) 当 r>4 时 等 于 零 ， 由 方程 (19) 得 到 等 式 : 
k(o)e""do = 0, 对 于 所 有 的 7 < 0. (20) 
作为 因果 法 则 的 一 个 判断 标准 ， 条 件 (20) 是 很 有 趣 的 ， 因 为 了 <0 时 ， 指 数 因子 作为 复 变 
量 w 的 一 个 函数 在 下 半 平 面 内 衰减 . 这样， 如果 有 (w) 解 析 开 拓 到 下 半 平 面 后 是 解析 且 有 界 的 
(上 界 为 常数 /|w|)， 则 车 尔 当 引 理 (6.4 节 ) 将 保证 (20) 式 成 立 ， 实 际 上 ，k(w) 往往 是 有 理 函 
数 (例如 在 RLC 电路 中 ) ， 并 且 要 服从 关于 物理 系统 性 质 的 一 些 假设 ， 对 于 因果 法 则 ， 可 以 证 
明 条 件 (20) 既是 必要 的 ， 又 是 充分 的 . 
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例 4 对 于 图 3-20 所 示 的 电路 的 传递 函数 验证 因果 条 件 (20). 
证 由 方程 (16) 及 一 些 代数 运算 ， 我 们 得 到 


1 iwCR +1 
klw) => s — 90 t 
iube vhi i 
其 极点 为 
isy 1 +4CR7L 
DAE 7 QD 


车 4CR*AL >1， 则 V 1 &4CR LS RKA kt(o) 的 两 个 极点 都 落 在 上 半 平 面 内 ， 否 则 ， 我 们 有 
0 «ACR'/L«1, TJR/ -1+4CRz77 为 0 到 i 间 的 虚数 ， 因 而 极点 仍然 落 在 上 半 平 面 内， 因此 
ko 在 下 半 平 面 内 是 解析 的 ; 又 因为 它 的 衰减 速率 与 |w| 相同， 所 以 系统 是 因果 的 . " 

那么 希 尔 伯 特 变换 在 这 里 是 如 何 应 用 的 呢 ? 系统 的 因果 传递 函数 k(w) 具 有 等 式 (8) 成 立 
所 必需 的 全 部 性 质 : 它 在 无 穷 远 处 趋 于 0， 且 衰减 速率 与 |w| 相同 ， 并 且 在 半 平 面 内 解析 ， 
不 过 不 是 希 尔 伯 特 变 拉 所 要 求 的 上 半 平 面 .但 是 ， 如 果 用 下 半 平 面 内 的 周 线 代 苦 图 8- 18 的 周 
线 ， 并 对 (8) 式 的 推导 作 些 修改 ， 则 k(w) 的 实 部 虚 部 就 通过 希 尔 伯 特 方程 联系 了 起 来 ， 符 号 
的 变化 是 内 为 周 线 是 顺 时 针 方向 ， 这 样 ， Kramers- Kronig 关系 : 


Imk(o) = el Ma, 
" (22) 
Rek(w) = (vf. [m 


第 一 个 等 式 在 电路 理论 、 原 子 及 电磁 散射 应 用 中 非常 有 用 ，  RUMER AER SCR EGET EL OB 
率 损 耗 测 最 的 方法 有 效 而 准确 地 确定 ， 同 时 由 (22) 式 可 以 计算 出 用 实验 方法 难以 测量 的 虚 部 
的 值 ， 在 光学 应 用 中 ， 介 电 常 数 就 是 传递 函数 上 ， 方 
程 (22) 即 为 人 们 熟知 的 色散 关系 
BUS 对 图 8-24 中 电路 的 传递 函数 验证 (22) 式 . 
证 应 用 3.6 节 的 方法 可 知 有 效 阻 抗 为 Rn =R + 
ioL. 因此 ， 


LA 


Due. 
ORG, R+iwL 图 8-24 例 5 的 电路 图 
H klw) =1/[R+iwL]. 这 个 函数 在 下 半 平 面 内 解析 


且 以 |w| 的 衰减 速率 趋 于 0， 我 们 有 


R -oL 
Rek(w) = EGB Imk(w) = Ri 
aud 25 中 的 周 线 ， 得 
e E E p 


= -2mi Res( - id - si Res(o). 
通过 一 些 代数 计算 得 到 图 8-25 例 5 的 周 线 
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zm =Timkt(o)， 


这 与 (22) 式 的 第 一 个 式 子 相符 ， 第 二 个 式 子 的 验证 贸 作 练习 . m 


练习 8.5 


> 


- 


a 


E 


6. 


Am 


， 设 周 线 如 图 8- 26 所 示 ， 证 明 : 半圆 周 S; 


利用 欧 拉 公式 及 希 尔 伯 特 变 换 表 直 接 证 明 : 如 果 1 w1 <A, A 


， 设 /(z) 在 包含 单位 圆 盘 1 :1 <1 的 区 域内 解析 ， 证 明 : 对 于 任意 常 


和 验证 硕 尔 伯 特 变换 表 中 的 每 个 变换 . [ 提示 : 对 最 后 两 个 变换 ， 考 虑 解析 质数 i/(z+ai) 及 (e™ 11) 7i ] 


应 用 希 尔 伯 特 表 中 的 一 个 变换 验证 (10) 式 . 

JG) 式 中 积分 的 贡献 为 
Bni f(,)/2, STH CS) SUP BUMRTERUS - mi /(G,)/2.. (注意 到 案 震 
DEAE- 普 勒 梅 利 预 测 仍 成 立 . ) 


coswxeosf21x 的 希 尔 伯 特 变换 是 cos wxsin N, x. 


Boo. gla) = Ae) + fU ”) 的 硕 尔 伯 特 变换 是 -if fO) - 
Ae) [提示 : 利用 麦克 劳 林 级 数 . ] 

XT IH 8-24 中 的 电路 .证 明 色散 关系 (22) 中 第 二 个 等 式 . 

证 明 下 列 积分 当 z 穿 过 周 线 上 任意 一 点 a 时 ， 积 分 值 的 跳跃 值 为 
Rmi fla), 和 - 致 . 


DLE o» f. zc 


48-26 习题 3 的 周 线 


e f. cis [提示 :参考 练习 6.4 习题 10. ] 
(of FE SD [tse rm] 
理论 物理 学 家 经 常用 到 以 下 等 式 


i E + imnB(x ~ m). (23) 


M exce 
其 中 8(x x) Idi, 6d, CET RAHENA”, HE 
BOEHGRMCIGO ， 具 有 如 下 性 质 ; 

[LAO x Md = fo) 
MECIDGCILIRERRDE A), JEE- w. w) EETRI, ZR 
极限 与 积分 顺序 ， 可 得 到 


im 人 -LO a. 
E x de 
exf JOY a, Lin fi) (24) 
-r-n 


严格 地 说 ，(23) 式 是 (24) 式 的 一 种 粗略 的 缩写 - 

(a) 假 设 /(:) 在 Imz>0 时 解析 ， 在 无 穷 远 处 趋 于 0 的 速度 充分 快 ， 
使 得 它 沿 上 半 平 面 上 的 半圆 周 C; 上 的 积分 趋 于 0， 试 推导 
Qu) A. [Hs 根据 图 8-27 进行 分 析 . ] 


OVRE Mim — L—. 【利用 (23) 式 的 想法 . ] 图 8-27 习题 8 的 周 线 


pe 
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小 结 
正弦 分 析 在 应 用 数学 中 的 主要 价值 看 于 ， 当 一 个 线性 系统 被 函数 A 驱动 时 ， 在 适当 的 条 件 下 ,系统 的 
响应 有 同样 的 形式 .为 利用 这 -- 点 ,我 们 需 将 给 定 的 实 变量 两 数 表示 为 正弦 曲线 的 又 加 . 
当下 是 以 上 为 周期 的 周期 两 数 并 满足 一 定 的 连续 条 件 时 。 傅 里 叶 级 数 给 出 了 一 个 合适 的 分 解 : 
Fu) = Xe. 
其 中 系数 为 
Pe Tre mas 
快速 传 里 叶 变 换 是 估计 这 些 系数 的 有 效 算法 . 
如 果 FF 不 是 周期 函数 ,但 || 可 积 ( 仍 满足 一 些 连续 条 件 )， 则 F 有 如 下 分 解 式 
FQ) = f GC) e do. 


Hh C FURRER, ELA 
[o al. Fe "di. 
以 上 两 个 表达 式 在 很 多 情形 下 前 可 以 “直接 "微分 ( 即 积 分 号 下 逐 项 微分 )， 又 由 于 微分 运算 不 过 是 乘 以 
iw， 央 此 应 用 伟 里 叶 分 析 求 解 微 分 方程 可 将 问题 大 大 简化 . 
在 处 理 初始 条 件 与 肯 变 问题 时 ， 应 用 F 的 拉 普 拉 斯 变换 比较 方便 : 
£F) = [ roe. 

拉 兽 拉 斯 变换 可 看 作 一 个 函数 的 傅 里 叶 变 换 在 :=0* 开 始 "[ 即 +:<0 时 ,，F(+) =0]， 并 以 代替 iw， 初 始 条 件 
的 作用 体现 在 导数 公式 FP U) E: 
£L (5) = s £L FL GS) c7! FC) - 7 F(0) = = FH). 

因此 拉 普 拉 斯 变换 是 解决 初 值 问题 的 一 种 适当 工具 . 

拉 普 拉 斯 变换 男 一 个 优点 是 它 能 处 理 一 些 不 可 积 丙 数 ， 应 用 C1Fi(s) 的 反 演 公式 可 求 出 FO), (RUD I 
普 拉 斯 变换 表 往往 更 为 方便 . 

当 数据 集 是 离散 的 情形 时 ，: 变换 则 取代 了 健 里 叶 变 换 和 拉 普 拉 斯 变换 的 作用 ，z 变换 与 洛 朗 级 数理 论 有 
关 ， 由 此 可 得 到 它 的 许多 性 质 . 

当 柯 西 积分 的 奇 点 穿 过 周 线 时 ， 它 的 性 质 是 不 连续 的 ， 这 种 跳 路 如 索 替 芯 基 - 普 勒 梅 利 公式 所 示 ， 当 周 线 
为 实 轴 时 ， 巾 柯 西 积分 即 得 到 希 尔 伯 特 变换 公式 ， 它 与 被 积 函数 的 实 部 与 虚 部 有 关 ， 希 尔 伯 特 变换 在 因果 自 
动 系统 分 析 ( 例如 调制 机 制 和 电力 网 络 ) 中 有 很 多 应 用 ， 它 也 是 色散 关系 与 Kramers-Kroenig 关系 的 理论 基础 . 
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附录 A ” 共 形 映射 的 数值 结构 


Trefethen 和 Driscoll 


在 第 7 章 中 ， 我 们 介绍 了 共 形 映射 和 它 的 - - 些 应 用 . 对 于 任意 多 边 形 区 域 的 情况 ， 我 们 还 
给 出 了 这 些 映射 的 一 个 公式 : 施 瓦 蒋 - 克 里 斯 托 费 尔 变换 . 从 表面 上 看 ， 用 这 个 公式 构造 到 给 
定 多 边 形 区 域 的 共 形 映射 似乎 是 一 件 很 简单 的 事情 ， 但 实际 上 并 非 如 此 ， 第 7 章 也 说 明了 这 一 
点 . 事实 上 ，19 世纪 60 年 代 施 瓦 区 和 克 里 斯 托 费 尔 就 发 现 了 这 个 公式 ， 在 此 后 的 近 一 个 世纪 ， 
对 于 多 边 形 区 域 中 除去 最 简单 的 情况 外 ， 要 构造 出 共 形 映射 实际 上 是 不 可 能 的 . 然而， 计算 机 
时 代 的 到 来 改变 了 这 一 情况 . 

本 附录 的 目的 是 给 出 一 些 构造 施 瓦 茨 - 克 里 斯 托 费 尔 变换 的 数学 技巧 . 为 此 ， 我 们 会 粗略 
地 谈 到 所 涉及 的 数值 分 析 问 题 ， 这 是 一 个 活跃 的 研究 领域 ， 学 有 余力 的 学 生 可 在 这 方面 进行 一 
些 研 究 ， 我 们 希望 大 家 能 够 认识 到 共 形 映射 或 者 说 复 分 析 在 解决 科学 问题 上 的 重要 性 ， 最 后 ， 
我 们 将 说 明 如 何 运用 施 瓦 欧 ~ 克 里 斯 托 费 尔 思想 构造 到 任意 区 域 上 的 共 形 映射 . 


A.1 施 瓦 茨 - 克 里 斯 托 费 尔 变 换 中 的 参数 问题 


在 7.5 节 的 施 瓦 茨 - 克 里 斯 托 费 尔 问题 中 ， 我 们 的 目的 是 求 出 一 个 解析 函数 /， 它 把 > 平面 的 上 
半 平 面 映 到 w 平面 上 顶点 依次 为 w,，…，w, 的 多 边 形 己 的 内 部 . 由 7.5 节 中 的 定理 7 和 (8) 式 可 知 ， 
通过 选择 适当 的 复数 A 和 B 及 实数 x, €x, <… <x,-,， 这 样 的 映射 就 可 由 下 面 的 公式 表示 ， 


J) = Ag) +B = afe mr ate = x,a) dg + B, a) 


这 里 8, 是 该 多 边 形 在 顶点 w 处 的 右 旋 转角 ， 如 图 7-36 所 示 .， 实 轴 上 的 点 x*, GRE f E T U w, 

正如 7.5 节 中 所 述 ， 有 两 个 原因 表明 运用 (1) 式 计算 出 /并 不 容易 。 首 先是 数值 积分 的 问 
题 ， 基 便 是 图 7-39 所 示 的 简单 的 三 角形 区 域 ，(1) 式 的 积分 也 没有 固定 的 表达 式 ， 对 于 更 加 复 
杂 的 多 边 形 ， 施 瓦 蒋 - 克 里 斯 托 费 尔 的 积分 计算 更 是 多 种 多 样 ， 以 至 于 并 不 能 找到 一 个 确切 的 
公式 ， 内 此 ， 需 寻找 有 效 的 数值 通 近 ， 在 A. 3 节 中 我 们 会 讨论 这 个 问题 ， 在 此 之 前 假定 (1) 式 
中 所 有 的 积分 都 能 容易 地 算出 来 . 

其 次 ， 更 麻烦 的 问题 是 由 多 边 形 P 的 顶点 数 n 多 于 4 个 时 造成 的 ， 正 如 前 面 所 说 ， 原 像 点 
中 只 有 三 个 是 自由 选择 的 ， 剩 余 的 点 由 P 的 几何 形状 决定 。， 若 P 是 对 称 的 ,例如 图 7-45 中 
的 和 矩形， 那么 未 知 的 *, 不 用 参数 也 能 很 快 确定 出 来 ,但 对 于 一 般 的 多 边 形 就 没 那么 容易 了 . 
那么 如 何 运用 (1) 式 来 确定 x, 呢 ? 显然 ,它们 必须 先 以 某 种 形式 被 确定 下 来 ， 这 种 确定 原 像 点 
x, 的 问题 称 为 施 瓦 英 - 克 里 斯 托 费 尔 参 数 问题 . 

不 妨 先 固定 下 面 的 三 个 值 : x, = ~1, x, 20 Fix, om (暗含 着 )， 那 么 还 有 剩余 的 n -3 个 
未 知 的 值 


Xy, Xa (2) 


需要 确定 ， 它 们 满足 条 件 : 


B3] 
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Ücx, «x ccn, < (3) 
对 任意 一 组 满足 上 述 条 件 的 x;,， 可 由 (1) 式 得 到 一 个 函数 g， 它 把 实 轴 映 到 一 个 多 边 形 已， 而 
且 P' 每 个 项 角 与 P 相同. 我 们 的 目的 是 找到 一 组 x. EA P' 与 P 几何 上 相似 一 旦 做 到 了 
这 一 点 ， 由 7.5 节 可 知 ， 适 当 调 整 (1) 式 中 的 常数 A 和 B 就 能 使 两 个 多 边 形 全 等 . 
例如 ， 设 图 7-36 中 的 右 旋 转角 分 别 是 
6, = -146*。，b =-82°, 0, = 160*，b =-150°, ø, = - 142。， 
我 们 试 着 取 值 
n=l, x = 2. 
图 A-1a 给 出 了 这 时 所 得 到 的 多 边 形 P'， 通 过 计算 、 缩 放 和 旋转 使 边 [w', ，w', ] 与 [w,，w, ] 相 
同 ， 这 时 ， 两 者 的 角度 虽然 都 一 样 ， 但 是 其 他 边 的 长 度 还 相差 很 远 . 为 了 加 大 边 长 [wa， 
w"] ,不 妨 尝试 
x =3，xz =4. 
这 时 得 到 图 A- Lb 所 示 的 多 边 形 虽然 看 起 来 好 点 ,但 [w',，w", ] 仍 太 短 ， 且 [w';，w', ] 快 " 消 
失 " 了 . HX 
x = 10, x, = 15， 
就 得 到 图 A-1e 所 示 的 多 边 形 ， 它 看 起 来 与 P 相近 些 了 . 但 是 ， 要 找到 一 个 P' 与 恰好 相似 ， 
譬如， 对 一 个 六 边 形 ， 经 过 上 述 的 反复 试验 ， 显 然 需 要 花费 更 大 的 功夫 . 因此 , # n E 10 9 
20 而 不 是 5 时 ， 这 个 过 程 会 更 长 . 


M 


LE 
e 


图 A-1 基于 0<x,<x, < 的 不 同 选择 ， 由 施 瓦 获 - 克 里 斯 托 费 尔 变换 
Alit 7-36 所 示 的 多 边 形 P 


为 了 加 快 进程 ， 需 要 利用 公式 表示 相似 的 代数 条 件 . 考虑 以 下 n -3 个 方程 : 
Pg) -E(x)! Pw ow 

Fa) -g(x)! bw, 

注意 到 上 式 右 边 相 除 的 每 个 绝对 值 是 P 的 边 长 ， 左 边 相 除 的 每 个 绝对 值 是 由 (1) 式 计算 出 的 PI 


的 边 长 . 因此 ， 由 这 些 方程 可 知 P'RA w, w], 0, [wa w, ] 的 长 度 与 P 中 相对 应 


=0, i=3,4,=,n-1. (4) 
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的 边 的 长 度 都 只 差 一 个 相同 的 比例 因子 C= 1 g(x,) og) 1 /1 e ce E. 显然 ,这 里 没有 涉及 
边 [w' awi] lw, ui] ， 不 过 ， 由 假设 可 知 除 这 两 条 边 外 P' 的 其 他 边 长 都 是 中 对 应 边 长 的 C 
fi. 于 是 ， 由 于 (1) 式 各 项 点 的 角度 都 已 固定 ， 并 且 任 意 两 条 非 平行 直线 必 有 唯一 交点 ， 所 以 ，P 
与 P' 中 余下 的 两 边 的 边 长 也 满足 (4) 式 . 因此 ， 可 以 说 (4) 式 给 出 了 P 与 P' 相 似 的 条 件 . 

(2) 式 到 (4) 式 构成 了 含有 n -3 个 未 知 数 的 n -3 个 方程 的 非 线性 约束 方程 组 ， 我 们 之 所 
以 把 两 个 商都 写 到 方程 (4) 的 左 端 ， 是 因为 方程 组 可 简写 成 下 面 的 形式 : 

F(x) =0, i23,4,7,n-1, 

其 中 x 表示 长 度 为 n -3 的 未 知 向 量 (x,，…，x,.,)， 每 个 F 都 是 x 的 实 值 函数 . 如 果 进 一 步 
把 下 定义 为 向 最 值 晴 数 Fx) = (F(x)，…,F.,(x))， 且 90 记 为 向 量 (0，…, 0), 那么 上 
式 就 可 写成 更 加 简单 的 形式 : 


F(x) = 0. (5) 
现在 ， 我 们 已 把 施 瓦 欧 - 克 里 斯 托 费 尔 参数 问题 转化 成 了 下 面 的 代数 问题 : 在 (3) 式 的 约束 条 
件 下 ， 求 出 (5) 式 的 根 * .可 以 证 明 这 个 问题 有 唯一 解 ， 且 它 恰 是 将 上 半 z 平面 映 到 尸 的 (1) 
式 的 诛 像 点 组 成 的 向 基 ， 
当然 ， 得 到 (5) 式 的 过 程 中 并 没有 简化 数学 关系 ， 只 是 简化 了 记 法 . 例如 ， 对 于 n=5 的 多 
WW, 在 (5) 式 中 当 i=3 时 , 有 


Few | 


Pear 


(6) 


(由 1? 等 于 8/180 弧度 ， 因 此 146°/m = 146/180， 等 等 . ) 不 过 ， 在 数值 计算 问题 中 ， 几 简明 的 
记号 表达 -一 个 问题 非常 有 用 ， 因 为 这 样 ， 该 问题 就 具有 选用 已 知 的 数值 方法 来 求解 的 标准 
Ex. 

事实 上 ， 求 形 如 (5) 式 的 非 线性 方程 组 的 解 是 数值 分 析 的 基本 研究 内 容 之 一 ,一 般 情况 下 ， 
要 找到 一 个 精确 根 x" 是 不 可 能 的 ， 因 此 通常 采用 和 迭代 的 方法 下 近 x"， 首先 ， 通过 猜想 选 一 个 
初始 向 量 xz”， 进 而 由 迭代 得 出 一 系列 值 x"" ,x ，…. ,希望 它 们 收敛 于 x". 这 种 方法 使 用 
的 算法 大 部 分 是 牛顿 法 的 变形 ， 读 者 可 能 比较 熟悉 利用 牛顿 法 对 一 维 的 非 线性 方程 进行 的 迭 
R. 有 许多 计算 机 程序 都 可 完成 这 种 迭代 ， 在 较 大 的 计算 机 系统 或 在 交互 数值 问题 求解 环境 
(如 MATLAB) 中 都 能 找到 这 样 的 软件 库 . 在 可 执行 的 环境 下 ,这样 的 计算 机 程序 能 很 快 地 给 出 
结果 . 通常 ， 经 过 若干 步 迁 代 后 x" 将 非常 接近 x"， 使 得 F(x" ) 是 10“ 量 级 或 者 更 小 . 换 
句 话说， 在 具有 32 位 字 长 的 典型 计算 机 上 ,x" 以 双 售 的 精度 收敛 于 “机 器 准确 值 ”. 

车 我 们 言 目地 对 方程 组 应 用 一 个 程序 来 求解 施 瓦 茨 - 克 里 斯 托 费 尔 问题 ， 那 么 往往 得 不 到 
正确 的 解 . 原因 是 我 们 忽略 了 (3) 式 的 限制 . 即使 ”满足 这 些 限制 条 件 ， 若 干 步 迭代 后 x 也 
很 有 可 能 不 满足 (3) 式 ， 除 非 我 们 尽量 防止 这 种 情况 发 生 . 在 这 种 情况 下 ， 由 (1) 式 得 到 的 多 
边 形 P' 的 顶点 将 不 再 是 原来 的 顺序 . 例如 ， 对 于 上 面 提 到 的 五 边 形 的 例子 ， 我 们 取 
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z 22, =L 

如 图 A-2 所 示 ， 它 虽然 是 一 个 很 漂亮 的 五 边 形 ， 但 仅 "I 

从 形状 上 就 知道 它 与 尸 不 相似 ， 为 此 就 没有 必要 浪费 i 
时 间 调 整 它 的 边 长 去 满足 (4) 式 了 . 

为 了 满足 约束 条 件 ， 一 个 简单 且 高 效 的 办 法 是 对 

ETER. A x 是 由 满足 (3) 式 的 正 数组 成 的 向 

RREN E Ms c0 SAX 用 A-2 与 原 像 点 顺序 不 一 致 ， 即 m ox 


£ de -#1) E R, i=3,4,=,n-1 (7) 时 得 到 的 P 的 通 近 多 边 形 

定义 了 一 个 新 的 向 量 六 = (*，,，…，z._，) ， 且 的 分 量 都 
是 实数 且 没 有 约束 条 件 . 反 过 来 ， 任 给 一 个 向 量 #£， 由 (7) 式 

x ana te, P-34,9a-1, (8) 
这 样 定义 了 一 个 满足 (3) 式 的 向 量 x. 因此 ， 要 解决 (2)，(3) 和 (5) 式 中 的 参数 问题 ， 只 需 把 
(5) 式 改写 为 一 个 新 的 没有 约束 条 件 的 变量 的 非 线性 问题 : 

É(£) = 0. (9) 

这 时 ， 参 数 问题 变 成 了 没有 约束 条 件 的 由 (7) 式 和 (9) 式 组 成 的 非 线性 方程 组 的 问题 . 这样， 
我 们 就 可 以 毫 无 顾虑 地 运用 基于 牛顿 法 的 数值 算法 了 . 


A.2 例子 


下 面 我 们 将 通过 一 些 新 的 例子 来 说 明 上 述 想法 是 如 何在 实际 中 运用 的 .首先 解决 图 7-36 

所 示 的 多 边 形 的 问题 . 我 们 先 给 出 它 的 边 长 ， 不 妨 设 

lw, -wl=8, lw -wl=3, lw -wlzl; 
如 前 所 述 ， 另 外 的 两 条 边 已 (暗含 着 ) 确 定 了 . 设 (7) 式 的 初始 值 为 写 ”= 妆 ”=0， 即 对 应 (8) 式 
中 ”=1，xs”=2， 这 时 可 以 利用 计算 机 程序 进行 数值 迁 代 求解 (9) 式 的 参数 问题 图 A-3a 
给 出 了 最 初 几 步 迁 代 中 多 边 形 己 的 图 形 (对 于 近似 牛顿 法 中 所 需 的 雅 可 比 矩阵 ， 略 去 了 nm -3 
步 无 关 紧 要 的 最 初 估计 ). 图 A-3b 为 经 过 14 次 迭代 后 ， 精 确 到 15 位 数 时 的 多 边 形 ， 需要 说 明 
的 是 ， 多 边 形 在 迭代 过 程 中 的 形状 及 迭代 的 次 数 与 选用 的 程序 有 关 . 

在 图 A-3a 中 ,每 个 多 边 形 上 面 的 直线 表示 实 轴 上 的 线段 [ -1，15 ] ， 小 的 垂直 交叉 线段 
表示 每 次 迭代 对 应 的 点 x... xo... 开始 时 ， 这 四 个 原 像 点 被 均匀 隔 开 . 在 整个 迭代 过 程 中 
点 += -1，*, =0 始终 不 变 ， Mr 和 x, EE. 从 图 中 可 看 出 ， 当 快 接近 多 边 形 PP 时， 参数 在 
快速 收敛 ， 可 以 证 明 收 敛 值 是 

x, = 8.225 44， x, = 11.07029. 
注意 这 些 数 与 图 A-le 所 对 应 的 推测 数 x, =10, x, = 15 相差 很 大 . 

在 图 A-3b 中 ,最 终 的 多 边 形 P 的 内 部 绘制 了 一 些 额 外 的 曲线 ”这 些 曲 线 是 :平面 上 下 述 

水 平 线 和 垂直 线 


Imz = 0.2,1,2,3,4,5,6, Rez = -6, -4, -2.0,…,18 
的 像 . 
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上 一 一 二 一 一 一 一 


pde vr cr 


2) 3H Eb s RU DUC T VERIS i. 


e ws 


Vy 多边形 P 成 功 地 映射 到 上 半 平 面 ， P 内 的 曲线 号 上 于 平面 内 的 生 线 和 水平线 的 共 形 像 


m A-3 


这 20 条 曲线 的 像 曲线 都 在 := o 的 像 点 ws 相交 . 另外 ， 在 多 边 形 P 的 内 部 ， 相 交 的 像 曲 线 一 
定 正 交 ， 事 实 上 ， 它 们 构成 了 一 个 网 格 ， 每 个 网 格 单元 都 可 看 作 是 长 宽 比 是 2 的 变形 和 矩形 .这 
也 证 实 了 共 形 映射 的 性 质 : 局 部 地 改变 尺度 ， 但 不 改变 角度 . 

图 A-4 与 图 A-5 给 出 了 另外 两 个 多 边 形 在 类 似 和 迭代 过 程 中 的 图 形 . 同样 我 们 取 初 始 值 为 
xp sj-2, E &j&n - V. 在 图 A-4 中 , 忆 是 六 边 了 上 形 . 由 于 该 多 边 形 关于 过 顶点 w, 和 w, 的 直 
线 对 称 ， 所 以 最 后 收敛 的 原 像 点 也 局 部 地 关于 a. (和 xi =m) 对 称 . 图 A-5 中 , 己 是 一 个 七 边 
形 ， 看 上 去 像 螃 稻 的 “ 钳 ”， 由 最 初 的 几 步 迭 代 可 知 ， 多 边 形 自身 “ 折 准 "了 一 下 ， 这 说 明 中 间 函 
Ha 不 是 一 一 的 . 

注意 到 在 图 A-5a 中 ,尽管 在 迭代 的 前 几 步 容易 辨别 x, xs 和 x。， 但 是 它们 的 最 终 值 非常 
接近 ， 其 收敛 值 为 

x =-1， x, =0, x, = 2.48883, 

x, = 3.89729, x, = 3.91233, x, = 3.96037. 
例如 1 x, -xs 1 0.015. 诛 像 点 的 这 种 不 均衡 分 布 并 非特 例 ， 而 是 由 共 形 映射 的 法 则 所 决定 
的 ， 事实 上 ， 原 像 点 的 不 均衡 性 是 非常 明显 的 . 产生 这 种 现象 的 原因 是 “ 错 " 的 两 个 末端 基本 
上 没有 相互 影响 . 例如 ， 若 我 们 把 * 钳 "看 作 一 个 热 导 体 ， 很 显然 ,改变 一 个 末端 边界 上 的 温 
度 对 另 一 个 末端 几乎 不 会 有 任何 影响 . 


i519] 
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图 A-4 数值 施 瓦 蒋 - 克 里 斯 托 费 尔 映射 的 另 一 个 例子 


通过 进一步 观察 发 现 ， 从 观察 数值 共 形 映射 的 图 形 中 得 到 的 最 有 价值 的 东西 或 许 就 是 图 形 
中 的 “畸变 ". 考虑 图 A-3b、 图 A-4b 和 图 A-5b， 在 这 三 种 情况 下 都 出 现 的 一 类 畸变 现象 在 w, 
附近 . 曲线 之 所 以 在 每 个 图 中 点 w, 附近 都 聚 成 一 团 ， 是 因为 w, 在 共 形 映射 下 对 应 的 原 像 点 是 
v. 因此， 出现 这 种 现象 也 就 不 足 为 奇 了 . 另 一 类 畸变 现象 出 现在 外 顶点 (或 凸 角 ) 附 近 ， 多 边 
形 内 部 的 曲线 往往 避 开 这 些 项 点 . 这 一 点 在 图 A-5b 中 尤其 明显 ， 其 中 下 面 的 钳 完全 是 “ 空 
的 "突出 的 顶点 是 “死水 " 域 ， 基 本 上 不 受 多 边 形 其 他 部 分 的 影响 ; 相反 ， 内 部 的 顶点 (或 四 
陷 的 顶点 ) ， 例 如 图 A-3b 中 的 w,， 曲 线 在 这 里 很 密集 . 从 物理 意义 上 讲 ， 在 这 种 点 处 的 流速 、 
电场 强度 或 温度 梯度 都 趋 近 于 无 穷 大 . 

7.6 节 中 的 例 4 和 例 6 可 解释 这 一 点 . 流 线 (或 等 温 线 或 等 位 线 ) 可 理解 为 = 即 广 (2) 的 虚 
WB. 187.5 节 中 的 (3) 式 一 样 ， 如 果 


T fO AGa)" xD G nx)", (1) 
i: 


其 中 m 70/7. 0, 为 右 向 转角 ， 那 么 
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B lA (x) Gas) te x), 
dw 


所 以 在 内 顶点 ( >0) 处 ， 梯 度 变 成 无 界 的 了 . 
HH HH H+ 
Hee I He 
a) 


h) 


图 A-5 第 二 个 例子 


对 于 多 边 形 外 部 区 域 的 水 流 而 言 ， 性 质 恰好 相反 . 水 流 在 小 海湾 或 峡 湾内 部 是 静止 的 ， 而 
在 海 角 或 半岛 的 末端 则 迅速 流 过 . 实际 上 ， 流 过 一 个 简单 多 边 形 河床 的 流 线 如 7.6 节 例 4 的 
图 7-51 MR. 对 于 复杂 的 河床 ， 就 得 借助 于 本 附录 中 所 提 到 的 数值 计算 技巧 了 . 水 流 流 过 一 
个 理想 的 正方 形 障碍 物 时 ， 图 A-6 给 出 了 它 的 计算 机 绘图 . 这 里 顶点 x, 在 无 穷 远 处 ， 但 这 不 
是 问题 ， 因 为 x, 不 在 (1) 式 出 现 ， 应 用 施 瓦 欧 - 克 里 斯 托 费 尔 变换 可 以 作出 这 个 图 形 . 
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= 


图 A-6 流 过 一 个 正方 形 障碍 物 ( 映 到 上 半 平 面 的 由 施 瓦 芯 一 克 里 斯 托 费 尔 映射 得 出 的 理想 位 势 流 的 流 线 ) 


A. 3 数值 积分 


得 出 这 些 成 功 的 结果 之 后 ,我 们 现在 必须 回 到 附录 开始 所 提 的 第 一 个 问题 ， 即 这 些 施 

瓦 欧 - 克 里 斯 托 费 尔 积分 如 何 计算 .注意 到 每 次 计算 (4) 式 和 (5) 式 中 的 向 量 值 函数 F(x) 时 
计算 机 程序 都 要 计算 n -2 次 如 下 形式 的 积分 : 

gl) Gua) = EDE x tage (1) 


在 求 参数 问题 迭代 解 的 过 程 中 ， 由 于 F(x) 将 被 计算 很 多 次 ， 所 以 数值 积分 要 被 计算 成 百 上 千 
K. 此 外 ， 一 旦 解决 了 参数 问题 ， 那 么 就 可 以 利用 积分 得 出 诸如 图 A-3 到 图 A-6 中 的 图 形 . 显 
然 ， 高 效 的 计算 出 (1) 式 是 非常 必要 的 . 

数值 积分 也 称 为 求 积 分 ， 是 数值 分 析 中 另 一 个 古老 且 容易 理解 的 问题 BERITE N K 
数 四 (z) 从 a 到 4 的 积分 (这 里 无 论 由 (z)，a, b 是 实 的 或 虚 的 都 没关系 )， 首先 ， 最 常用 的 方法 
是 通过 把 区 间 [a， 46] 分 成 子 区 间 来 计算 黎 曼 和 . 设 N 是 一 个 正 整 数 ， 令 


Ee .> = e+ (1-H)as, dere. 


Apc 


那么 积分 可 近似 为 
s x 
fod ~ 也 b(z)Az (2) 


这 种 求 积分 近似 值 的 方法 称 为 中 点 法 则 . 不 难 证 明 ， 如 果 中 是 光滑 的 ， 那 么 当 N 一 % 时 ， 数 值 
估计 与 积分 准确 值 之 间 的 差 ( 即 误差 ) 至 少 以 N 的 比例 下 降 . 可 写 为 


[oc - Yà()A: = 0(N7). 
1 名 
因此 ， 从 理论 上 讲 ， 中 点 法 则 是 个 非常 有 用 的 数值 方法 ， 不 过 它 并 不 是 最 好 的 方法 . 如 果 利 用 
这 种 方法 得 到 八 位 有 效 数 字 ， 则 需要 N~=10 000， 可 见 这 是 很 大 的 . 
为 了 提高 计算 效率 ， 我 们 可 把 (2) 式 写成 
[sosm ; Zoco, (3) 


其 中 1w,! 是 一 组 实权 集 ， 不 必 痢 相等 ;|| 是 [a， LM E -组 点 或 节点 的 集合 ， 它 们 不 必 是 等 
Sla, 5] 的 点 . 当然 ,这 种 方法 的 关键 在 于 权 和 节点 的 选取 . 读者 可 能 比较 熟悉 辛普森 法 则 ; 
节点 是 等 分 选取 的 ， 权 以 1 -4-2 -4-2-… -4-2-4-1 的 形式 选取 ， 这 样 得 到 的 误差 估计 
HON), 那么 大 约 只 需 100 个 点 (而 不 是 10 000) 就 可 得 到 八 位 有 效 数字 了 . 还 有 基于 等 分 
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点 的 更 高 阶 的 公式 ， 称 为 牛 额 - 科 英 (Newton-Cotes) 公 式 . 但 这 类 通过 选取 权 和 节点 来 求 积分 的 
方法 中 最 好 的 是 高 斯 积分 法 . 该 方法 的 节点 在 "最 优 " 情况 下 不 是 均匀 分 布 的 (它们 依赖 于 所 谓 
的 N 阶 勒 让 德 (Legendre) 多 项 式 的 零点 ) ， 且 权 是 无 理 数 . 对 于 任意 固定 的 K， 在 这 种 方法 下 
产生 的 误差 比 0(N“) 下 降 还 快 . 实际 上 ， 若 由 在 复 平面 上 包含 区 间 [a, 46] 的 开 区 域 上 解析 ， 
那么 对 于 某 个 0<p <1， 当 NN 一 w 时， 高 斯 积分 将 以 几何 速率 0 (p^) FRE. 

如 果 利 用 高 斯 积分 法 对 施 瓦 欧 - 克 里 斯 托 费 尔 问题 中 的 (1) 式 进行 积分 会 有 什么 结果 呢 ? 
事实 上 ， 什 么 也 得 不 到 , 这 是 因为 (1) 式 的 被 积 函 数 在 [x,., ，x,] 上 不 解析 ， 区 间 的 两 个 端点 都 
是 它 的 奇 点 . 例如 ,在 (6) 式 左 端的 分 子 中 ， 含 奇 点 的 项 对 应 的 指数 是 - 82°/m 和 + 16097. 
车 利用 高 斯 积分 法 和 中 点 法 则 ， 对 这 个 积分 的 收敛 速度 根本 达 不 到 要 求 ， 有 时 比 0 (NN ) 还 要 
慢 ， 对 于 辛普森 法 则 来 说 ， 由 于 要 求 计算 被 积 函数 在 区 间 端 点 的 值 ， 而 被 积 函数 可 能 在 这 些 点 
是 无 界 的 ， 所 以 一 般 情 况 下 ， 该 方法 就 更 不 能 用 了 . 无 疑 ， 区 间 端 点 的 奇异 性 是 施 瓦 欧 - 克 里 
斯 托 费 尔 积分 的 关键 问题 . 

对 于 这 个 难点 有 很 多 解决 方法 ， 其 中 之 一 是 应 用 称 为 高 斯 - 雅 可 比 积分 的 修正 程序 ， 高 斯 ~ 
雅 可 比 积分 公式 的 一 般 表 达 式 也 是 (3) 式 ， 不 过 权 和 节点 是 在 特定 条 件 下 选取 的 ， 它 主要 基于 
这 样 的 假设 : 中 的 表达 式 中 具有 形 如 (z-a)" R( 70 的 项 ， 其中, 8» -1， 它 们 分 别 以 端 
Hia, 4 为 奇 点 ，( 这 时 ， 节 点 的 选取 依赖 于 所 谓 的 雅 可 比 多 项 式 的 零点 . ) 实 际 上 ， 若 能 把 由 
表示 成 一 个 乘积 的 形式 

由 (z) = (1 - a)*(z - D*y(z), 
其 中 少 在 包含 fo，b] 的 开 域内 解析 ， 那么 高 斯 - 雅 可 比 公式 产生 的 误差 ， 就 像 高 斯 公式 在 由 
解析 的 情况 下 一 样 ， 也 以 N 的 几何 速率 下 降 . 后 面 的 参考 文献 介绍 了 如 何 计 算 权 和 节点 . 显 
然 ， 施 瓦 蒋 - 克 里 斯 托 费 尔 积分 可 用 高 斯 - 雅 可 比 积分 法 求解 ， 其 中 奇 点 类 型 为 = 6_Mm， 
B760/. 

下 面 以 7.5 节 中 的 例 1， 即 从 上 半 平 面 到 一 个 三 角形 的 共 形 映射 为 例 ， 具 体 说 明 高 斯 - 雅 
可 比 积分 法 的 作用 . 约 去 (1 +i) /V2 售后 ， 例 1 中 的 积分 转化 为 

fo - 2?) "^ dx ~ 2. 622 058. (4) 


这 里 a=0, a=0, b=1, B= -3/4. 例如 对 于 NN=4， 高 斯 - 雅 可 比 节点 和 权 大 约 是 

2, = 0.02867, z, =0.38609, z, = 0.75428， z, = 0.98366, 

w, = 0.13109, w, = 0.31759, w, - 0.56220, w, = 1.367 54. 
把 上 面 的 值 代 人 (2) 式 ， 得 到 积分 近似 值 为 2. 622 057， 它 可 精确 到 小 数 点 后 第 五 位 ! 下 面 的 数 
表 说 明 ， 随 着 N 的 增 大 ， 积 分 近似 值 越 来 越 接近 积分 收敛 值 . 


N 积分 近似 值 


1 2.57 


2 2. 6208 
3 2.62202 
4 2.622057 
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对 于 辛普森 法 则 及 其 相关 结论 而 言 ， 即 使 我 们 对 奇 点 进行 特别 处 理 ， 也 得 不 到 上 面 的 结果 . 

对 于 更 复杂 的 施 瓦 蒋 - 克 里 斯 托 费 尔 映 射 ， 在 应 用 高 斯 - 雅 可 比 积分 法 时 ， 要 想 提高 效率 ， 
必须 克服 存在 的 一 些 困 难 . 回想 图 A-5 中 * 钳 "的 映射 ， 最 终 的 原 像 点 分 布 很 不 均衡 - 例如 计算 
(1) 式 中 从 * 到 x, 的 积分 时 ， 我 们 必须 在 迭代 过 程 中 反复 计算 才能 确定 对 应 边 [w'; w] 
KE. 利用 适当 的 高 斯 - 雅 可 比 公 式 ， 可 以 避免 由 于 x, 的 奇异 性 出 现 的 任何 病态 结果 .然而 x 
也 是 一 个 奇 点 ， 并 且 距 离 x WA 0. 015 个 单位 . 这 样 ，N 至 少 为 1/0.015= 10? 这 一 令 人 难以 
置信 的 数 时 ， 高 斯 - 雅 可 比 积分 才能 给 出 准确 的 结果 . 在 实际 问题 中 ， 几 乎 所 有 的 施 瓦 茨 - 克 里 
斯 托 费 尔 映射 问题 都 会 出 现 * 奇 点 拥挤 "的 问题 . 

所 幸 的 是 ， 一 旦 意识 到 这 个 问题 ， 就 可 以 采取 办 法 加 开 它 .一 种 方法 是 用 复合 的 高 斯 - 雅 
可 比 积分 法 ， 在 这 个 方法 中 ,包含 奇 点 的 积分 区 间 在 端点 附近 可 被 自动 细 分 成 许多 小 的 子 区 
间 ， 子 区 间 的 长 度 等 于 到 最 近 奇 点 的 距离 . 这 样 一 来 ， 任 意 多 边 形 上 的 共 形 映射 都 可 以 保持 儿 
何 收敛 性 一 一 误差 为 0(p"). 


A.4 光滑 区 域 上 的 共 形 映射 


(1) 式 中 的 施 瓦 茨 - 克 里 斯 托 费 尔 积分 是 由 项 (5 -a “的 乘积 组 成 的 ， 每 项 都 对 应 多 边 形 
P 的 一 个 顶点 w. 如 果 把 上 半 平 面 不 是 映射 到 一 个 多 边 形 ， 而 是 共 形 映射 到 一 个 边界 是 由 光滑 
曲线 C 组 成 的 更 一 般 的 区 域 D， 这 时 该 如 何 处 理 呢 ?一 个 显而易见 的 方法 是 把 C 看 成 一 个 有 无 
穷 多 个 顶点 w, 的 多 边 形 ， 每 个 顶点 处 的 右 旋 转角 0, 都 无 穷 小 . 
有 了 这 个 想法 就 使 得 问题 容易 了 许多 . 回顾 把 上 半 平 面 共 形 映 射 到 多 边 形 的 (1) 式 
f'(2) = A( 2x)" (zm x) (a x, tnnt, 
上 式 可 改写 为 
fo = 4exp| 二 并 alog(z - 2]. (1) 
这 里 ， 每 项 log(z -x*,) 在 x, 的 某 个 邻 域内 都 不 是 单 值 函数 ， 不过， 我 们 只 需 在 上 半 平 面 计算 
f'e). 因此， 对 于 Im zz0 和 z 天 xj，log(z-x,) 定 义 为 一 个 单 值 函数 ， 于 是 (1) 式 也 是 一 个 满足 
需要 的 合理 定义 的 函数 . 显然 ， 只 要 用 一 个 积分 蔡 换 (1) 式 中 的 求 和 ,就 可 以 得 到 用 于 曲线 边 
界 的 公式 
S) = Aexp[ Lf Coloss - à]. (2) 


在 这 个 方程 式 中 ，6(x) 可 看 作 是 单位 长 度 的 C 没 着 x 轴 旋 转 的 角度 函数 ， 再 对 (2) 式 积分 ， 我 
们 就 得 到 类 似 (1) 式 的 光滑 区 域 上 的 映射 
f(z) = Af exp[ Ef ocolos - x)àr]ac + B. (3) 
这 是 一 个 连续 的 施 瓦 英 - 克 里 斯 托 费 尔 公式 . 
读者 可 能 会 有 疑问 ， 对 于 有 限 个 顶点 的 多 边 形 ， 如 果 应 用 通常 的 施 瓦 蒋 - 克 里 斯 托 费 尔 积 


分 得 到 了 这 样 的 表示 式 ， 如 何 求 它 的 解 呢 ? 实际 上 ， 这 是 一 个 看 起 来 很 困难 的 连续 参数 问题 . 
以 前 ， 对 于 每 个 顶点 w;， 我 们 必须 确定 它 的 原 像 点 x. 现在， 对 于 每 个 x， 我 们 需要 确定 它 对 
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应 的 “角度 量 "9(x). 

不 过 ，(3) 式 可 以 用 数值 分 析 中 的 方法 来 求解 . 它 实际 上 是 一 个 (不 规则 的 ) 积分 方程 一 一 
积分 式 中 含有 未 知 函 数 O). 有 几 种 方法 可 数值 求解 积分 方程 . 许多 计算 空气 动力 学 家 常用 这 
类 特殊 的 方程 确定 映 到 复杂 区 域 上 的 映射 ( 见 参考 文献 [5]). 另外 ,还 有 很 多 著名 的 积分 方程 
也 可 以 用 来 计算 共 形 映 射 ， 虽然 黎 曼 提出 他 的 映射 定理 已 经 150 多 年 了 ， 但 这 些 方程 怎样 才能 
有 效 地 使 用 以 及 哪些 方程 在 实际 应 用 中 最 有 价值 ， 今 天 仍 是 一 个 非常 活跃 的 研究 领域 . 


A. 5 共 形 映射 软件 


现在 我 们 感到 欣慰 的 是 ， 即 使 没有 数值 分 析 专 家 ， 我 们 也 可 以 计算 共 形 映射 了 ， 央 为 有 很 多 
高 质量 的 软件 包 可 供 选择 . 我 们 常用 的 用 于 MATLAB 的 施 瓦 英 - 克 里 斯 托 费 尔 工具 箱 ， 可 用 于 
MATLAB 的 交 所 的 图 形 环境 而 几乎 不 需要 专业 的 计算 机 知识 . (从 下 面 的 网 址 可 以 得 到 这 类 软 
件 及 本 节 提 到 的 其 他 软件 包 ). 例如 ， 像 图 A-4 的 "L" 形 多 边 形 可 通过 输入 下 列 命 令 画 出 来 . 


»»pepolygon(li -1+i -1-i 1-i 1 01) 

> > f =hplmap (p); 

> > plot (f) 

软件 中 有 一 个 绘图 界面 ， 拥 有 功能 强大 的 “多 边 形 编辑 "器 ， 用 它 可 以 避免 多 个 命令 一 起 
输入 , 除了 标准 的 施 瓦 蒋 - 克 里 斯 托 费 尔 变换 外 ，SC 工具 箱 还 可 用 来 计算 许多 著名 的 变换 . 例 
如 ， 从 单位 圆 盘 、 无 限 带 形 区 域 或 矩形 映 到 多 边 形 的 映射 ; 或 者 从 单位 圆 盘 映 到 多 边 形 外 部 的 
映射 . 图 A-7 给 出 了 一 些 这 类 变换 和 应 用 的 例子 . 


图 A-7 利用 MATLAB 的 SC 工具 箱 计算 出 的 施 瓦 英 - 克 里 斯 托 费 尔 变换 的 例子 . 
图 中 的 网 络 是 正 交 圆 和 半径 或 者 乖 真 线 和 水 平 线 的 像 
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另外 ,还 有 以 Fortran 语言 或 C 语言 为 资源 库 的 软件 包 . 不 过 ， 这 需要 用 户 稍微 编写 些 程 
序 和 进行 编译 . 其 中 之 一 是 DSCPACK， 它 可 用 来 计算 施 瓦 茨 - 克 里 斯 托 费 尔 变换 ， 它 用 于 双 连 
通 的 多 边 形 区 域 ， 即 有 一 个 洞 的 多 边 形 ( 见 4.4 节 ). 图 A-8 给 出 了 利用 DSCPACK 中 的 数据 计 
算 的 两 个 这 类 图 形 . 注意 歼 总 映射 定理 并 不 能 应 用 到 这 样 的 区 域 上 . 实际 上 ， 每 个 这 类 区 域 都 
可 映射 到 带 有 一 个 洞 的 圆 盘 上 ， 洞 的 大 小 由 原来 的 图 形 唯 一 决定 ， 并 且 计 算 洞 的 大 小 也 是 参数 


问题 的 一 部 分 . 


P A-8 ”利用 DSCPACK 得 到 的 映 到 双 连 通 区 域 上 的 施 瓦 欧 - 克 里 斯 托 费 尔 映 射 


下 面 青 简单 谈 谈 CONFPACK 软件 包 . 它 提 供 了 一 个 可 供 选择 的 称 为 Symm 方程 的 积分 公 
式 ， 并 且 可 用 来 计算 从 单 连通 区 域内 部 或 外 部 到 由 一 条 或 多 条 分 段 光 滑 曲 线 围 成 的 边界 的 映 
射 ， 应 用 zipper 可 以 非常 快 地 计算 出 单 连通 区 域 上 的 上 映射， 而 CirclePack 则 可 以 通过 把 若干 个 
贺 周 映 到 一 个 给 定 的 区 域 来 通 近 共 形 映射 .这些 软件 包 可 从 下 面 的 网 址 获得 . 


SC 工具 箱 : www. math.udel.edu/~driscoll /SC 
DSCPACK CONFPACK: www.netlib.org/conformal 
zipper: www. math. washington. edu/~marshall/zipper.html 


CirclePack; www. math. utk. edu /~ kens 
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下 面 列 出 了 常用 的 共 形 映射 ， 注 意 ， 图 中 相同 的 字母 表示 对 应 点 ， 如 点 4 映 到 点 4 等. 更 
多 的 共 形 映射 可 在 第 7 章 末 的 参考 文献 [5 ] 中 找到 . 


B. 1 默 比 乌 斯 变换 
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B. 2 其 他 变换 
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3，(a)i 和 -i 是 固定 县 不 稳定 的 (b) 二 和 -1 是 国定 且 不 稳定 的 ， -二 是 固定 且 称 定 的 
5.( -1+Y5)/2 是 固定 县 稳定 的 ，( -1~Y5)/2 是 辕 定 且 不 稳定 的 

9. 如 果 |a|<1， 则 整个 复 平面 是 充满 茹 利 亚 集 ; 如 果 | e| > 1， 原 点 是 充满 茹 利 亚 集 . 
第 3 章 


1&3] 3. 1, 108 页 
1. 2 (2+1) (7 +9) 
3. (a)? (2+1 +i)? (b)(z-2)(z+2)(z+2i)(z-2i) 


BI 
Š 


372 ks LE i 


(e (z-o,)(z-ui) (ai), Xt e, se^ 
5. (2)42 &83(2-2) +80 (2-2)? +40 (z -2)! «10 (2 -2)* « (2-2)* 


(b) X(T)me-mhte-m en 


二 项 式 展开 式 ) 


(e)(z-2)°+(z-2)* 
1. (a)0 是 三 阶 极点 ，( -1 -V2)i 是 一 阶 极点 ,，( -1+Y2)i 是 一 阶 极点 . 
(b)2 是 一 阶 极点 ，3 是 二 阶 极点 . (0) -2 是 六 阶 极点 。 — (0) -2 是 一 阶 极点 


EBIEEDZREETNCEDYZ PEINZEEZ 
z eb z+2 z*z+i z-i 
(e) M6*i/3/6 — — i/$/9  , Wé-i436 .,  if/$9 


(r1/240143/2) z8M2 i 372 (z+1/2 -iV572)” z+1/2-iV3/2 


5，15 ,47,33/16 9 
(DF 人 


Sàj| 15 (9352  (w»-.L (96 (do (93 
[34^ 4 512 


练习 3.2，115 页 


3.zz2kmi 时， 和 为 1 z=2kmi 时 ， 和 为 101. 


s ane E uei (b)i? — (c)isinh2 — (d)cos(1)cosh(1) +i sin(1)sinh(1) 


(e) -sim(1) — (DO 
9. (a)2mexp(m?) (b) -2sin(2z) - (i/z ) cos( 1/2) 

(€)2cos(22)exp [sin(22) ) — (d)3 tane sec'z 

(e)2(sinh zs+l)cosh z — (f)1 - tanh'z = sec hs 
17. (a)z=ikm/2, k=0, £l, £2 (b)rzs2km-il, k=0, £1, £2, = (c) ER 
19. 提示 : Rs z, e" se, W |z -z |= |2kmil>2m 
DNDLUTLLISIESMELLILI 〈b) 上 半 平 面 


25. iiu e “=w， 因 此 容易 选择 一 个 整数 上 使 得 对 于 这 些 o 中 的 任 一 个 ， 有 |z|0. 001. 
Log + 


练习 3.3，123 页 
1. (a)i(m/2 42km) , k=0, 81, £2, = 


()-- log? +i7m04 + 2km), ke0, el, 22, = 


(e) -~in/2 (d)Log2 * i(m/6) 
5. (a)Log? «i(m/2 *2km) , k-0, £1, $2, = 
(b) #9Texp( im/8) 
(6)i(2n/3 +2km), i(47/3 +2kr), k=0, +1, $2, + 
9. Him: CY ijz=x+ixz4l, f'(2)= -1/(4+i-z) 
11. (一 个 例子 ) f(z) =Log(#+22+3),f(-1)=0 
13. (a)Log(2: - 1) 
(b) (22-1), HPL (re^) =Logr +i9, 0c «2m 


LET TESI 373 


(6) £,,(22 - 1), 其 中 Ls(re*) 2 Logr +i9, 7/2 <0<57/2 


15.0 = (1/7) Logz 
19. 选择 argz 的 一 个 分 支 ， 使 之 在 半 抛 物 线 的 补 集 上 连续 ; 即 arg( re") 20, Hp gl) <0<glr) +2m,&g(r) = 


Tan ^ V27( A «4r 
1&3] 3.4, 129 页 
15 
3.0 


Alogr, - BLogr, 


du Logr, - Logr, 


BA | 
* kogr, - Logr, 
7. Im { (log 2)*/2] 
练习 3.5，136 页 
,i et an aa a a -4$ -4 -i 7 
(e)exp [ 72km! + miLog2], k 20, &1, +2, = 
(A)(I +i)exp [2km + m/4- (/2)Log2], k=0, £1, 2, = 
(e) -242i 
3. (a)2 (b)e`" (e) CE e exp [ Ci/2) Log? - 77/4] 
5. 例如， 取 z = -1+i z ci, a=1/2. 
7. (1 +i)exp( 2/2) 
dhicm/Aekm, k=0, fl, £2, = 


15. (a) ies -toC -] (b)zexp [Losta +1)] 
Ce): exp [oo - we) (d)zexp [30 we] 
17.x>1 时 ， 0<see -xz< 了 了 当 x< -1 时 ，m/2 <Sec-'z<T 


19.z= log( - Le VI+Yw); z=Log3 +ir(24+1) 或 z=iPmk， 上 为 任意 整数 
练习 3.6，143 页 


NLUC LO 


7.(b) 任 意 数量 对 称 放 竖 的 传感器 能 有 效 地 工作 ， 两 个 传感器 的 情况 则 有 所 不 同 ( 只 需 将 它们 放 灌 于 合适 的 角 
度 即 可 . ) 
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练习 4.1，159 页 

1. (3)z(0 9 CL i) +t( -3 -4i), 0x:«1 (b)z(1) 22i «4e *, 0i&2m 
(e)z(1) = Re", m/2«t&m (d)z(1) 21 eig , 1:3 

3. (1) = acost + ibsint, O&ts2m 


545] 


(546 


547 


374 LES ITLEXI 


S. 是 
Tic 
长 度 =8 
-2+exp( -6mit) oie 
1 1 2 
9.2(1) = -1+6(1-7) 3593 
2-ep[6ni(1-5-]] Ln 
11.15% 
13. (201 39] e KRENT E E 
(b) nd dl c 的 瞬时 速率 


《e) 时 间 段 de 9g jn ^ P C RUIN CHER 2 Fe 
(d)BI A] rz a 到 时 刻 1=6 移动 的 距离 
1&3] 4.2, 170 页 
1. 是 


3. (a)l +i/3 (b)(i *i)sinh2 WHU- 0+2] 


5. 4ni 


11. (a)3 +i (b)3+i (e)3 +i 
13. -2i 


练习 4. 3, 178 页 


1 (a) -342i  (b)-2sinħ1 — (eim — (d)0 — (e)-sin?] — (DS e S Ccosh 1 +i sinh 1) 
(o -F-a E is -2 (2-2) OE - Farctan 2 Lag 

5. 提示 : 考虑 定理 7. 

7. 提示 : XE logs -aa] 的 一 个 分 支 ， 其 分 支 切 害 与 C 不 相交 

练习 4.4, 199 页 

1). CO) 

3.0). (b), (d), (e) 


TAE 375 


5.a(s, 0) = (27 5)cos 2mt +i(3 - 2s) sin2mt, Os, tcl 
9. (a), (e), (d), (D 

11. 内 为 整个 平面 C 是 单 连通 的 ， 可 应 用 定理 10( 或 定理 13). 
13.(a)n (bo (e)-” 

15. -4mi 

17.0 

练习 4.5, 212 页 

10 


3vie'^ 2mi 
A (OW (00m (e)-2emi (D-m2 


5. G1) =4mi, G'(i) = -2n(2 +i), C'C-i) =4mi 


3. (a) -2ni (b) 


2mi 
7. 2 
9. |/"(0) | «Mn! 


" 
1. A a 
ax 


13.8(z) 在 卫 的 内 部 不 解析 ; 注意 : C(z) m0. 

练习 4.6, 219 页 

3, 提示 : MARI: | -z|<r- |1z|1 应 用 柯 西 估计 

5. |e^" | e", 因此 eA" mw 常数 ， 这 意味 着 /(z)e'” m0. 内 而 /'(z) 0. 

7. 如 果 7 了 是 整 函数 ， 且 当 |z| >m 时 有 |/(z) |<M|z|*， 其 中 是 非 负 整数 ， 则 /一 定 是 次 数 不 超 过 "的 多 项 式 . 
15. 提示 没 /无 零点 ， 应 用 最 大 模 和 最 小 模 原 理 ( 习题 14). 


942 
Lr ud 
1&5] 4.7, 225 页 
l4) -5 
5. 在 上 半 平 面 考虑 四 (x, y) =y 和 中 (rz，7)m0 
11.3 

1 E: a zlo 

15.y>0 Bt, [im ( > ) -tan ( ; )} 
第 5 章 
练习 5.1，239 页 
车 œa- (C$ (GILL (o D- 


3. 提示 ; 如 果 :,，z,.，,，z。.，，… 在 它们 的 极限 上 的 s 邻 域内 ， 那 么 任意 两 个 x 又 离 多 远 呢 ? 
5. 应 用 习题 3. 

7. (a) 发 散 (b) t CO A (a) E Ce)ic ac (D RT 

9. 提示 : 比较 1 zl 与 1 zl +171. 

11.(a)1zl «t (b)1z-il <2  (c)BHHESz  (d)1z+5il <1 


[549 


559) 


376 TAAZAY 


17. 提示 ; RER" <4 应 用 对 数 函 数 1og 


练习 5.2，249 页 
3, d: 用 链 式 法 则 来 求 复 合 两 数 的 导数 - 


A ea w $c. 所 有 : (oy CDU 


(3+1) 


(4) xí Hiec 


， 所 有 z( 注意 对 奇数 j, 1 +( -1) 20) 
SN 2 y 
(e)i+ i 1z-il «42 


ex -(:- 1]- 二 (=- HER Hp aeo 


(g) xs( EL HET 


1. (a)l +z- + (b) -1-2-5 - 
js, i082) 
(0-2 


17. f() = (1-2) 在 z=1 点 不 解析 
19. 九 项 (=0，…，8) 
练习 5.3，258 页 


1 
1 (5b)Iz-1! ^3 (e)lVzl 20 


3. (a)l z 


(d)}lz-il =3 (e) s21 (Mizi =2 


ad (b)2mi (e)0 (d)0 


Trži 
3 10 
9. 提示 : 该 多 项 式 在 曲线 C 上 及 其 内 部 是 解析 的 . 
11.(b) 提 示 : 证 明 在 一 段 实 区 间 上 相等 的 两 个 解析 十 数 有 相同 的 导数 . 


Ce 
B. (a) Y ir 
Ea 


(b)i +z- 


LE 
EM 


=[1- e 


P sie a- e OD. 2 


= eos 2+ EN 


$ a 1 
(e) 2 G0? eT 


LETLLEL 377 


S-n - 
15. (a) X dif ge aco] (DRR: 对 (a) 逐 项 求 导 . 


练习 5.4，266 页 
1. (a)2 (b)æ (e)0 (d)æ. 


3. (a)2 (b)1 c (De (GER : 运用 比值 判别 法 . ) (et (DI. 


5.(a)R — (DR (eVR — (DR — (Ce)e Cl R»0) 
9. f(2)2a* DES lzi «t 

1L1, £ ac zn. gen 

1&3] 5.5, 276 页 


SOPADE (0X(c Ds -Er DEED 


OED X[cv- HI ow Lycons-LY(lje (ot Xin ene 


m 


i551] 


; A 
cod ee coles ] 

13. 提示 : AMOR. 
练习 5.6，285 页 
3. (200 为 二 阶 极点 ，- 1 为 可 去 奇 点 . (b)0 为 本 性 奇 点 . 

(6 ti 为 单 极点 - (d)2nmi(n-0, £l, £2, =) XR. 

cof eene, eds a2, ORA COO 为 本 性 奇 点 

(8)0 为 可 去 奇 点 . (WO 为 本 性 奇 点 ,二 (n= #1，+2，…) 为 音 极 点， 
3. 可 以 是 : 

_ "m (sins) e"? 
exa e Kel 


5.(a) 错 (b) 对 GR (a)i (Gt 

7. 本 性 奇 点 

9. 是 的 ; e “在 负 实 轴 上 是 有 界 的 552 
11. 提示 : 比如 ， 若 Ref«M, 那么 o "就 有 一 个 可 去 奇 点 ， 现 可 取 对 数 . 

13. 提示 : 对 于 a ,应 用 公式 时 可 选取 一 个 很 小 的 周 线 - 


19. evo (4 I)e (s) + (0): +, ERO 2 


378 RAITER 


(5 -(c3»eGeeyee 
435.7, 290 页 
1. (a) 本 性 奇 
(DEER 


(b) 本 性 奇 点 。 (OS — (028-48 《〈e)2 阶 极点 (NEERA 
[DESI TE (Os 


3.(3)1 $2Y, C-D//, 121 > (9) Y, C-DVP, a > (0) Y i, ap ud >1 
5. (deg Q) - (deg P). 
7 waf, M uni 


11. deg( P) - deg( Q) 21, 0, 或 者 -1 

练习 5.8，301 页 

1.2. 

3, sin 一 的 零点 为 :=1 ,n=1, 2, 
l-z nm 

8. 除 0<a<1 的 所 有 值 . 

7. 它们 的 和 者 是 让 

9 (a) 不 是 (0 — (OR (DFE (OR (DR 

11. f(a) 23g (2). 

15. # b(x，y) -0， 嘟 么 它 可 就 可 以 调和 开拓 成 关于 y HARR. 606/250, WA 由 就 可 以 调和 开拓 成 关 
Town. 


mox 


1&3]6.1, 313 页 
1. (a)Res(2) =e° — (b)Res(1) = -2, Res(2) 3 — (c)Re(0) -0 — (d)Res( -1) = -6 
(e)Res(0) 21, Res( -1) = -5/2e— (D Res(0) 21/3 


Ca)Res[ :407] - -1, n20, 1, 2, 


(h)Res(ng) (-0)(ng-1), n=0, +1, £2, = — (DRes(1) = -2. 


3. (a) mi sin2 (SG 


(0-94 | (ez 


(00  (g)0. 
5. 不 是 ; MCBI 1/2). 
7.2ai 
1$3] 6.4, 336 页 


PES 
T 2e 


3; ESU x) 


im 
e 


HERI EUR 


379 


M. m »0, deg P «deg Q 
练习 6.5，344 页 


(e)0  (d)-mi 


3 
iF 


11, - meot(am) 
练习 6.6，354 页 
9.(a)m/A-Log/2 — (b)2m43/9 
13. 2m V3/3 

练习 6.7，364 页 

L(a), (e), CORO 


31 
7. 提示 : 与 /(z) =27 比较 - 
9.4 
13. 提示 : 设 h(z) = -f(). 


35. 提示 : 了 和 /+ 上 有 相同 的 极点 ， 然 后 应 用 习题 14. 
21. F(z) 的 零点 是 P(z) 等 于 1 的 点 ， 青 应 用 以 前 的 定理 . 


第 7 章 
1&3) 7.1, 874 页 


l.Logh wl + Argi; e'cos y * e'siny 
Batt X Cazan Aea) 
二 
2 2(1+z) + 入 
7. 这 些 式 子 愉 是/ (w) 的 柯 西 - 黎 权 方程 . 
练习 7.2，382 页 
1. (a)l; A 218) 8 fC-1-0) 

(b)i: finm e£) = finm - D 

(0)2; f(r) = f(re"?) = fire"? ) 
3.a >1(a<1) 时 辐 角 增加 (减少 ). 


L3 


5. 纯 虚 常数 . 

1L 《8) 整 个 上 半 平 面 : Imw>0 。(〈b) 除 对 数 螺 线 P =e*，- = < 四 < 外 的 整个 平面 . 
(€))w:l wl <l, Imw»0l. (d)iw:l wi »1, Im w»0]. 
(e) 上 半圆 环 lw:e< Fw]! <e, Imw>0}. (fw: wl 21] wb wl «10. 


13，(a) 上 半 平 面 : Imw>0 (DRWM — 《〈e) 除 实 区间 ( - 9, -1], [1，% ) 外 的 整个 平面 
(qd) 除 实 线段 [ -cosh 1，- 1], [1, cosh 1L] AHETISBI Cu /cosh" L) + (v /sinh^1) =1 的 内 部 . 
1&3] 7. 3, 392 页 


.w=3iz+5 


[554 


556] 


380 


FRAJER 


3. (a)iwil w-2+2i} < (b)lwil w-6il <3] co[e eo] 


eoe Relu) 2] cole ES <7} 


wafzti 
Sw=e (zx) 
7. (a)w = iz Wust (e)w = 


iti 


ESI 
mer emily 
9. BUS Cl w- (1 -i)/21 21428 CE w- (OL 0)0/21 =1M2 的 外 部 区 域 . 
11. ew (4r[ ~i 


1&3] 7. 4, 403 页 


1:-2 
(o3. 
5.450 
7. 不 是 . (这 与 对 称 原理 矛盾 . ) 
9.0 
17. w 71725, 0 yigg fo). 
19.2 EHE, Jp a, b, e, d 为 实数 ， 并 且 ad -be >0. 
21. (b) 不 是 .( 例 如， 旋转 和 反 演 就 不 能 互 换 . ) 
练习 7.5，416 页 


LwzA(2 72)! -1, 其 中 4<0. 


7.2 À- Vs 
元 


9. w E! 
- 


U. $- C ZEBRREIX E C., x) REED IE TET IRAEBIL E IDE P XT fx) fs )HHPRS BTE ~ 


1&3] 7. 6, 430 页 


ET. 
1é6(,- I^ 
3 T y) = 三 Ae( 5) 


7. (T(x, =1- 二 [Arg(eos(siz) +1) + Argl eos( miz) -1)] 


FRAJER 381 


(TG, y) eae +1) - ne). 

4-A .19« 105 — 13- i05 
| 

IL 在 8- C 映射 方程 w=/(x+iy) 中 ,保持 7 为 常数 就 可 以 得 到 流 线 的 参数 表达 式 . 
练习 7.7，439 页 


L WR: i0) glari), 120, -Eca T, Reha) o ETSI e AHERO - T eue T, v> 


9.ó(x, y) = Clogs) log| 


0 peg iE P DCN. 


3. T(z) iae [sin (2)] 


5. T) = 2g. [sin^( -e^7)] 
下 


7. WA ImGT e) = 常数. 
mox 
练习 8.1，459 页 
e V 12(-0* NT 
x ) O9 X lG-ej0-w 
i Tisi cabq 
(wo (CD Sb E 其 中 mx0，c 70. 
3. 
s. 
cos 2t cos 4t TOv nU 
7. i 3 44 (03 x Tac c, 和 习题 1(c) 相 同 . 


» cL 同 例 4. 


11. w(x, t) = P b, sinnxcosnt + sinnxsinnt 


DEEST 


e, = [A (Esin ngdg 
$38.2, 4737 


N.N a EE Ziwe l^ 
1 Dew * — (1773) (b)6() sre (000) ET 
i lwl «1 
-—vsme, |e|s- 
(d)G(u)z40, lwl >i  (e)G(o) 2 
0, IDIEZI 


382 FRATER 


U lol o ol 
3. (a)6(o) =Ë [> 入 +- 入 ) 
cto) = ETT Tas 
(eto) e Lo ^ 
1&5] 8.3, 484 页 
m (053 GMT -q— IS co Lace) 
(D- se) (Vr 


3. (本 sin(20) (b)4re (6e - ie? (D 7267 e] 
(er (ee tein A), 


(b) f(1) 24e" - 3e" 


CAM P ia 
De- ry 2 
qg* nint + 36° "t con 24 


0, 0<ts3 


| 
(ND)= 2*3* en, 3<ts6 


m 


2 
7. (Ho: YE F(s) 的 部 分 分 式 展开 式 ， 并 且 和 表格 内 的 值 比 较 . 
9. (b)i. x(t) =cos V3, y(1) = ~ cos V3t; ii x(t) 2 (t) = cos t; 
[m 2d Gn t+ cos 80. ya) = IG 1- cos 0. 
(e) (i), (ii). 
1&5] 8.4, 494 页 


3. 由 1 al RUER. 
S. (a)a(n)=-(-3)“"(ns - I), 其 他 情况 为 0 


559 


()4() =( -4-) Cn>0)， 其 他 情况 为 0 


(e)a(n) =( -1)"2…(n< -4)， 其 他 情况 为 0 
(d)a(n) =( -2)”(n> -3)， 其 他 情况 为 0 


Gs -1), - d (n20) 


(oat) » -(3) aD, - 


(Dala) =4( -a( -)ex3. 其 他 情况 为 0 


(eal) =4( i) +2n -4(n>0) ， 其 他 情况 为 0 


TREES 383 


(hala) = 二 [a ca] (o 0， 十 (n=0)， 其 他 情况 为 0 
7. T T CERET -2)' (Ham E 


练习 8.5，507 页 
3. 提示; 利用 6.5 节 引 理 4. 
7. (p.v. ILIcimÉG-x) [560] 


R 


引 


索引 中 的 页 码 为 英文 原 书页 码 ， 与 书 中 页 边 标 注 的 页 码 一 至 


A 


Abel's limit theorem( 阿 贝尔 极限 定理 ) ，268 

Abel- Poisson summation( 阿 贝尔 一 泊 松 求 和 ) , 450 

Absolute Value( 绝 对 值 ) 8 

Accumulation point (ES) ，43 

Admittance( 导 纳 ) 291 

Airfoil RIE), 438 

Amplitude modulation( 调幅 ) ，503 

Analytic continuation( f fr iE Wi) , 292 

Analytic function( # Fr FK) , 70 

Analytic signal( 解析 信号 ) 504 

Are( 弧 ) 150 

Area integral formula( 面积 积分 公式 ) 262 

Argz(z (988 f), 18 

Argand diagram (Bj FHE), 8 

Argument ( A fp), 17 

Attractor( 吸引 子 ) , 92 

Autoregressive- moving- average relationship( 白 回 妇 滑动 
平均 关系 ) 491 


Basin of attraction 吸 性 域 ) 92 
Bernoulli numbers( 伯 努 利 数 ) 328 
Bessel( ÆI), 266, 267, 277 
Bilinear transformation 双 线 性 变换 ) , 389 
Binomial formula( 二 项 式 公 式 )，6，250 
Bolzano- Weierstrass theorem ( 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 
定理 ) ，356 

Boundary( 边界 )，42 
Bounded set( 4j 4E) ，42 
Branch( 分支 )，122, 132 

of logarithm 对 数 函 数 的 分 支 ) ,119 
Branch point( 分 支点 ) 122 
Branch, of argument( 8 84) x), 18 
Bromwich integral ( 布 罗 姆 维 奇 积分 } ，482 


Capacitance( 电容) ，139 
Casorati( ERR), 286 
Casorati- Weierstrass theorem ( F d Ft 3 — 18 4 Wi 4$ ji 
定理 ) 286 
Cauchy criterion 柯 西 判别 法 ) 262 
Cauchy integral( 柯 西 积分 ) ，495 
Cauchy product( 柯 西 乘积 ) ，247 
Cauchy sequence( 柯 西 序列 ) , 262 
Cauchy series( 柯 西 级 数 ) 263 
Cauchy's integral formula( 柯 西 积分 公式 ) ，204 
Cauchy's integral theorem( 柯 西 积分 定理 ) 187, 194 
Cauchy- Hadamard formula( 柯 西 -阿达 马公 式 ) ，265 
Cauchy- Riemann equations( 柯 西 一 黎 总 方程 ) 73 
Causal z-transform( 因果 z 变换 ) , 488 
Causality( 因果 律 ) , 505 
Center of mass( 质心 ) ，8 
Chordal distance( 弦 距 离 ) 49 
Cirele of convergence( ll Kl) ，253 
ceis( 余 弦 加 上 i 乘 以 正弦 的 缩写 ) ，18 
Closed contour( 闭 周 线 ) ，157 
Closed disk( set) ( 闭 圆 盘 ( 集 ))，42 
Compact( 紧 ) , 42 
Complex conjugate( JE) , 10 
Complex number( 复数 ) 3 
Complex plane( 复 平面 ) 8 
extended( 扩充 复 平面 )，288 
Conformality( 共 形 性 ) ，378 
Conjugate( 3&4) ，10 
Connected( 连通 的 ) , 44 
Connected set( 3£ 3l SK) , 40 
Continuity( 连续 性 ) , 61 
Continuum( 连续 统 ) , 44 
Contour( AER). 154 
integral along HARRI), 162, 167 
length of( 周 线 长 度 ) 159 
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Convergence 3%), 58 
Cauchy criterion for( 柯 西 收 伊 准则 ) , 262 
absolute( 绝对 收敛 ) 237 
pointwise( 点 态 收 伍 ) 238 
uniform( 一 致 收敛 ) ，238 

Cosh WARI), 114 

Cosine( 余弦 ) 113 

Cross-ratio( 交 比 ) , 397 

Curve( MER), 149 


D 


Dawson integral( Dawson 积分 ) ，326 
De Moivre's formula ( REHAR). 29 
Deformation invariance theorem( 形变 不 变性 定理 ) 186 
Deformation of contours( 周 线形 变 ) , 182 
Delta funetion(6 iK) , 508 
Derivative( 导数 ) 67 
Difference equations( 差分 方程 ) 489 
ility( 可 徽 性 ) ，67 
al equation( 微分 方程 ) 67 
Fourier series( 傅 里 叶 级 数 ) ，456 
Fourier transform( 傅 里 时 变换 ) , 470 
Laplace transform ( 拉 普 拉 斯 变换 ) , 480 
power series( ME £C) , 258 
Dirac delta function( 4k fi 9E 6 HW), 508 
Directed smooth arc( ff 6] JG WE) , 152 
Dirichlet problem ( 狄 利克 需 问 题 ) ，222 
for unit disk( S4 Bl f ) ，224 
Dispersion relations( 色散 关系 ) , 506 
Domain( 区 域 ) ，40 
of definition( 定 义 ) 53 


E 


, 138, 291, 504 

38 

Elliptic integral (BRA) , 418 

Entire function (8 iR) , 70 

Equipotential( 425.04) , 81, 419 

Essential singularity( 本 性 奇 点 ) 279, 282 
at infinity( 在 无 穷 远 点 ) 288 

Euler( 欧 拉 ) , 27, 28 

Euler's equation( 欧 拉 方程 ) ，27 


Exponential function( 指数 函数 )，27，111 
Extended complex plane( 扩充 复 平面 ) 48, 288 


F 


Fast Fourier transform ( 快速 傅 里 叶 变换 ) , 459 

Fibonacci sequence( ARIFF), 268 

Finite Fourier transform( 有 限 傅 里 叶 变换 ) , 457, 463 

Fixed point( 不 动 点 ) ，92 

Fourier inversion formula( E P RWA), 466 

Fourier series( ($ Rot E SC) , 447, 460 

Fourier transform( 传 里 叶 变 换 ) ，465 

Fractals( 分 形 ) , 93. 

Fractional linear transformation( 分 式 线性 变换 ) ，389 

Fundamental Theorem of Algebra ( 代数 学 基本 定理 ) ， 
101, 216, 362 

Fundamental theorem of calculus( 微 积分 基本 定理 ) 161 


G 


Gamma function( 0 3 iR) 302 
Gauss( 高 斯 ) 101 

Geometric series( 几 何 级 数 ) ，236 
Goursat( BE) , 186 

Great circle( KÑ), 50 

Green's function( 格林 两 数 )，505 
Green's theorem( 格林 定理 ) ，192 
Group( 群 ) ，396 


Harmonic conjugate( iM fJt4& ) ，80 
Harmonic functions( 调和 函数 ) ，79，221 
Harnack's inequality ( 哈 纳 克 不 等 式 ) ，226 
Helmholtz's equation( Z 183 i£ 7/88) , 375 
Hermite formula( 埃 尔 米 特 公 式 ) 252 
Hilbert transform( 希 尔 伯 特 变换 ) ，499 
tahle( 表 ) 500 
Holomorphic function( 全 纯 函 数 ) ，70 
Hyperbolic functions( XX HR BK , 114 
Hypergeometric series( 超 几 何 级 数 ) , 261 


Tmage( 像 ) 53 
Imaginary axis( 虚 轴 ) , 8 
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Impedance( Bii), 142, 291, 394 Loop( 环 路 ) 157 
Improper integrals( 反常 积分 ) ，337 Lower Single SideBand signal( 低 单 边 带 信和 号) 503 
Impulse response( 脉冲 响应 ) , 505 
Indented contours( MRE), 337 M 
Independence of path( 同 路 径 无 关 ) 173 Maclaurin form( 麦克 劳 林 形式 )，103 
Inductance( 电感 ) ，139 Maclaurin series( 麦克 劳 林 级 数 ) ，242 
Infinity ( point at) (在 无 穷 远 (点 ) ) ，288 Magnification( 伸缩 ) 57, 385 
Integral( 积分 ) ，162 Mandelbrot set( 芒 德 布 罗 集 ) ，93 
bounds for( 积分 的 界 ) ，169 Mapping( 映射 ) 53 
contour( 周 线 积分 ) ，167 Maximum principle( 最 大 值 原理 ) 217, 222 
line( 线 积分 ) 191 Mean- value property( 均值 性 质 ) , 226 
Integration by parts( 分 部 积分 法 ) ，179 Mechanisms( 机 械 学 ) ，24 
Interior point( 内 点 ) ，39 Mellin transform 梅林 变换 ) , 475 
Inverse trigonometric functions( E =R), 134 Meromorphic( 亚 纯 的 ) 355 
Inversion( 反 演 ) 55, 387 Minimum modulus principle( 最 小 模 原理 ) 220 
Irrotational ( 无 旋 的 ) ，200 Minimum principle( 最 小 值 原理 ) , 220, 222 
Isolated singularity( 孤立 奇 点 ) 277 Mobius transformation( 默 比 乌 斯 变换 ) 389, 396, 531 
Jsotherms( WMR), 81, 419 Modulus( B) , 8 
Monodromy theorem( 单 值 定理 ) , 299 
J Morera's theorem( 英 累 拉 定 理 ) ，210 
Jacobian( 雅 可 比 )，78 M-tes(M 判别 法 ) ，263 
Joke( 约克 ) , 270 Multiply connected( 多 连通 ) ，185 
Jordan curve theorem( 若 尔 当 曲线 定理 ) ，158 
Jordan's lemma( 若 尔 当 引 理 ) ，332 N 
Joukowski( f 8] A NE) ，57 Natural boundary( 自然 边界 ) , 300 
Julia set( 茹 利 亚 集 )，92 Neumann condition (it && Je (4) ，376 
K Newton's method( 牛顿 法 ) 95 
Nyquist stability criterion( 奈奈 斯 特 稳定 性 判 据 ) 366 
Kramers- Kronig relations( Kramers- Kronig 关系 ) ，506 à 
k Ohm( 欧 姆 ) 139 
L 's rule( 洛 必 达 法 则 ) ，72，261 One-to-one function( 一 一 函数 )，111 
Laplace transform( 拉 普 拉 斯 变换 ) 477 Open disk(set) (JFBI AE ()) , 39 
sform table( 拉 普 拉 斯 变换 表 ) 479 Open mapping property( 开 映射 性 质 ) , 363 
"s equation( 拉 普 拉 斯 方程 ) 79, 221, 369 Orbit( 轨道 ) 91 
Leibniz's formula( 莱 布 尼 获 公式) ，248 Order relation( 序 关系 )，7 


Limit( 极 限 )，58 

Line integral( 线 积分 ) ，191 
Linear fractional transformation( 分 式 线性 变换 ) ，389 Parallelogram law( 平 行 四 边 形 定律 ) 15 

Linear transformation( 线性 变换 ) 57, 385 Parametrization( 参数 化 ) , 149, 154 

Liouville's theorem( 刘 维尔 定理 ) , 215, 226 Parseval's identity( 帕 塞 瓦尔 恒等式 ) , 452 
Logarithm( 对 数 函 数 ) 118 Partial fraction decomposition( 部 分 分 式 分 解 ) 105 
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Partial fractions( 部 分 分 式 ) 105 

Phase( 相 ) ，17 

Picard's Theorem{ 皮 卡 定理 ) ，282 Schlicht( 单 叶 ) 369 

Piecewise smooth curve( 分 段 光滑 曲线 ) ，157 Schwarz integral formula( ERAR), 226, 229 
Poisson integral formula( 泊 松 积分 公式 ) 224, 228 Schwarz’s lemma( 施 瓦 蒋 引 理 ) ，287 

Poisson kernel( MIH), 226 Schwarz- Christoffel transformations ( 施 瓦 获 一 克 里 斯 托 
Polar form 极 形式 ) , 18 REER), 407, 513 

Poles( Bi s), 104, 279 Seed F, 3#), 91 

Polygonal path( 多 边 形 路 径 ) ，39 Simple pole( 单 极点 ) , 280 


Simple zero( 单 零点 ) 278 

Simply connected domain( 单 连通 域 ) 184, 193 

Sine( E3), 113 

Sinh( 双 曲 正弦 ) 114 

Smith chart( 史密斯 图 ) 372 

Smooth arcs( 光滑 颖 ) 150 

Smooth closed curves( 光滑 闭 曲线 ) ，150 

Sokhotskyi- Plemelj formulas ( && R Z 3& — ff 9) Mp] A 


Polynomial( 多 项 式 的 ) 61 

Polynomials( 多 项 式 ) 99 

Potential 位 势 ) 200 

Power series WEE 252 

Primitive mth root of unity( m 次 单位 原 根 ) 34 
Principal value of argument( fA EW), 18 
Principal value of logarithm( Xj & Effi), 119 
Principal value of the integral( 积分 主 值 ) 319 


Pure imagi ber( 纯 虚数 ) ，4 ERA 
ure imaginary number( £ . Solenoidal( 螺 线 的 ) , 200 
Q Stereographic projection( 球 极 射影 ) ，44 


Streamlines( 流 线 ) ，420 

Summation of series( 级 数 求 和 ) ，327 
R Symmetric points( 对 称 点 ) ，402 
Symmetry principle( 对 称 原理 ) ，400 
Synchronous detection( 同步 检测 ) ，503 


Quadratic formula 二 次 公式 ) 36 


Radius of convergence( 收敛 半径 ) ，253 
Range( 什 域 ) 53 


Rational functions 4; R8) , 62, 99 T 

Real axis( 实 轴 ) , 8 Taylor( 泰勒 ) 28 

Region( 区 域 ) ， 2 Taylor form 泰勒 形式 ) 103 

Regular( 正则 的 ) ，70 Taylor series( 泰勒 级 数 ) 242 

Removable discontinuity( 可 去 不 连续 点 ) ，62 Temperature( 温度 ) ，87 

Removable singularity( 可 去 奇 点 ) 279 Transfer function( 传递 函数 )，492，504 
Repellor( 斥 性 点 ), 92 Translation 平移 ) , 57, 384 
Residue( W M) , 109, 308 Transmission line( 传输 线 ) ，394 

Residue theorem( 留 数 定理 ) ，312 Triangle inequality( 三 角 不 等 式 ) 15, 24 
Resistance( 阻抗 ) ，139 Trigonometric functions( 三 角 函 数 ) 113, 114 
Reverse polynomial( 3i 3i 5& ), 109 Trigonometric integrals( —f8 814) ) , 314 


Riemann mapping theorem( Æt), 380 

Riemann sphere( & & &R ili) , 45 

Riemann zeta function( #4 7 函数 ) 268 Uniform convergence( — Sui) , 239 
Rotation( KEHE), 57, 384 Unilateral z-transform( 39 z 变换) 492 
Rouche's theorem( flt zz 8I) , 361 Univalent( «nt (fj) , 369 
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Upper limit( 上 极限 ) 264 
M 


Vector( 向 量 ) , 14 
Vector field( [5] Mit 55) , 200 
Vortex 涡流 ) ，437 


w 


Wall's criterion 沃 尔 准则 ) , 407 


Weierstrass( 魏 尔 斯 特 拉 斯 ) 286 
Weierstrass M-test( 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判别 法 ) ，263 


zZ 


Zero of order m(m MẸ), 277 
z-transform(z 变换 ) 486 


